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关于弹性板弯曲变形的 Re iss n er 理论
’

苗天德 程昌钧 (兰州大学数力系)

(19 79年 12月 15 日收到 )

摘 要

本文恨据不完全广义余能原理重新推导了 R e i ss n e r
方程

,

使应力函数必以拉格朗日乘子的方

式从变分中自然引出
,

同时明确了 R e is s n e r
方程的解的结构

.

在此墓础上提出了一个简化理论
,

它只需求解 一个类似于经典薄板理论的四阶方程
,

即可得到计及剪力对弯曲变形 影 响的令人满意

的结果
。

引 言

经 负的弹性薄板弯曲理论
,

不计横向剪力对变形的影响
。

因此
,

当板的相 对 厚 度 较大

时
,

以及在板的支撑边缘或开孔附近 (当孔径与板厚同数量级时 ) 引起相当大 的误差
。

半个

多世纪以来
,

人们不断寻求关于板弯 曲理论的更合理的物理模型
。

其中
,

E
.

R e is s n e f L ‘, “ , “’

于 1 0 4 4一 4 7 年间提出的一个理论 (以下简称 R e is s
ne

r 理论
,

并将按此理论导出的方程称做

R e l s s llc
:

方 程 ) 受到了广泛的重视
,

至今还不时有人对 R e is s n e r
理论进行讨论并应用这一

胜论计算 各种实际间题
。

特别在断裂 力学方面
,

根 据 R e is s
ne

r 理 论分析薄板弯曲裂纹问题

的文献日渐增多
。

在 R e is s n e r 理论中
,

引入两个变量二 (板的挠度) 和功(R e is s
ne

r
称之为应力函数)

,

它们分别满足一个四阶方程及一个二阶方程
。

总起来说问题是六阶的
,

可以在每一边界点给

出三个边界条件
,

而不是经典理论的二个边界条件
。

但是
,

由于方程的复杂性带来的数学上

的困难
,

更主要的由于没有弄清楚 R e is s n o r
方 程 的解的结构

,

直到 目前为止
,

只对矩形板

的若干情形得到了级数解
〔4 , 6 , “’,

而源于 R ei s s
ne

r
理论提出的一些简化方案也是方 向不甚清

楚的
。

本文的目的是
:

( 1 )根据钱伟长教授提出的不完全广义余能原理
「7 ’的原则

,

重新推导了

R e 、5 5 : 。 : 方 程
,

使前述 函数叻以拉格朗日乘子的方式直接从变分原理中引出
。

以前
,

由于未

能找到相应于 尺e i5 s n e 1’ 方 程 的完整变分公式
,

使基于这个理论的板的有限元方法遇到 了困

难
「“l。

在推导 中
,

我们还 同时弄清了 R e is s n e r方程的解 的结构
,

得到的结论与新近程埙
【。’的

结果不谋而合
。

( 2 )
、

在 ( 1 )的 基础上提出了一个简化理论
,

它只需求解一个四阶方程
。

我们

应用这个简化理 沦求得了
一

系列具体问题 的解答
。

可以证明
,

其中一些解 答 就 是 R ei s s n e r

方程的精确解
,

而另外
一

些解答与精确解 比较
, 一

也有 良好的近似度
。

( 3 夕
、

类似于弹性力学平

爷
叶开沉推荐

李2 1
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面问题
,

弓!入两个应力函数以代替原来的变量
,

这两个新变量所满足的连续性条件仍然归结

为一个四阶方程和一 个二阶方程
。

这样做对于处理诸如板的裂纹问题常常是方便的
。

二
、

R ei ss ne r 方程的导出与解的结构

R e is s n e r ‘2 ’
放弃一经典理论的 k ir e h h o ff 直法线假定

,

而 另外采用 a
、 ,

叮 y , 下 二 , 沿板厚

线性分布的假定
。

据此
,

他导出了如下的弹性板弯曲变形的余能表达式

n
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—
系统的余能 。

—
板的挠度

h

—
板的厚度 甲二 , 甲y ,

。具有某种

E
, ,

—
弹性常数 平均的意义 (见“ “

场 1 6 8 )

M
二 ,

M y ,

M ”

—
板中弯矩与扭矩
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—
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Q
二 ,

Q y

—
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我们来考虑余能打的一阶变分
,

要求在变分过程中始终保证平衡方程 (2
.

3 ) 的满足
。

不

同于 R ei s s n e r 的推导
,

我们在(1
.

3) 之外
,

再加上一个限制
,

即要求

日Q
二

a y
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二 ,
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,
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,

Q二
。

至于这样做的原因

以后就会明白
。

为此
,
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,
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,
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。

真实状态应使6刀
:
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现在
,

我们再作以下两个假定

1) 任给占Q 二
,

在板的边界我们总可以用作功 (严格地说应是余功 ) 相等的原则将占O 二转

化为某个 dQ优
,

即假定

!
, j。; d一丁

““Q“d ·

且 占Q
。
~ 占Q 二+ d Q《

2 ) 将整个间题的解分解为两部分
。

与前述 Q二
,

O二相对应 的为M 二
,

M 二
,

M 二

( 2
.

8 )

( 2
.

9 )

与剪

力的其余部分 (后面将会看到
,

这部分对应 ( 2
.

3) 式的齐次通解 ) Q竺
,

Q罗相对应的为M 笠
,

M ;
,

M 勤
。

我们假定Q二
、

Q竺不引起板的弯曲变形
。

因此 M 笠
,

M二
,

M 二
,

是一种内部约束

力
,

相应于它们的余功为零
。

因而在变分式 ( 2
.

6 )中
,

凡包含因 子 占M 竺
,

dM ;
,

6M 二
,

的项

都应消去
。

将 ( 2
.

7 a ,

b )代入 ( 2
.

6 )
,

利用假定 1 ) 的 ( 2
.

8 )
,

( 2
.

9 )式
,

由于占Q
。
一乙Q益+ 6 Q笠的任意

性
,

可知应取
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对应
,

另一部分与方程 (2 3 )的齐次通解Q二
,

Q ;相对应
。
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揭示了解的结构及其物理意义
。

关于这一点后面再作说明
。
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3 )
,

得

V
Z
岁 ~ 一 q

但是我们并不需要通过求解这个方程来决定Q 二
,

(2
.

2 )
,

同时注意到(2
.

1 9 )
,

(2
.

2 1 )
,

(2
.

2 3 )
,

口 / 。_
。

2 一 v

芍一(一 D V
Z
切 一万头

一干
.

二
日工 \ 一

’
一 1 0 (1一 v )

Q乡
。

事实上
,

以 (2
.

2 4 )代入 (2

(2
.

2 5 )

1 4) 再代入

a / n _
。

2 一 v

一人丁
一

l 一 刀 V
‘

叨 一 =
二丙二丁一

.

二又一

口 y \ I U 又1 一 y 少

(2
.

25 )等
,

可以得到

、
2。一 岁

)
一 “

*
2。一少

)
一 。

如果不计与剪力无关的积分常数
,

这便导出

。 _
。

2 一 v

甲 “ 一 刀 V
“

山 ~ 一万下万下一下不一 n “

q
I U 、1 一 犷少

(2
,

2 6 )

只要由(2
.

2 2) 式解出。
,

则由此式立即可得到岁
,

再通过(2
.

2 4) 式便得到O二
,

Q乡
。

_
. 、 . , ,

_ 一
, , , ,

二 ~ 一
, r

_
、 ,

~ 一
二_ ~ ~

, 、 .

~ 5百h
,

。
、 ,

一 一 。_ 一

找1月
产

巳箱
,

一 r 以上得工U附箱米
。

臼无刀力 使起见
,

小劝取
一

、砰 于下 摘 梦 l卞 刀 耕 木 翔 幽
1 乙 、 1 〕~ 护夕

数
,

但仍采用原符号价
。

于是由(2
.

2 1 )
,

(2
.

1 9 )
,

(2
.

2 4 )诸式得

Q一器
+

器
Q一豁一黑

一

(2
.

2 了a )

(2
.

2 7 b )
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其中岁对应一组特解
,

功对应齐次通解(a 一 0 )
。

由(2
.

1 4) 式

从一袱
- 口2

山

0 x 2
十 v

口2
切

a y Z

h
Z 口口

二 q 人
2

-t- 一
石 一 一 、 - -

一 一—
二下二

~

一

匀 口戈 I U

护

I一 护
(2

.

2 8 a )

M

一
”

(
一

穿
一 十 , 一

令)
+

一

答
“一

(‘一 , D

荟乳
.

一

锐
一

(
一

货

一

旦旦卫一
a 夕

日Q
v

十 一 屯
~

之

口X

口人
2

10

V

1 一 V
(2

.

2 8 b )

(2
.

2 8 e )

又由(2
.

2 0 )式

十 一

嘿瓮
竺工口

二

+
-

等护
吼

(2
.

2 9 a )鲤ax一一一X中

p y = 一
日功

日y
(2

.

2 9b )

而w
,

功分别由方程(2
.

2 2) 与 (2
.

2 3) 确定
。

少则由w 通过 (2
.

2 6) 式给出
。

美籍华人程埙教授
, ”’最近从三维弹性力学的 N a vi o r

方程出发
,

事先不用假定
,

系统地

导出了弹性板弯曲的三个基本方程
。

其中第三个基本方程的解不给出横向剪力
。

在一般每一

边界点不超出三个边界条件的板弯曲问题中可不予考虑
。

〔9 」中具体讨论了 q 一 O的情形
。

其

第一个基本方程称为双调和方程
:

‘

l
、月了1......少

V
名
w 一 0

从一
“

(
、

二 :

一
D

(

口2
切

口x Z

日2
份

一几二一二一 ~

十
口y

‘

8 + 1,

4 0

口2 _ _ 。

\
陀 ‘
下一 石一 V

“

口 I
口 X

‘ /

(1 一 护 )
口2
功

a x a夕

8 + 尹
一
二万厂— 月‘

4 U

日
z

a 沉a夕

v
Z
。

)
(2

.

3 0 )

Q
二

- 一 D
a _

。

- 不
一

一

V
‘

功
a X

这对应我们的特解 Q 立
,

Q ;
。

事实上
,

由 (2
.

2 2 )
,

(2
.

1 4 )
,

(2
.

16 )
,

(2
.

2 4 )
,

(2
.

2 6 )等式
,

令q 一 O,

即得

V 4山 ~ 0

l
r户

J
M 二

一可
口2
功

口x Z
十 V

a Z
协

口y Z 子二 V
“
田

a X
“

尸
1一5

, ,
.

n /
, 、

a Z
功

1以 二。
.

二 一 刀 1 L l一 v少又
_

; ‘二

\ O 汤 O 夕

1
, 。

口2 _
。

十 ;
~

n 一丫万 万入丁
-

V
一

W
0 O X 口甘

(2
.

3 1 )

八
,

。 a _
。

留妥“ 一刀 一二一丁- V
“

切
a X

可以看出
,

以上两种结果仅 M
二 ,

M y ,

M
二 ,

的最末一项的 系数 略 有不 同
,

绝 对 差 值为

8 十 ,

4 0

1

5

竺
4 0

、 , ,

,
。。 。 。

_

1
。 , _

白佗义P民1育 口乙 v
二不

~

目习 ,

‘

, 。 。一 1

也从月 8石
。

与板 的经典理论比较
,

这一组基本解中
,

多出了包含有人
2

的附加项
,

它刻画了剪力对板

弯曲变形的影响
。

第二个基本方程称作剪切方程
:
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黯

。
甜⋯
砂V

艺
S 一 :犷 S

九
‘

M
二

一 一 几丁y 二

(2
.

3 2 ),

!
、、.产

一卿一时aS一拟一一M
二 y二

人
“

汀 2

口竹
a x Z

一一yQ一

S
J夕口一a

一一
劣口

这又与我们的齐次通解 Q二
,

Q ; 相 对 应
,

由 (2
.

2 3 )
,

(2
.

17 )
,

(2
、

1 9 ) (注 意 已 用劝代替了

SE h

12 (1 + F )
功)有

一
, .

1 0
V

“

职 一 一 示云一 势 一 U

刀一

M 竺二 一 M
几

2 a Z

势

口义口夕

一 酬咚
一

、
d y

‘

/

(2
.

3 3 )
口“
劝

口x Z

护一10一一M

。 , _

a砂 门 , a叻

喻 一
~

百乡
, 甲 ’

一 万万

解答嗯 3 2飞与(2
.

33 )结构相同
,

仅在数值上略有偏差
。

根据前面在变分推导中所采用的假定

2 )
,

这第二组基本解不引起板的弯曲变形
,

而只使板产生一种平行于未 变 形 中 面的剪切

(平行于板中面的层与层之间的相对滑动 )
,

这一点也不难 由前面导出的方程组直接给于证

明
。

这与〔9 」的结论也是一致的
。

对比〔9 」的结果与我们对 R e is s
ne

r方程分解的结果
,

可以说是异途同归
。

三
、

一 个 简 化 的 R ei s
sn er 理 论

我们试图给出 R e i、、n o r 理论的

的齐次解 势略掉
,

即取

沪(义
,

夕)三 O

这时
,

若采用如下的新变量

个简化计算方案
。

在所有情况下
,

我们郎把方程(2
.

3 )

(3
.

1 )

12 1 + , ,

。

山 一 U J 一
_

~

一 一~ 节二下厂 一尹
勺 乙 左

(3
.

Z a )

_ , y

一韶
一

,

Q , ,
= Qy

一

(3
.

Z b ).乃印劣卿口夕
,
�

X之a
j口

切
、 l
~ 卿

二

“ 一

〔。
二 ,
一 Q

、
一

厂
1 U

p

1 一 公
( 3

.

Z e )
q一y日

�

日护一1uV

1一 护

,八一nU
qll儿

M
二 ,
=

Q /I 艺

土U

p

1 一 v 对 yl 二 M y 一
p

1 一 V

,

M川 二 好
二 ,

( 3
.

Z d )
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场一 ,
一

卜
而

则方程 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )

护

l一 v
V

Z q

(2
.

2 2 )

(3
.

Ze )

(2
.

2 8 )

d Q
、 ; 口O

v

十 ; 贵匕 斗
一

q ,
一 U

J
,

以
(3

.

3 )

口M
, ; 口M

二 。
,

1

一口
二 ,
一 O (3

.

4 a )

旦卫界

a 夕

旦梦二
_ 一 O

,

一

d 义
一 了 ‘

(3 4 b )

、JZ、产、、J产

a,C几O
一口三

-

:
no

noCO
子

‘
、了‘、Z‘、

M
二 1
一 一 D

M yl 一 一 D

D 俨w ,
~ q ,

口2
阴

l

口% 2
十 V

口2 叨 1

口夕 2

日2
田

1

a y Z
十 V

口2田 -

口x 艺

z‘、、

l
‘

统观方程 (a
.

3) 一 (3
.

6 )
,

它们与薄板弯曲经典理论的方程组 形式 上一模一样
。

这 样一

来
,

我们也就明确了当略去齐次解 劝而只保留一个四阶方程 (2
.

2 2 )的情况下
,

边界条件的提

法亦应该与经典理论一样来处理
。

还原到原来的变量
,

则简化理论的边界条件是在边界的每

一点给出如下两个条件 (对每一边界点
,

在(3
.

7 a)
,

(3
.

了b) 每组中只能提一个)
:

w 一函 或者 Q
。 一

日M
n s

日S
Q

n

(3
.

7 a )

切。
“中

,

或者 M
。

~ M
。

(3
一

7 b)

这里二
,

币
n ,

Q
, : ,

M
。

分 别表示边界上给定的挠度
、

转角
、

剪力及弯矩
。

以上各式中右端出

现的量当然应按前述带
“ , ”

的相应量的计算公式去计算
。

由第二节易知
,

这个简化方案 的物理实质是保留了剪力对弯曲变形的影响而略去了剪力

所引起的板面各平行层之间的剪切
。

可以指出
,

当条件 嘿
:

一 吩
成立的情况下 (如下例中极座标下的圆板轴对称弯曲

‘

”
‘

曰 一
’

~ 月 ”
‘

口y 口义
’

人一
一 J ’

门 , 一 ’ 、 了、

曰 ’ ‘ “ ’

一一
「 J ’ ‘ 一 ‘

一 脚、
一

~
‘

’

, “
’

甘
一

问题 )
,

简化理论的解 其实就是 R e is s
ne

r理论的精确解
。

s p e a r e和 K e m p
‘”’1 9了了年提出了一个简化理论

,

他们导出了一个只包含一个未知量w (挠

度 ) 的六阶方程
,

并且声称他们的近似具有 h
“

(h 为板厚 ) 阶的精度
,

略去了 尸 阶及其更高

阶的小量
。

但是不难证明
,

他们只是对如本文指出的 R e is s
ne

r
方程的相应于方程 (2

.

3) 的特

解部分作了人
“

阶的近似
,

并非对完全解的 h “

阶近似
。

与本文提出的简化理论 比较
,

他们那样

简化似乎不大值得
。

四
、

解 例

运用第三节提出的简化理论
,

我们来解答 一些具体问题
。

1 圆板的轴对称弯曲

将前面得到的有关公式转换成极座标形式是极其容易的
。

这里只列出下面要用到的轴对

称情况下的若干公式



23 0 苗 天 德 程 昌 钧

_
。

l d /
V

“

一—
~

一万下尸 l
r a r 、

d
r es

刁厂) (4
.

1 )

V
4
一 V

“

(V
Z

) -
l 一兰

一

J
,

止左「
r d r t

’

d r L
兰 /

,
目

兰
~

、飞飞
d r \

‘

d r / JJ
(4

.

2 )

Q
d 岁

d r Q e
(4

.

3 )

切
r

=
d 田

.

1 2

一 一
1一 十 一二

-

a r 勺

1 十 , 。
一飞

弓工 叼
, , 甲夕

一 U
J二 “

(4
.

4 )

一 D

〔
d

Z田
一万一厂一 十 V

a r “

l d 田

r d r

12 (1 一 , 2

)
S E h

+
6 v (1 + , )

S E h

一。

]
(4

,

s a ,鱼dr

一 D

〔
1 d w

—
- 一下

— 十
r a r

d
“阴

d r Z

1 2 (1 一 , 2

)
5 E h

口
,

r

.

6v (1 + v )
_

飞
个

~

声
~

泛乡)下 一

甘 l
O J二 月 J

(4
.

sb )

MM

M
, 。二 0

首先给出均布载荷下简支圆板 的解答
。

设圆板半径为
a ,

板厚为h
,

载荷

条件是

切一 0
,

M
,

一 O 当r 一 a 时

w
, 甲

r

有 限 当r 一 0 时

众所周知现在情况下方程(2
.

22 )的通解是

(4
.

se )

g 一
e o n s t

.

边界

(4
.

6 a )

(4
.

6 b )

D 。一

矗
q ; 4 + B

l
‘n r + B

Z : 2
‘n , + B

3 r Z + B
4

又通过(2
.

2 6) 式得

二

一「粤
。r Z十 、:

2

(1 + 1。 : ) + 4。
。

1
一

瑞井兰犷
。

, 。

‘ 性 J 上 U 、1 一 护 /

由于(4
.

6 b )的要求
,

应取 B
:
一B

:
一 O

。

因此

D w ~ (4
.

7 a )

梦二

一

俞
。一 + *

3 r 2 + :
‘

一

(履
。一 + ‘B

3

)
一

瑞居沁
几

2。
(4

.

7 b )

代入边界条件(4
.

6a )
,

有

1
, .

。 ,
.

。 _

飞可
一

g “
’

十 刀sa
“

十 刀‘
= U

棍
一(3 + ” , a Z

+ 2 (‘+ “’B
3 + 几Z q

1 0 (l一 v )
= 0

以上两式解得

n 「 1 3 + ,

刀 s
- 一 ! 一二万

~ 一

万一

—
a 一

十
L 吞乙 1 十 V

1

2 0 (1 一 v Z

)

,尹
。 1

_ ‘ .

「 1 3 + v

O ‘
之 一 - 万万二 ~

母U
一

十 I
we

又二 一丁二

—
a 一

十
幻级 L O乙 l 十 y

h
Z

〕
q

h
2 a 2

2 0 (1 一 护2

)

代入 (4
.

7 a)
,

便得到最后解答
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q (a “一 r Z

6 4D

5 十 v , ,

1
.

二一丁
一

二
一a “

一 r “
l十

1
~ 卜 V J

1 6 h
“

5 (1 一 v “

)
(4

.

8 )
r健esL..‘.L

仿此
,

容易求得其他支撑条件下的解答
,

我们不打算一一赘述
,

仅将结果列于表 1

表 1 简支圆板 (环板) 的 R e is s n e r 解

{{{ 简支圆板(均布载荷 q ))) 固支圆板(均布载荷 q ))) 简 支 环 板 (印一 。)))

}}}}}}}}}}}
。 ~ a :

。 = 00 M
r

二 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000边边界条件

{一恤
,

甲
·

“ 二 OOO r
“

a :

田“ O
,

中
r

~ OOO r ~ a ;

留 = O
、

几了
,

二灯
222

::::: = 0 : 二
,

甲
;

有限限
r

~ O: ,
,

切
,

有限限 ~ 一 (尸、、
rrrrrrrrr

~ 口 :
叼

:

二
一 万 、一r ‘一 了以 ,

~ z竹 ;;;

才才才才才汀 口口

??? 一 旦

糯尹尹
阴一 匹忿湍些里

---

?

、万拧!:耘}黔
乙。 : 护 一内内

··

{{粤丰于一〕〕
·

{
(

一
))) 十

若竺丫挑梁护
一含

---

+++ ‘2

获j竺砰了}}}
+ ‘’

一

‘刃i望万
ee

}}}
+

儡
一

{
一

式李汤
一。夕 一

: 2

)))

+++++++ r , ‘n

令令
一一一一石寒,

叱
一

卜
一r:)))

““““‘广驾之一azl
n

钊钊
一一一一 ‘’

音、、与
‘·

针针

这里有两点需要强调指出
。

第一
,

虽然是由简化理论得出的结果
,

但因轴对称弯曲情况

一 ‘一 l a Q
,

口Q
。

.

Q
。
一一 一

,

协 ~ , 山 、 。 n
_ . _ _

~
、

入 一
、

、 、 * 一 _ 七
, 一 , , ,

下总有夺 等开~ 共碧互十 尧
二红成立

,

这些解答就是 R ei s s
ne

r
理论的精确解

。

第二
,

表 1 列出’ ‘

。 rJ r ao 一 口r ‘ r 产久一
,

~ 一
,

盯 曰 ~ ~
一 “ - - - -

一
‘

~ “ ~
‘

, “ 明
, ,

汀
。 / , ,

一
,

~
4 J ‘

、

的解答明显地分成两部分
,

其中不含尸 的部分就是经典板理论的解 (见【1 0」)
,

而后面含因

子h
Z

的项反映了R e is s n e r 理论对经典理论的修正
。

2
.

矩形板的弯曲

考虑均布载荷作用下的矩形板
,

尺寸及座

标如图 1
。

参照文献‘落’,

方程(2
.

2 2) 的
一

般解给出如

下
:

心q
卜、
喊〕

, . . . . . 户门, . . . . , ‘ . . . 曰一- ~ 电 . . . 护, ‘‘

- -
. . -

. . ,

4 q 黑 「 l
, , .

w 一

初
1 ,

粼
.

L
一

万丁
气‘ 卞 c

”
c 日 ““

戈拜nS

, ,性」墨 + c : , 拼夕 s土, 声‘夕) 十
k h

Z

1 0户 3

卜一一二一

—
州

(4
.

9 )

式中

图 1 矩形板 2 一 p

1 一 ,
(4

.

10 a )
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似汀
群“ 石

~

, m 二 1 , 3 , 5 - (4
.

IOb )

C I用 ,
c , ,

为待定常数
。

这里已经利用了。关于 x 轴的对称性质
。

将 (4
.

9 )代入 (2
.

2 6 )式得到

梦二 一
1

, 。

下了 L乙‘2 , “n 产y 一 1 )s in 召男 (4
.

1 1 )
。乙a’0’’4q一

。

注意
,

此处利用 了展式

4q 男 1
_ : _ 二

_ .

甘-
一 二

一

之匕
J

二丁、 l u 拜汤
l ,

不
二 1It

(4
.

1 2 )

将(4
.

9 )
、

(4
.

1 1 )代入 (2
.

2 8 )
,

得

乞
1 一8 一6

. ,

人
一

「1 + (1 一 v )。
1二 。、拌, + (1一 v ) c : 。 。、 s h ; ,

件 L

q一,勤
一a

一一M

1 h
Z 。

\
_ .

飞

一 ! v 一 一下厂一群
‘

】艺c Z o c li 拜夕 卜z n 拜x

、 Q / 」
(4

.

1 3 a )

岭一粤 1 , 8 , 6
“ ,

1 「
,

一只不
.

! 一 v 十 气1 we v 少C l o C n 井 y 十 气1 一 v 少C Z , 拜y S fl 那 y
挤

一 ‘

co艺

.

/
_

尸 八
_ .

v hz
。

1
.

+ 1 1 十 一下 - 召
‘

1艺e : 二 e n 召y 一 万不 粼
‘

ls l n 召劣
\ 0 / I U J

(4
.

1 3 b )

M
‘

一 (‘一 ”,

粤
: ,

累
一一

典
一

「
拌

‘ L群 3

.

/
‘ .

2人
2 。

\
c ‘· “” 产y + 戈

土十驭I二可
召

“

/
““, “” 拼夕

+ c : 。拜y e h 拼夕] e o s “x

下面分别讨论两种不同的支撑情况
a ) 四边简支矩形板

边界条件

。二 0 ,

M
,

二 0 当 戈二 0
, a时

(4
.

1 3 e )

b
_

,

功二 U
,

z牲 y台 U 耸 y = 士万盯
‘

(4
,

1 4 a )

(4
.

1 4 b )

以 (4
.

9 )
,

(4
.

1 1 )
,

(4
.

1 3 )代入 (4 1 4 )
,

可解得

寿h
Z户2

十卫性 t h a ,

2 1 (4
,

1 5 a )

汀

一

nU月
�ILI一一一+

�.工

r.weL

一
�

1一
一一

C l们 - e h a ,

C 2 . 二
1

2 e h a 。 ( 4 1 5 b )

式中
_ 脚b
“ ~ 二二二

—2
( 4

.

16 )
6一
a
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用 (4
.

1 5) 代 换 (4
.

9) 式 中 的 cl
。 ,

几
。 ,

就得 到 这 种情况下的解答
。

它们与文献
, ,1 按

R e is s
ne

r理论给出的精确解完全一样
。

这是我们 由简化理论得到精确解的又一例
。

如R ei s s n er

所指出的
,

按照这个解答
,

不存在如经典板理论那样在四个角点出现集中反力的问题
。

b ) 两边简支
、

两边自由矩形板

边界条件

Q 夕 一
日M

二y

a 戈

二 0 ,

M
二
二 0 当 , 二 0

, a时

b
_ ,

一 O , J日 夕二 U 当 夕一 土 爪 盯
‘

以(4
.

9 )
、

(4
.

1 1 )
、

(4
.

1 3 )代入上式
,

(4
.

1 7 a )自动满足
。

(4
.

1 7 a )

(4
.

1 7 b )

(4
.

1 7 b )的满足给出以下两式
_

.

「了
, , _

.

2护少 、
_ , _ , , _

_

、 _ 1 _

几
。

一 气1 一 夕 j C z . 5 11 以 二 寸 l暇l 十 夕 一
一一 一下 一 户 11 “仇 一 气l 一 尹少“仍 C ll 以二 IC Z 。

= U
L \ 0 / J

一 , , + (i 一 v )e , , e h a , + (1一 , )e : 。 a o s h a ,

十

(
1 十 一

笋恤
、 。h

一 斋
。 2
一 “

由此可以解得

〔
1 + , - Zh

“群 2

一 (1 一 v )a o e t h

。 ,

】
C l 劝

-
1 一 ,

—
C 艺加 (4

.

1 8 a )

, 人
2

c ‘““ 一I石寿万己石万不
/ 1 0

.

。

\
t
一一面二万一 十 拼

“

夕
、 “一

/
(4

.

18 b )

式中

k
二

~ 3 + , 一
2 (1一 , )a 。

s h Za , (4
.

1 8 e )

这个解答不是精确解
。

〔4〕获得 的关于这个问题的R e is s n e r
理论精确解是

1 + v 一 (1 一 v )a o e th a 二

1 一 护
(4

.

1 9 a )

C “二二不而瓦下石瓦
/ 1 0

. 。

\
l一 r歹 一 十 召

“

,
、 r’一 /

(4
.

1 9 b )

(等
+ 。2

)”
h 一

一 拼th

(
一‘业喂

z

缨
-

)
J + 3 十 , 一

2 (1 一 v )a ,

5 11 Za m (4
.

lg e )1上

l
......L

‘

九一
,

酬一
目
0
井一l峨O自一

一一扰
口

左

但是简化解(4
.

18 )与精确解相差甚

微
。

我们取方板 (a 一 b) 为例
,

将两

种解答给出的中心挠度随 h 变化的

曲线画在图 2 中
。

甲/才
。

图 2 方板中心挠度比随 h / a 的 变化

(两边简支
、

两边自由
,

均布载

荷 )
八 。 , 。 ,

q a 4

v = 0
.

3 ; 田 。
二 0

.

01 3 1) 云
、

~
U U ’ .

~
二

D

///////////厂/////
/////////// 区区区

lll !!!

Z ///////尽尽
。is s o e r理论论论论论论论论论论论论

一一}”、沉沉长
,,有化解 一一一

厂厂厂厂

夕夕
JJJJJJJ

一一‘口口一

声夕
尸尸尸尸尸尸

(按经典理论计算)
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五
、

应 力 函 数

受第二节结果的启发
,

除位移函数叻之外
,

再引入应力函数梦 和 巾
,

它们与板中内力的

关系如下
.

势一戈日一日

�

尹一ya一a
Q
二

日少
.

a叻
~ 蕊 刃 十下{一
0 劣 O 夕

( 5
.

l a )

、产、
.

匕,几

5.
了.、

、

l
z

J
h

2

十 岁 十 一二, 一

0

入
,

一 十 岁 一 一蔺
-

勺

a Z

功

口x 口g

叱一X日一口

一一yM
欠一夕口一a

M
二
二

M
日2
必

口劣日夕

h , / a Z
叻 a Z

叻\
日~ - 下犷二一‘

~
下二- 了

~

一 二二万
,

万
I U \ 口X

一 o y
一
/

沪满足的方程仍为 (2
.

2 3) 式
,

即

_
。

I D
V

“

梦一 一 又万 势二 U
a 一

( 2
.

2 3 )

中及岁满足的基本方程可由板的挠度和转角的连续性要求得出
,

结果是

v
4
。 一 (卜

· )、一

器
v

Z。一。

梦一

节
丁〔

一 v
Z
, 十

斋习

( 5
.

Za )

( 6
.

2 b )
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