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沿两条内部平行裂纹受压时

材料的断裂问题
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摘 要

顺着平面内的平行裂纹受压材料的断裂问题并不能在线性断裂力学的框架内进行描述
�

� � ��
·

�� ��一�� �� � 型或� � � 型的断裂判据
,

虽然可以用来处理经典的线性断裂力学
,

但对本题则完全不

适用
�

这是因为这些压力对应力强度系数没有影响
,

与裂缝孔隙值也没有关系 〔协 , �

这一类问题只能采用新的方法
,

本文的第一作者曾建议过一种新方法
,

在这一方法中仍 然 使

用了线性关系
,

但这种线性关系是从变形固体力学中的非线性方程导出的 仁� , ‘
,��

�

这里必须指出
,

这种方法曾在变形体稳定性问题中广泛地采用过
�

作为断裂开始的判据
,

我们采用了裂缝缺陷附近的局部失稳的判据
�

在这类情况下
�

我 们 认

为是从失稳过程引发断裂过程的
�

关键词 断裂 平行裂纹 断裂判据

一
、

非线性理论关系和在变形前的坐标中推导线性关系

引用下述记号
�

为一对为拉氏坐标
,

它在 自然 �未变形 � 状态下
,

和卡氏坐标 �其正交

矢量为�刀 相重合
�

坐标为被假定是
“

冻结
”

在物体中的
�

我们将采用格林变形张量

�“卫
�

口� � 口� �
不 � 二 十

产

二 �
性 一

又一 二

口� ” 口 � ” � � 仇
��

�

��

��一协
面一既

一一仍

一�”

来度量变形
�

其中衅为位移矢量 � 的分量
�

下文中
,

凡有
“

零
”

指数的量
,

都是和临界前 �初

始� 状态有关的量
�

一般说来
,

在本文讨论的问题中
,

物体在未变形前的几何状态是已知的
�

所以
,

我们将

把有关量都用未变形前的体积和面积来衡量
�

于是
,

在描述应力状态时
,

我们将采用克希霍

夫的反对称应力张量�� 和对称应力张量 �
。 「� 」, 后者相当于广义应力张量口韧

�

张量�� 和 �� 的

分量满足下列关系

一� �
·

�
占
· , �

�

少些、
口� 。 �口� 。

, �合了� , 二 步分
, � 了 ��

�

��

这里的占
。 ,
为克氏符号 �� � � � � � � � � 符号�

临界状态的平衡方程
〔咯’
为

�

� 鸟克兰科学院力学研究所
,

鸟里沙大街�号
,

基辅 � �� � ��
,

鸟克兰

�� �
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聂
‘,

, � 尸’一 �
��

�

��

� ,为质量力的分量
�

物体表面的�
,

部分上的应力边界条件和另一部分 �
�

上的位移边界条件分别为
’毛‘

� 犷�了
, ��

�

� � � ��
�

��
�
���

�

� �� ��
�

��

其中� �为物体在未变形状态下表面上的单位法向矢量的分量 � 尸�为表面外力 �单位面积�的

分量 �指变形状态下
,

所受外力�
,
川 为边界上的位移分量

�

表面受力和体内质量力分别按

变形前的单位面积和单位体积衡量
�

对于不可压缩的物体而言
,

常常需要写出不可压缩条件
,

例如
,

其方程式为〔见��
,

� � 七��占
� 二

� �。昙
,

��� � ��
�

��

把非线性力学的关系式进行线性化
,

即得线性关 系式
�

线性化的主要原则见〔��
�

让我们考虑 已变形的物体有两种状态
,

第一种状态是临界前状态 �或初始状态或未畸变

状态 �
,

第二种状态是畸变后状态
,

所有畸变后状态的量都是由初始状态的值 �用
“� ”指标�

和畸变值 �不加任何指标 � 相加而成
�

畸变值一般要小于初始值 �即未畸变状态之值 �
�

由于

畸变值很小
,

所有畸变后状态的关系式都能线性化
�

于是我们从第二状态 〔畸变后的状态�

的关系式中减去第一状态 �即未畸变状态 � 的关系式后
,

即得畸变值的关系式
,

并称这些关

系式为线性弹性理论
�

在进行了上述线性化过程后
,

我们得到线性化几何关系
�

�·
,

一��
。。 , �

黔�念
�

�
乙一 �

黔�渝〕
一

��
�

� �

线性化平衡方程

己
�

一
蕊

一
一一

� 一
�‘ 了� 厂 宁

� �
� 戈‘

��
�

��

线性化边界条件

�
‘才‘, 】�

�

� � , , � , ��
�
� �

,

还有不可压缩条件在线性化后为

�竺盆
。。 。� �

��
�

� �

�一 �� �

其中 �粼为未变形状态物体的坐标系 � 二在变形后的基本度规张量的协变分量
�

克希霍夫张量�和对称张量�间的关系式为 �见 〔�〕�

, ‘, 一
�
。

。了 �

黔�
� ‘· � � �

·

念
�

��
�

� ��

夕
” ,
� 合

”

的值可以通 过分解求得 �见〔�〕�
,

�丢�� , � � 合了�亨
。

��
�

���

其中�
, ,

�季
。

为未变形和变形后的协变基本矢量
�

本节所谈的一切线性化关系
,

同样都适用于临界前的大变形理论 , 对于临界前小变形理

论有关变量的关系式也可 以从上述关系中分别简化求得
,
见「� 〕

�

在临界前小变形理论中
,

名
‘乌叫

, ,

这就是通常应力的意义
、
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一

一
一

一

二
、

问题的表述及其解

让我们考虑下列平面断裂问题
�

在无穷大的物体中

顺着� �轴向有两条平行的裂缝
,

其长为��
,

裂缝在�� 轴 向

延伸止无穷远
�

这两条平行裂缝分别位于幻 � �
, � � � 一

�� 的平面上
,

这个物体承受 � ,

轴向的单向压力 �见图 ��
�

由于无穷大物体中受均匀单向压力
,

其结果必为
〔”’

�夕
‘

二� � � � �
。

� 夕
,

二 �
。

� 夕
�

手 �
�

� �
,

若 �

�篇� � ‘。吸儿‘一 ��� ‘
, 凡‘� � � � �七, 儿� “ � ��” �

, � , ��
‘

其中久
‘
为顺着轴向的初始伸长度 林

�

� ��
�

��
�

��

、

当受压物体在临界前的状态下有位能 函数甲
‘

�‘一 � ,

��� 目二‘二二二二昌二含一一一

��时的线性化问题方程组 ��
�

�� 的一般解有下列两种形式
�日 , � 〕

圈

特征方程有等根 �时一
� 雪�时的解为

日甲
� ��

“ , ” 一 百牙厂一司 万石
�

· �一 �
。
��一「�

, , � 卜 � ��� 一 �小一 �一

器〕

�
、,、
�

��
产

、、�夕了
,
一�

�
一卜�一之卜口一�才� � � � 雪‘�

�
贾�

一 ‘� � 一旦 仔
� � � �、

�� � � � �

口 � �� �

十 � 室一 � �

朽�曰��� � �� �

曰� �� �

。

、二 了。
� � 一�

十 阴 玉 口勺尸 一 �

—
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亡2。
.
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, 。

、
,
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=
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—
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特征方程有不等根 (衅袭
”
约 时的解为

一念、
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指数
“
P

”

表示该量属于平面问题
.
对于不可压缩物体而言

,

张量分量 。 都用张量分量 *

替代
.
C 育4

,

衅
, 。蓄

,

付由文献〔8」的公式决定
,

其中指数
“
3
”

改为
“

2
” .

三
、

把问题归纳为双积分方程的系统

我们将分别处理由于弯曲形态 引发的失稳和 由于对称形态引起的失稳
.
根据不同的对称

特性
,

当将问题 (即平面 问题) 化为上半平面 (晚》 一 h) 问题时
,

其边界条件是各不相同的
.

弯曲形态引起的失稳
:
上半平面 x

:> 一 h的边界条件为

t::= 0, 才: l

t::= 0
, “1

=

对称形态引起的失稳
:

t, 2

=
0

。

才:l=

:
0 ,

(
X Z 一士O

,

I
‘ l

j <
“
) 下

o,
(
x

Z

= 一 h , o 《 lx
;
j< co )

上半平面x
Z
> 一 h的边界条件为

(3
.
1)

(3
.2)

t幻 = 0 , “:
=

(
二:
= 士o

,

I
x :

I <

a

)

(
义:

= 一 h
,

o 簇 !x
,
} < co )

}

让我们考虑写出弯曲形态的解
.
把上半平面朴) 一 h分为两部份

:
第一部份为> 0

,

和第

二部份 一 h《从簇o
,

见图 1. 我们将把调和函数尸
,

巾 (等根的 ) 和切
:, 切2 (不等根的) 在各

自的域中在xl 轴 向写成付氏余弦积分形式
.

在不等根情况下
,

切
{
’)
(
x , , 2 ,

) ~

切盖
‘)
(
、 , , : :

) “

切
{
“
)
(
二 , , z ,

)
=

厂
A(“)e x p 〔一“一〕。o 。“X ! 一

平

厂
。(“)

。X p 〔一“一〕·。S 、一
半

犷
〔C
l
(“)·h “(一、“

1
卜C
Z(“)·h ‘(一 + ”!)〕一

几一

赢

....、日产‘..,.r‘.、、.

, “
2’‘、

1 , z ·

, 一
l;

一

「D
l
‘“, c““(

2 2
·

十“2, + D
Z
(“, ““几‘

22一

干”
2
, 」c o “‘

x l d 凡

几s h 几h
:

(3
.
3)

其中h
‘” (

n
亨)

一 “Z h
, ‘= z , 2

.

对于等根的情况而言
,

F 和中 函数的付氏余弦积分表达式和 (3
.
3) 式相类似

,

但在这些

表达式中
, “;二几

,

hl ~ 爪
,

而且没有汇
‘
这一乘子

.

在裂缝以外
,

这两个区域的边界挽 = O
,

xl >
“ 上

,

应力和位移必须连续
.
在这些连续条

件和上述边界条件 (3
.
1) 或 (3

.
2)都满足以后

,

采用文献 〔6
,
7 〕相类 似的变换

,

这一问题可以

化为第一类的积分方程系统
,

其核具有对数奇异性
.
当我们把其结果按文献 〔6

,
7 〕那样化为

无量纲形式后
,

得

f (刀) I n
1 一雪

“

刀“一占
“ d 叮+

-
N

,
(省

, 刁) g (刀)d 粉= o

‘。 (。) 1
。

{

二

拼面
0 1,I 一 5

1

M
l
‘“

, “,“”, d“一

普l:
MZ“ , ”’g‘”, d : 一号l:N

Z(占, 叮) f (专)d 叮=
e o n o t !

.0户IJO
?1一
s

+刁d

g (叮) d 刀= o
,

0
(
粉( 1 ,

O《省《 1
{

(3
.
4)

r、几、.r‘、、,‘声‘龟, ,‘
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对于对称形式而言
,

积分核M
;,

N

, ,

M

Z ,

N

Z

在积分前的正负号相互对换
.

积分方程中的核具有下列形式

M
:
(占

, 叮) ~ R
:
(专+ 占)一 R

;
( 1 + 占) + R

;
(刀一占) 一 R

;
(一 雪)

N :(雪
, , ) = S ,

(
刁+ 占) + S :(刀一君)

,

M

Z

( 占
, 刁) 一S

:
(刀十省)

一

于S
。

(
叮一占) 卜

N :(占
, 专) 一R

Z
(刀+ 省)一 R

:
( l + 占) + R

Z
(刀一占)一 R

Z
( x一占)

对于等根情况而言
,

它们用下列各式来表示

(3
.
5)

R ,
( 占)二 一 2 [2

一 ’s
L

一
;

(省) + L
。

(占)〕; 5
1
(占) - 一乙

,

( 占)

R :(占) = 一 L
_ :
(雪); S

:
(君)一2 [2

一 ’s
L

一 ,

(省) 一 L
。

(占)」

(3
.
6 )

、.......t‘少.....

一一�JJ、、户
声勺‘

pl
、

,
J刃‘
.

局火

)(2犷

L
一 ,

( 雪)= 一 2 一 ‘I n [省
2+ (2刀

1
)
“

〕; L
。

(占) = 2刀至[占
2+

L ,
( 君)二刀登〔(2刀

:
)
2一 雪2〕〔(2刀

;
)
2+ 省

2
〕
一 2

s 二 (l室一l雪)(2。
: , , 2 。‘112

: + 。盆一 1) (。
2;1:。三入

, 十 m 雯

刀
;” (

n
宝)

一 “ “

刀
,

刀二人
。 一 ‘

对于不等根情况而言
,

有

R ;(省) = k
ZI _ , (

2 刀
:, 省)一 k

,
I
一 ,

(
2 刀

, ,

占)

R :(雪)一 一 2
一 ‘
k
:〔I
_ :
(2刀
:,
雪) 一 I

一 2

(
2 刀

, ,

占)〕

S ;(雪)二 一 2 一 ’
k
Z
〔I

。

(
2 刀
:,
占)一 I

。

(
2 刀

, ,

占)〕

S :(君)= k
,
I

_ :
(
2刀
:,
雪)一 k

:I
_ ;
(2刀

, ,

占)

I 。
(
P

,

雪)~ 刀P (省
2+ 夕2)

一 ’,
I
一 ,

(
夕

,

省) ~ 一 2
一 ‘

I
n

(占
“
+ 夕

2
)

I
一 :

(
p

,

占)= 刀
一 ’

[ 2
一 ’

p l
n

(占
2+ p Z)一省a r e 七g (省p
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) 〕

:~ k
,
一 k

: ,
k
: 一l室(

n
雪)

一 ’/ “ ,
k

Z

一l盆(
n穿)

一 ’/ 2

刀
,

== 刀(
”
畜)

一 ’l , ,

(
‘= 1

,
2

)

, 刀~ 人
a 一 ‘

(
3

.

7
)

在平面问题的临界前状态中
,

失稳面 的临界 值 衬
‘

是由
:(几
:
) ~ 。的条件决定的

.
核M

, ,

N
, ,

M

: ,

N

:

除 了在材
,

点外
,

都是连续的
.
问题 (3

.
4 )的临界值一定高于对

’ .

于 是
,

在 这

种情况下
,

临界值应该在区 城 材
,

< 几
,

<
l 之中

,

在这一区域中
,

M

, ,

N

l ,

M

Z ,

N

:

都是连

续的
.

四
、

复合材料的分层问题

分析了复合材料的分层断裂的不少研究结果 (见文献 〔9、 14」) 之后
,

得到如下结论
:

复合材料受压发生分层断裂 时一般分成两个阶段
.
初始断裂阶段是决定于缺陷附近局部失稳

过程
.
在第二个可能的断裂 阶段

,

我们应研究缺陷传播过程中的后临界状态
.
我们可以得出

结论
,

认为顺着裂缝受压时材料的局部失稳 (这相 当于在前临界状态中断裂的可能性分析 )

是决定断裂开始出现的条件
.
在开始发生断裂 以后

,

其它断裂机理可能被初始断裂引发出的

失稳所促成
.
不过

,

一直到目前为止
,

这一断裂的初始阶段 并没有被严格地和精 确 地 分 析

过
.
所有现有的分析都是只用现有板

、

杆
、

壳的实用理论〔文献 11 、 13」进行了近似计算
.
在

本文中
,

断裂的初始阶段分析都是严 格地采用线性稳定理论进行的
.

卞文的分析和大裂缝有关〔文献3〕
.
这些大裂缝的特征尺寸都比微结构的尺寸大得很多

.

这里的复合材料被看作是近似地连续的
,

可以用具有正常特性的各向异性材料为模型
.
〔见文

献习
.

在本文中
,

我们研究了横观各向同性模型 的复合材料
,

它的C 霆
4 , 。

;

,

此
, 。; 值都 由义
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其中
,

在线性弹性体中
,

击
, ,

脚2都是常数
,

它们可以用公式表达如下
.
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这里的E
,

E

/

为分别为在各向同性平面 内和在垂直于这些各向同性平面内的拉压杨氏模量 ,

, ,
讨为泊桑系数

,

它们标志着在各向同性平面内的横向压缩变形
,

前者代表在这一平面 (各

向同性) 内的受压变形
,

后者代表垂直于这一平面 (各向同性) 内的受压变形 , , “

代表当各

向同性面内受拉时
,

在这一平面垂直方向所产生的压缩变形
.

对于初始状态情况考虑 (2
.
1) 式

,

在采用了小初始变形理论的二次变形后
,

我们导出了

用于材料线性模量的下列关系
a盆
:= E (久
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一般说来
,
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,
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产《A :,
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材料的塑性失衡 (p lastie failure)

在研究弹塑性材料的塑性失衡时
,

根据文献〔3〕
,

应该假定有某种失衡过程
,

即在全体

材料失衡时
,

材料的变形必先超过弹性极 限
.
在分析变形过程的稳定性时

,

我们都在广泛的

意义上假定连续加载的观点
.
初始阶段都是在几何线性理论的框架中决定的

.
在分析中

,

人

们
,

都注意到
,

在弹塑性体中
,
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、

方程的复数不等根值来实现这一条件的
.
复数不等

根即复数共珑根
.
这种研究只严格限于不可压缩的弹塑性体的分析
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复数值m 犷
,

l 全(i= 1
,

2
) 是从张量母 的分量中求得的

,

这种根一般是复数
,

这里应该采用文献

【7] 寻求特征方程的不等值实数根的各种公式
.
二, J 。 , 的 分量是通过选用塑性理论来求得的

.

在形式上
,

用在实数根的情况下的 (3
.3)式所表达的少

, 和切
:
是相同的

,

但A (幻
,

B
(幻

,

q ( 幻
,

D
‘
(幻 (i= 1

,
2

) 是久的复函数
.
这就使导出 (3

.
4) 式的最后方程组成为可能; 在这一
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组方程内
,

积分核和所求函数都是实变量的复函数
.

六
、

数 值 分 析

从(3
.4)式求解特征值几

:
(或a 呈

,

=
a 全

,
( 几
;
) ) 的数值分析

,

是用 B u b n o v
一
G
a
l
e r

k i
n 法

(文献 〔15〕)进行的
.
数值积分采用高斯求积公式和具有对数奇点的函数的求积公式

.
并采用了

幂级数l
,

x
,

扩
,

…作为坐标函数的系统
.

根据上述求解的建议过程
,

参数元
;
(或 弓

:) 的临界值即可求得
,

它是在线性稳定性 理

论的框架中求得的解
,

相当于裂缝附近断裂 的开端
.

6
.
1 高弹性材料的性能

在大初始变形理论的框架中
,

高弹性材料是一类例子
.
我们 已对各向同性物体分析了二

种弹性位能
,

一种是B arten e v 一K h a z a n o v i e h 位能
,

是等根的问题
,

见文献[6
,

7
]
, 另一

种是T re loar位能
,

它用来处理非虎克型的物体
,

是不等根的问题
.
它也可以用来处理各向

同性可压缩性物体
,

是调和型的位能
,

是等根问题
,

见文献 〔6」
.
衅

, 。亨
,

付(f= 1
,

2
) 等的

关系式见文献〔6
,
7 〕
.

对于不同相对裂缝间隙刀二h
a 一 ‘
所得的相对临界缩短度

。,

一 1一几
:
的计算值见附表 l

,

在这

里
,

我们用了 B a r七e n ev 一K h a z a n o v ic h 位能
,

刀一 co 时
,

相当无穷大的材料中不存在起作
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用的裂纹的情况
,

这种情况下求得的临界载荷
,

相当 半无限空间无裂纹 (平面变形 的 情况 )

受压失稳的载荷
.
图 2和图 3分别为T rel oar位

能和调和位能下 求得的
。;一刀关系曲线

.
在图2

中
,

曲线1表示弯曲形式的失稳
,

曲线2则为对

称型的失稳
.
在刀”oo 时

, 。:
在 T rel oar 位能

和调和位能中分别走向0
.
456 和0

.
5 . 图 4表 明

了各种泊桑系数
v下的几:和刀的关系

.

6
.
2 复合材料的性能

1
.
各向同性层的分层复合材料

从宏观的观点看
,

这种复合材料可以看成
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组方程内
,
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.
并采用了

幂级数l
,

x
,

扩
,
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论的框架中求得的解
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种弹性位能
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,

见文献[6
,

7
]
, 另一

种是T re loar位能
,
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2
.
椭球形短纤维在义:一常数的平面内随机增强的复合材料

图 9 是碳纤维增强塑料的
。;一:

,

(户 和 口一云 (川 的关系图
,

这种 增 强 塑 料的纤维密度
。:
= 0

.
7

,

纤维的长细比为 10
.
碳纤维增强塑料的宏观特性是从〔文献16〕中取用的

. 。:和亏 的

临界值在 刀、co 时分别渐近于0
.
095 和0

.
0 97 ,

它们分别等于在平面变形的条件下
,

半无 限平

面失稳时的临界值
.
我们可以观察到一个有趣的现象

,

临界应力 云 在裂缝间距 H ~ 2h 不 变

的条件下和裂缝长度L ~ 2a 有关 (见图 10)
.
从这里看到

,

参数L 是可以用来衡量材料的缺陷

程度的
.
这里必须指出

,

在我们所用的框 架内
,

当 L , 0 时 (代表无缺陷的材料)
,

临界应

力d是有限值
,

它等于表面失稳的临界值
.
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6
.
3 弹塑性休的特性

作为弹塑性体断裂的一 个例子
,

让我们假设弹塑性体在变形时按小弹塑变形的幂级数应

力应变关系进行
,

a 早= A (
。
军)

“
(
6
.
1
)

图 11 表示在不 同的刀下
, 。,

和a = 衅
,
/ E

,

对k值的关系曲线
,

其中E
,

为曲线 。‘、。‘上的正

割模量
.
这里必须指出

,
前临界变形值

:l~ 一 。
全
1
是很小的

.
在图 12 中

,

曲线代表铝的
。; , 。和

刀的关系曲线
,
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七
、

结 论

从数值分析的结果
,

可得出下列结论
.

当裂缝间的距离足够小时 (刀一0
.
0 62 5、0

.
12 5)

,

临界载荷远比无穷大平面中只有 一 条

裂缝时的临界载荷小
,

约小一级
.
因此

,

在考虑 了裂缝间的相互作用后
,

将引起理论强度极

限的明显的降低
.
当裂缝间的距离增大时

,

临界载荷值将渐渐接近平面内只有一条裂缝时的

临界载荷值
.
这种临界载荷值等于半无 限平面中没有裂缝时的表面失稳载荷

.

在可压缩性物体中
,

用泊桑系数
,
表 示的可压缩性对某些临界参量有很大影响

,

对高弹

性材料在调和位能下
,

其影响可达35 肠
.

计算决定临界载荷时
,

曾用近似计算和精确计算的 结果相比较
.
本文通过对断裂的初始

阶段用严格的线性理论进行计算
,

证 明近似计算在刀~ 0
.
0625时

,

有误差57 肠
,

在 刀二0
.
125

时
,

有误差 167 肠
.



沿两条内部平行裂纹受压时材料的断裂问题 493

在复合材料中
,

成分的密度和它们 的弹性特性
,

对断裂载荷有根本性的影响
.
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