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一类非线性奇摄动问题激波位置的转移
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摘要 :  用一个特殊而简单的方法来讨论一类非线性奇摄动问题的激波位置# 得出了在一定的情

况下,当边界条件作微小的变化时, 激波的位置将作较大的偏移, 甚至由内层转到边界层# 
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  非线性奇摄动问题是国际学术界十分活跃的研究对象[ 1]# 许多学者作了大量的工作# 例

如, Boh�
[ 2]

, Butuzov和 Smurov
[ 3]

, O. Malley, Jr.
[ 4]

, Butuzov, Nefedov 和 Schneider
[ 5]
及 Kelley

[ 6]

等等# 莫嘉琪用微分不等式等方法也研究了一类奇摄动非线性常微分边值问题[ 7~ 10] ,反应扩

散问题[ 11~ 13] ,非局部边界条件的奇摄动问题[ 14, 15] , 生物数学问题[ 16]和半线性方程的冲击层

解的问题[ 17]# 本文是利用一个特殊而简单的方法研究一类奇摄动问题的激波位置的转移# 

今讨论如下一类非线性奇摄动问题:

  Eyd = g ( y ) ( expyc- 1)   ( x I (- 1, 1) ) , ( 1)

  y (- 1) = A ( E) , ( 2)

  y (1) = B ( E) , ( 3)

其中 E为正的小参数# 

假设

[H1] g( y ) I C( R) 满足局部Lipschitz条件, A ( E) 和 B( E) 为关于 E充分光滑的函数;

[H2] G( y ) = Q
y

A (0)
g( t ) dt , G( y ) > 0, A (0) < y < B (0) 及 G( B (0) ) = 0, Gc( B(0) ) <

0# 

在上述假设下, 问题( 1) ~ ( 3)在- 1 [ x [ 1上存在唯一的单调增加的解 yE( x ) , 并成立

A( E) [ yE( x ) [ B( E)
[ 18]# 

不难看出, 问题( 1) ~ ( 3)的退化问题的解为:
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  y 0( x ) =
A(0)   (- 1 [ x [ x

*
) ,

B (0)   ( x
*
< x [ 1) ,

( 4)

其中 x
* 是冲击波位置, 这时问题(1) ~ (3) 的解 yE( x ) 在 x = x

* 附近有跳跃的内部层,形成

激波# 

由假设[H2] ,问题( 1) ~ ( 3)的激波位置 x
* 为[ 2, 19] :

  x
*

=
g( B(0) ) + g ( A (0) )
g( B(0) ) - g ( A (0) )

# ( 5)

现引入快变量调节函数 yc( x ) = h( V/ E) , 其中 h( S) 定义为

  h
dh
dS

= ( exph - 1) , ( 6)

  h(0) = v0 ( 7)

的解,而 v0 为一个限定值# 由( 6) , ( 7) ,于是有

  S = Q
h

v
0

t
( expt - 1)

dt# ( 8)

在空间 ( x , y , V) 中,在激波位置 x = x0 处的/垂直0 平面( y , V) 上,我们有

  d V
dy

= g( y )# 

于是

  V( y ) = Q
y

A ( E)
g( t )dt + C U G( y ) + C   (0 < E n 1) ,

其中 C 为冲击参数, 它在空间( x , y , V) 中满足边界条件 x = - 1, y = A ( E) , V U C 和x = 1,

y = B ( E)# 

由条件,我们得到问题( 1) ~ ( 3)的解满足

  Q
yc(1)

yc(- 1)

t
( expt - 1)

dt =
G (B ( E) ) - G (A( E) )

E
# 

再由( 8) ,有

  S( yc(1) ) - S( yc(1) ) =
1
E
[ G (B ( E) ) - G (A( E) ) ]# ( 9)

今考虑问题( 1) ~ ( 3)的逆问题# 不难看出,问题( 1) ~ ( 3)的解 yE( x ) 存在唯一的单调的

反函数 xE( y ) ,它在 y = A 和 y = B 处具有边界层,并满足如下问题:

  Exd = - g ( y ) [ exp( ( xc) - 1
- 1) ] ( xc) 3, ( 10)

带有边界条件 x ( A) = - 1和 x ( B) = 1# 

在 x ( y ) 的跳跃位置处令 dx / dy = W/ E# 我们在平面 ( x , W) 上观察函数 �h( Q) =

�h ( W/ E) , 使得满足方程:

  �h d�h
dQ

= [ exp( (�h) - 1
- 1) ]�h3 ( 11)

和�h (0) = 0# 由( 11) , 我们有

  1
�h

= - ln(1 - exp(- Q) ) , ( 12)

并由( 10) , ( 12) ,在/空间0 ( y , x , W) 的/垂直0 平面 y = y0 上, 得到

  dW
dx

= - g( y 0)# 

所以,在边界层 y = A ( E) U A(0) 和 y = B ( E) U B (0) 上,我们能分别得到
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  WA ( x ) = - g( A(0) ) ( x + 1) + WA (- 1) , ( 13)

  WB( x ) = - g (B (0) ) ( x - 1) + WB (1) , ( 14)

其中 WA (- 1) , WB(1) 满足

  dx
dy

( A( E) ) =
dy
dx

(- 1)
- 1

= �h
WA (- 1)

E
, ( 15)

  dx
dy

( B ( E) ) =
dy
dx

(1)
- 1

= �h
WB(1)

E
# ( 16)

因为在平面 ( x , W) 上, WA ( x 0) U 0, WB ( x 0) U 0并由( 13) ~ ( 16)我们有

  dy
dx

(- 1) = �h
g ( A( 0) ) ( x 0 + 1) (1 + G)

E

- 1

, ( 17)

  dy
dx

( 1) = �h
g( B (0) ) ( x 0- 1) ( 1+ N)

E

- 1

, ( 18)

其中 x = x 0 为问题(1) ~ (3) 的激波位置, N, G为 E的高阶小量# 

由( 9) , ( 17)和( 18)这时我们得到问题( 1) ~ ( 3)解的表示式:

  S �h
g( B (0) ) ( x 0- 1) (1+ N)

E

- 1

- S �h
g ( A(0) ) ( x 0+ 1) (1 + G)

E

- 1

=

    1
E [ G ( B( E) ) - G (A ( E) ) ]# ( 19)

由假设[H2] ,我们有

  G( B( E) ) = g (B (0) ) ( B ( E) - B(0) ) (1+ F) , ( 20)

  G(A ( E) ) = g( A (0) ) ( A( E) - A(0) ) (1+ F) , ( 21)

其中 F为E的无穷小量# 

由( 8) , ( 12)和( 19) ~ ( 21) ,我们得到

  Q
ln(1- exp(- g( B(0) )( x

0
- 1)( 1+ N) / E))

ln(1- exp(- g(A (0)) (x
0
+ 1) (1+ G) /E))

t
exp(- t ) - 1

dt =

    1
E
[ g ( B(0) ) ( B ( E) - B(0) ) (1+ F) - g( A (0) ) ( A( E) - A (0) ) (1+ F) ]# 

( 22)

由( 22) ,原问题( 1) ~ ( 3)的激波位置 x 0 将由 A ( E) 移动到 B ( E)# 

由( 22)还可看出,当 A ( E) - A(0) = O( E) 或 B ( E) - B (0) = O( E) 时,表示式(22) 的右

端为 E的有界量,这时只能当 x 0- 1 = O( E) 或 x 0+ 1 = O( E) 时才能和(22) 的左端相匹配# 

这意味着原问题(1) ~ (3) 的边界条件(2) 和(3) ,当 A (0) 或 B(0) 改变一个小量 O( E) 时,激

波位置 x 0不仅可能有较大的转移,而且会移动到边界层区域# 这时,相应解的的反函数由两

个边界层变成一个边界层# 

由上面的结果, 我们有如下定理:

定理  在假设[ H1] , [H2]下, 非线性两点边值问题( 1) ~ ( 3) :

( � ) 当 E y 0时,在(- 1, 1) 上的激波的极限位置 x
*
由( 5)决定# 

( � ) 假如边界条件 A( E) , B ( E) 有改变,则激波位置也改变# 

( � ) 当 A ( E) = A(0) + aE或B( E) = B( 0) + bE时,其中 a, b为非零常数,则激波位置 x 0

将转移到 x = - 1或 x = - 1的边界层附近# 

( � ) 在情况( � )下,问题( 1) ~ ( 3)的解的反函数由两个边界层变为一个边界层# 
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Shift of Shock Position for a Class of Nonlinear

Singularly Perturbed Problems
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Abstract: The shift of shock position for a class of nonlinear singularly perturbed problems is consid-

ered using a special and simple method. The location of the shock wave will be larger move, even

from interior layer to the boundary layer when the boundary conditions change smaller.

Key words: nonlinear equation; shock wave; interior layer; boundary layer
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