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摘 要

本文对守型恒奇异摄动问题(1
.

1) 给出了一个一致收敛的高阶方法
.

首先将原问题‘1
.

1 )转换

为二个一阶初值问题(1
.

4)
,

即(1
.

1) 的解是(1
.

4 )的两个解的线性组合
.

然后对初值问题(1
.

幻构

造了一个O (h, + ‘
)一致收敛的差分格式

.

因此由关系式(1
.

3 )
,

我们得到了原问题的一个 O(h , +1 )

一致精度的解
,

这里协是任意给定的非负整数
.

最后给出了数值结果
.

关抽饲 一致收敛高阶方法 奇异摄动问题 初值问题

_ 日1
.

会
.

、 J 叮 件习

关于奇异摄动问题数值解
, 目前已有大量的工作

.

尤其是对自伴的和非自伴的常微分方

程奇异摄动问题
,
人们巳构造了能任意阶一致收敛的差分格式

,
见 文 〔3

, 7、1。〕
.

但我们可

以看到
, 当一致收敛的阶数大于 2 时 ,

这些格式是非常复杂的
.

因此本文将对以下的守恒型

常微分方程奇异摄动问题

、r
J

1占<劣哎
�
U。。”

+ ( a
(x )

u )
尹

二j (x )
,

“ ( 0 ) = 产。, “ (1 ) 二户
,

(1
.

1 )

给出一个比较简单的一致收敛的高阶方法
,
其中

。是 (。
, 1〕中参数

, 户。, 产: 是边界值
.

我们还

假设函数
。

(二)〔牙, + ‘“ {F :

F (二 )以
, [ o , l ] , F “ ,〔L i p l } , f (劣)〔平 . ,

这里 , 是任惫给定

的非负整数
,
且a( 劝 > a > 0

.

本文给出的一致收敛高阶方法的基本思想可描述如下
.

令 。‘(劝
, ‘= 1 , 2 , 是以下二个

二阶初值问题的解
,

召“万( x ) + ( a ( x ) “‘( x ) ) 产一F ‘(劣 )
, 0 < 劣< 1

u ‘(0 ) = D ‘, “; (0 ) = E ‘

其中F : (劣 ) = f (x )
, F : (万 )“ o , E : = D : = o ,

表示为
“ ( x ) = “,

(x ) + y“: (戈 )

其中, = (“, 一 “ : (1 ) ) / u Z
(1 )

。

由于

} (1
.

2 )

D : = “。, E :
= 1 / 。

.

显然问题 (1
.

1 )的解“ (二 )可
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其中A 一m a x

O《 . 簇 1

满足

》A
『
1一 e x P〔一 A 介〕)> M > o

a
(“)

,

M == A (1 一 e x p [ 一A 〕)
,
因此若得到了。,

(二)的近似解。台(二)
, i二 1

, 2 ,

}。 l(二 )一
。‘〔二) !《Mh

, ,
P> 0

则
“几 (劣 )二 u }(劣 )+ (#

:
一 “护(1 ))/ “空(1 )

满足

}。
h

(劣)一
“(x ) !《M h ,

其中 (及整篇文章中) M
,

M
; ,

一表示不依赖于

成以下的二个一阶初值问题

· “
全(x ) (1

.

3 )

。和h的某些正常数
.

又由于方程 (1
.

2) 可化

、皿

卜
产

Q自d.工

一一
e “; (戈)+ a (劣)

。‘
(二 ) = G ‘(劣)

“‘(0 ) = D ‘

(1
.

4)

其中
G ‘(二 )一

J:
F “二)d 二+

·E , + ·(。, D
‘

所以原问题 (1
.

1) 的求解化成了两个一阶初值问题 (1
.

4) 的求解
。

在第二和三节中
,
我们对初值问题 (1

.

4) 构造了一个任意阶一致收敛的差分格式
, 因此

由关系式 (1
.

3) 可得原问题 (1. 1) 的一个任意阶一致精度的解
.

最后在第四节给出了一些数值

结果
。

二
、

精确差分格式

为方便起见
,
将初值问题 (1

.

4) 改写成以下的一般形式

L u 二 e“,
+ a (x )“=

“
(O) = 产

‘(“ ,
, 0 < ’< ‘

} (2
.

1 )

本节将给出(2
.

1) 的一个精确差分格式
。

构造均匀网格I : = {x
‘: 二‘= ih , ‘二。

,
1

,

⋯
,

N
,

N h二1 }
.

记时为, . = 袱二.
)的近似值

.

由于

方程 (2
.

1) 的解由初始条件和右端唯一确定
,
故可将 (2

.

1) 的解袱劝表示为
“ (x )=

”
f(二)

。
(劣

‘(+ ”咨(二 )
,

其中 吐 (二) , k = o , 1满足

L 。之(x ) = 万
。
(二)

,
介= o

,
1

,

时 (为)二。
,
司 恤

.
)二 1

x ‘镇劣《劣‘+ , (2
.

2 )

“( “《x ‘”

} (2
.

3 )

这里 石
: (二 )二o ,

石
。

(二 )= 万(二)
.

令二 = x ‘+ : 人
, 。孟(

s )= 。
孟(二

‘+ s、) (k 二 0 ,
1 )

, : = h/
。 ,

则

由 (2
.

2 )得

“(二
一+ s h)一切 }(

:
)。(x

‘
)+ 切宫(

s )
, s〔[ o

,
i〕 (2

.

全)

其中。红
: )(k = 。, 1( 是以下方程的解
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I切墓二 d , 急/ d s+ : 。 (二‘+ : h)。息二
:
万

. (x ‘+ : 人)

s〔(0
,
1〕, 吞= o , 1

田言(0 ) = 0 , 。 {(0 ) = 1 {
(2

,

日)

由极值原理可证

o < 。 {(
; )《e x p [ 一 a : : 〕 (2

.

6)

(0簇
s
《 1 )

!切君(
s ) }成M (z 一 e x P〔一 a 二s〕) (2

.

7 )

其中 M = a 一 ’ m a xl 万(x) 1
.

0
“

‘ l

在戈2
.

‘
J

式中令
s = 1 , 记“‘= 。(x ‘)

,

“‘* , = 功 {(1 )
。. + 切老(i )

,

则得方程 (2
.

1) 的精确差分格式

“一”
’‘”

’ ‘
’

“一‘’
} (2

.

8 )
幼。= 拌

上述格式具有性质

}“‘}《 }“ !+ a 一 ’
rn a X

0 ‘ J‘万 一 1

}切言(1 ) }
,

(i~ 0 ,
1

,

⋯
,

N ) (2
.

9 )

其中a 二 1 一 e x p [ 一 a : 〕
.

事实上
,
由 (2

.

6 )、 (2
.

5 ) ,
可得

!。。
+ ,

}一
!云

口 : 、1 ) fi
ZD , (1 )+ 。

直
二 : (1 )

’

J一 0 ‘ . 夕+ l 夕一 0

‘

《

黯
”“‘”只

”x ”「一 ““〕+ ’“’

簇 }川 + a 一 ’ m a x l。茗
0 ‘了‘ N 一 1

由于函数。墓(s) 一般没有显式表达式
,

意阶一致收敛格式
, 首先考察如下格式

(1 ) }

因此精确差分格式 (2
.

5) 是不实用的
.

为了构造任

Z ‘+ : ~ A 尹Z
‘+ A J

,

Z 。一“

(‘一 “
’‘” ” ’

“ 一‘’
} (2

.

1 0 )

其中A墓
, 掩= 0

, 1是。盖(1) 的近似
,

满足

!A I一 田萝(l) I《
, ;
《a / 2

,

IA 宫一。宫(i ) !《
v 。

(2
.

1 1)

引理1 令
u和 {Z ‘}分别是 (2

.

1 )和 (2
.

1 0 )的解
, 则

}Z
‘
}《 {拼}+ (a 一 v : )

一 ‘m a x !A含!
0“

‘万 一 l
(2

.

1 2 )

}Z ‘一 。 tx ‘) }《a
‘

一

‘

(v
。
+ v ,

(l川 + (a 一 v : )
一 ‘ m a x }A J})) (2

.

1 3 )
0
“

‘万 一 至

证 类似于 (2
.

9) 式可证

}Z ‘十 : }《 }川 + (1 一月)
一 ’

m a x }A J
0“

‘ H 一 1

其中 A 一m 户
x !A 引

·

由假设 (2
·

n )易得1 一 A > “一 vl ,
故 (2

·

12 )得证
·

为证(2
.

1 3 ) ,
令 , . ~ Z ‘一 “。

.

由 (2
.

5 )和 (2
.

1 0 )得
, y 。= o , ‘二 o

, i ,

⋯
, n 一 1

,

; ‘+ ,
一切 {(1 )y

, 二Z 。+ ; 一。l(1 )Z
‘一叨盖(1 )

二二
+ : 一。之(1)Z

‘一 (Z’
, ; 一A 盆Z

一)+ 月J一叫 (1 )

二 (A }一切 l(1 ))Z
‘+ (A 吉一 二恋(1))
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因此利用 (2
.

9 )和 (2
.

1 2 )易得 (2
.

1 3 )
.

引理证毕
.

三
、

截断差分格式

从引理 1可以看出
,
为了得到高精度格式

,
关键是对切墓(1、

,
掩= 。

, 1构造高阶逼近
.

为了

逼近。盖(i )
,

令

, 二(
:
) = 乙 h

”。墓
,

(
;
)+ h, 十 ‘r墓. (。)

,

将函数
。(二‘+ s人)和万

, (劣‘+ s人)御 == o 处泰勒展开
,

起见
,
省略上标 i) :

了功
。。 , d 。。,

/ J s + 。
(x

‘
)
: 山。 ,

= : H
, 。 ,

(寿二 0
,
1 ) (3

.

1 )

由 (2
.

5) 可得以下的递推关系式 (为简单

(3
.

2 )

、....、/吸‘.户

,l
.矛0

s〔(0
, 1〕

(k , 0
,
1 , ”= o , 1 ,

⋯
, m )

山。。

(0 )二 0 , 脚 , 。(0 )二 1 , 功 , , (0 )一 o , n 》1 , k二

其中H
. 。== 万

。。,
对于

。> l ,

H一万
。

淤一 习
a一 , : 。 一

彻
, ,

J一0

(3
.

3 )

(3
.

4 )

‘

1、rJ
乃JJ.二

,
八U

廿

声.、

仁S

系数万
。。和 a 。

由公式 , ,

二 , ‘“ , (% . )/ 。 x定义
.

余项
r , . 满足

Ir二二 d r , 。 / d s + a (戈‘+ s h)
: r . 。二 :

功
, . ,

r o . (0 )~ 0

其中

诱
, 。二入

一 ‘

(无
, 。一万

* , )s 。一 E 人
一 ‘(。.

_

一
a . _ .

)s ‘一。 . ,

(3
.

5 )

几 一 0

。”二 。。(8‘) , x . ( e‘( 劣‘十 : ,
石
一。类似定义

.

为了以后分析的需要
,
给出以下引理

.

引理z 令。(
; )“〔o , i〕满足夕(o )二 o ,

}l夕}或对
, : (或I了夕l成万

‘: ) ,
则

}V (
s ) 1成M a (s )戒M a (3

.

6 )

其中 a (‘)二 1 一 e x P [ 一 a r s〕
.

证 由于

l口(‘)二 a r e x p 〔一 a 了s」+ a (x ‘+ s h)r (1 一 e x p仁一 a 丫s〕)》a r
‘

和了a (幻》a r , 因此我们可取

a 一 I
M

, (1 一 e x P〔一 a r ; 〕)

作为夕(
; )的闸函数

,
由极值原理易证(3

.

6) 式
,

!g (
; ) 1( a 一 ’

M
i (1 一 e x P [ 一 a : 忿〕)

引理得证
.

现在分析(3
.

1 )式的函数tD 。。(; )和 , , 。 (: )
.

引理3 若
。(二 ) ,

万
, (x )印

‘ 十 ’, 则

},
a 。

吸
S) j杯M a (8 )《M a ,

(n 二1
, 2 ,

‘

二 , m , k = 0 , 1 ) (3
·

7 )

}
r * . (考) }《M a (‘)( M口 ,

(k二 o , 1 ) (3
.

8 )

证 由极值原理易证 }。
, 。(; ) I《1

,

}w
。。
(; ) !《M口

.

因此 }H
. ;

}( M
: , k二 0 , 1 ,

再利用
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引理 2可得
。 = 1时的 (3

.

7) 式
.

归纳假设1成 j成
。一 1时 (3

.

7) 式成立
,
则 !H

, 。

!《M
: , 又由引

理 2得j二 n时的 (3
.

7) 式
.

由归纳法 (3
.

7) 式得证
.

注意到。(劝
,
万
。(x) 〔万

“ + ‘,

故 }诱、 }《M
.

因此由引理2知(3
.

8) 式成立
。

引理证毕
.

显然
,

方程 (3
.

2) 有显式解
, 故舍去余项俨

+ ’: 。.
可得如下的截断差分格式

:

。
;

+ 1
= A r

‘ 。
; + A 含

‘,
(i= o , 1

,

⋯
,

N 一 i )

。
言二 拼

} (3
.

9 )

其中 A丈‘= E h
. 功墓

。

(1 )
,

(k = o ,
1 )

定理 1 设。
(x ) > a > o和万(x) 是牙

“ 十 ’

中函数
,

令
“(劝和佃盒}分别 是(2

.

1) 和 (3
.

9) 的解
,

则

In a X
0“ ‘N

!“尝一 “(劣‘) }《M h, + 卫

证 由引理 3得

IA 公。一切鑫(1 ) l二 h饥
+ ‘}r孟

. (z ) l簇
v 。三M

: h仍
+ ‘。 ,

这里我们假设h适 当小使得M
,

俨
+ ‘a成。邝

。

由于

(k = 0 , 1 )

IA : ‘ I= IE h
“功言

.

(1 ) I《 E h
”

M a

因此利用引理1可得

}
“
}一 “(二‘) }《a 一 ’(v 。+ v : (a 一 v ; )

一 ‘

m a x }A 言
‘
})

0
“

‘万一 1

《 a 一’(v 。+ M
Z v : )《M h“

+ ’

定理证毕
.

现在我们 巳对一阶初值问题 (1
.

4) 构造了一个一致的高阶格式
,

技巧可得原问题 (1
.

1) 的一个一致高阶方法
.

具体结果描述如下
.

定理2 假设
a (x )> a > o ,

且
a (二 )〔附

“ 十 ‘,
f(二)(附 ,

.

令
。(劣 )

{。全, }
, {u 空

,
}是差分格式 (3

.

9) 应用于初值问题 (1
.

4) 的解
.

则

因此利用第一节介绍的

是原问题 (1
.

1) 的解
,

n la X
0 ‘ J‘ N

!
。
盆一

。(二, ) }《M h, 十 ‘

其中
。
尝二

。
全

, + (产, 一 u
登
N )/ 。空,

·

。全,

四
、

数 值 结 果

我们应用本文介绍的一致收敛高阶方法对奇异摄动问题

(4
.

1 )
、
l
、

J
,儿哎X丈

n�召“护 + “, = j (二
, e )

,

“ ( 0 ) 二拼。, “ ( 1 ) ~ 拼;

进行了一系列数值计算
,

其中右端f (二
, 。) ,

边界条件“
。

和拼
:
由方程的精确解

。 (劣) 二 s i n 劣 + ( e x P〔一 x / 己〕一 e x P〔一 1 / 君〕) / ( 1 一 e x P [ 一 1/ e 〕)

确定
,
我们对一系列的步长h和参数

。
进行了计算 (。三ha , h= 1/ 8、h“ 1邝 5 6 ) , 列出了最大

值误差E 一 三
黑刹

“

卜
“(“) }和数值收敛阶R “te 三 (l n

凡一 In 凡 )/ In Z ,
其 中凡

,

凡 分

别是步长为h ,
h/ 2 (h = 1/ N , h一 1 /2 N )的网格上近似解的最大值误差

.

从表 1、 3 中可以看
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出 ,
数值收敛阶与定理 2的结论是一致的

.

衰 1 m 二 0时的橄位抽果

e = hi 12 ￡= h ￡= h3 1 2 e = hZ
己= h, / 2

N

8

生6

3 2

6 4

12 8

2 56

E o R a te

6 E 一 2

0
.

7 7

E 二 R a te E oo Ra te E co R a te E o R a te

2
.

6 E 一 2 3
‘

6 E 一 2 4
.

SE 一 2 4
.

g E 一 2

0
.

7 9 0
、

7 7 0 8 3 0
.

8 7

9 S E 一 3 SE 一 2 2一 E 一 2 2
.

SE 一 2 2
.

7 E 一 2

0
_

8 1 0
.

9 1 0
_

8 5 0
_

9 1 0
.

9 4

5
.

4E 一 3 8
.

OE 一 3 ZE 一 2 4 E 一 2 4E 一 2

0
.

8 6 0
_

9 6 0
_

9 0 0
_

96 0
_

9 7

3
.

OE 一 3 4
.

xE 一 3 6
.

2E 一 3 7
.

OE 一 3 7
.

IE 一 3

0 9 0 0 9 8 0
.

9 3 0 9 8 0
.

9 9

6E 一 3 2
.

I E 一 3 3
.

3 E 一 3 5
.

SE 一 3 3
.

6 E 一 3

0
.

9 3 0
.

9 9 0
.

9 6 0 9 9 0
.

9 9

8
.

3 E 一 4 OE 一 3 .

7 E 一 3 SE 一 3 SE 一 3

表 2 m ‘ 1时的吸位结果

￡= h且/ 二

N E oo R a te

6
.

4 E 一 4

⋯一卢全万
-

⋯
卜

一

牛勺二竺
一

{
{

‘
·

“匕 一 ”
_

{
}

_

_ ’
.67

,

⋯
”

·

‘乙 一 4 j

}
. _ _ ‘

·

81 {

{
‘

’

”乙 一 4 _

1

}
_

_ ‘
洲 {

{
3

·

, 匕 一 5
. _

{

{
_ ‘

·

”4

}
)

,
·

0 匕 一 5

{
1

_ ’
·

”7

{
}

“
·

“匕 一 6
}

￡二h3 , 2 ￡= 人盈 s = 人5 1盆

E 伪 Ra t e E oo Ra te E oo Ra te

3
.

OE 一 3 4
.

6 E 一 3 5 4 E 一 3

59 6 5 73 8 3

16 2
.

xE 一 4 9
.

6 E 一 4 1
.

4E 一 3 SE 一 3

6 6 7 7 8 7 9 3

3 2 6
.

SE 一 5 2
.

sE 一 4 3
.

SE 一 4 4
.

OE 一 4

7 4 8 4 9 4 9 7

6 4 2
.

OE 一 5 7
.

g E 一 5 9
.

sE 一 5 OE 一 4

8 1 g 9 9 7 9 9

12 8

2 5 6

5
.

SE 一 6 2 IE ~ 5 2
_
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