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摘 要

本文研究了一种用于横观各向同性体动力学的有限层法
.

将土壤介质半无限域视为一个横 观

各向同性半空间体
,

介质的材料函数沿深度变化
,

将介质沿深度方向分成若干层
,

在每一层内材料

函数用一个指数函数来模拟
.

这样
,

使求解问题的方程得到简化
,

利用F ou
r ie r

变换我们得到了各

层处
“

节点
’

力与位移的关系
.

这种有限层法实际上是一种半解析法
.

具有一般半解析法所具 备 的

数据前后处理量少及计算量小等优点
.

本文所 研究的这种有限层法为分析土壤与结构相互作用问

题提供了一条新途径
.

关铂询 有限层法 横观各向同性 半无限域 弹性动力学

一
、

引 言

风化生成的土
, 受 各种自然力的作用被搬运到别的地方再沉积下来

,
便 形 成了沉积土

.

沉积土是土的一大种类
,
在各种工程建设中经常碰到

〔‘, “’.

由于沉积土沿深度方向形成的年

代不同
, 因而其性质实际上随深度变化

,
一般可视为横观各向同性体

。

明置基础是工程中常见的基础之一 明置基础置于土壤介质表面
.

因而
,
若将土壤介质

半无限域看成一个半空间体
, 则对于明置基础

,
所研究的半空间是完整的

.

采用纯数值方法 (如有限元法和边界元法 ) 来分析土壤介质半无限域的研究工作 巳有很

多
〔3 , ‘’.

‘

本文则在微小变形条件下
, 用半解析方法来分析完整的半空间体

, 其中假 设介质是

横观各向同性的
, 即介质的性质随深度变化

,
且认为所有性质服从同一变化规律

.

本文研究

的实际上是一种有限层法
.

把半空间体沿深度方向分成若干层
,
每一层中介质性质的变化规

律用指数函数来模拟
,
利用F o u ri er 变换对每一层分析后再由协调条件组合起来

,

从而得到

求解整个问题的方程组
.

我们得到了各层处
“

节点
”

力与位移的关系
.

当层厚 足够小亦即层

数足够多时
, 分段指数函数能足够逼近介质性质沿深度连续变化的规律

,

故我们总能得到满

意的结果
。

对于静力问题
,

R o w e 等曾作过一些研究工作
〔“’6 ’, 然而

,

动力问题却要复杂得多
.

本

.

现在华中理工大学工程力学系工作
.
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文所研究的方法具有一般半解析法共有的数据前后处理量少及计算量小等优点
,
为分析土壤

与结构动静力相互作用问题提供了一条新途径
.

二
、

三维问题的基本关系

完整的介质半空间体沿深度分成若千层
,

如图 1 所示
,
各层之间的接触面平行 于 二g 平

面
.

定义位移
、

应力和应变张量为

U = {u , , “2 , “3 }
全 , a = 灌a

卫1 , a Z : , a 3 3 , a Z : , 口 3 ; , a ; 2

} , , 。= {￡
, , , 巴2 : , 。。。 , 。2 : , 。。: , 。l :

} ,

则有几何关系
。‘, = (u ‘ , , + u , , ‘)/ 2 (2

.

1 )

物理关系

a = D ￡ (2
.

2 )

其中介质性质张量设定为

D =

, :

D
, :

D
l a

D 一,
D

, 3

D ss

a 6 e

a C

d

D ‘-

f/2
召2户:

对称 D
‘-

对称 f/2

(D
, 1一 D

, :

) / 2 (a 一 b )/

厂......妞....1�

一一一

气

⋯
l
咯」D

reswese卜..仁
l
盆卜.认

式 ( 2
.

3 ) 中, a , b , C , d ,

律已用一个指数函数表示
,

运动方程
a ‘力 I + X ‘二 p “ :

( 2
.

3 )

了及召对每层介质都是待定常数
.

可见
,
介质性质沿深度 的变化规

后面将详细讨论
.

( 2
.

4 )

其中 X
‘

和 p 分别为介质的体力密度和质量 密

度
, “二表示街关于时间变量 才的 2 阶导数

.

又设X ‘和 p 对于每层可表为

X ‘= X t
o Z , ‘, p = p 朴召么, ‘ ( 2

.

sa ,

b )

其中 “与式 (2
.

3) 中的 “ 相同
, X 常和p . 是待定

常数
.

介介 / !!!
魂魂 / }}}} 、、

鑫鑫
一

/// \\\
///

二
勒 层

---

际油、、
刁刁 }}}l \\\

圈 1 甘现各向同性土幼介质半空间体

将介质性质的变化规律表为式 (2
.

3) 和式 ( 2
.

5) 的形式是为了利用对坐标的 F o u ri e r 变

换求解式 ( 2
.

4 )
。

关于坐标 x ,

和 x Z ,
定义位 移

“, , “2
和先的双重 F o u r ie r 变换如下

1 「. 「“

二
、

_

二
。 _ _

, .

似
, , u Z , u s少= 万二了 l [ 悦名u l , . u Z , u 。全e X PL一吸“戈 1十户劣

2 ) Jd 工z d x :

任 J ‘ J - . J - .
( 2

.

6 )

类似地有定义口 : 。, q Zs和 0 5 3以及X
: ,

X
Z
和X

3 、

显然逆变换可写为

、·
: , · : ,

一卜{二
。

{二
. 、一‘。 1 , 一‘“ : , “ a , e X p 〔“a X I + ”二

2
, 〕d a d”

( 2
.

7 )
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三
、

三维问题的基本方程

观察(2
.

1) ~ (2
.

5) 式可以看到
,
为简化推演

,
可以先不考虑式 (2

.

3) 中的指数 函数部分
.

将式 (2
.

1) 和式 (2
.

2) 代入式 (2
.

4) 中 ,
得到展开后以位移表示的运动方程

a o . , : :
+

华
u 工, 2 : + (若

。: , 3

)
_

十

华
。: , , 2

+ (姜
。3 , ;

) + 。。: , , 3+ x
,
一。u : (3

‘

la )

‘ \ 白 , , 3 ‘ \ 乙 I , 3

.

a 一 b
.

1 了 、
.

a + b
.

/ 了 、
a “2 , 2 2

+ 气上 u Z

川 + {众
。2 , 3

) + 竺
合竺

u , , , 2
+ t食

。3 , :

) + e u 3 , 2 5
+ X

Z
= p u 鉴 (3

.

lb )
一

‘ ’ ‘乙 ’

2 一 乙 ’“ ’

、2 一 ‘ ’ 。

,
, s ’

2 一 ‘’ ‘乙 ’

、2 ‘ 舀 ’乙

/
, 3

’

一
J ’乙J ’

一
艺

尸 一 3 、一
’

一
z

(、u 3 , : )
, 3 +
兽

。: , 2 2
+
姜

。3 , : ,
+ (。。

, , , )
, :

+ (。。
2 , 2

)
, 3

+
乙
。 , , ; :

+
荟

u Z , : 3
+ x

3
一 , 。 :

一
一 。 ’ 。 产 ’。 ’

2 一 口 ,

“
’

2 一 口” ‘

”一
‘’ 么

”
。 ’ 、

一
乙 ’芯 沪 ’。 ’

2 一 ‘’‘ 。 ’

2 一 乙 ’‘ 。 ’

一
。

厂 一 j

对式 (3
.

1 )作双重 F o u r ie r变换
, 得

r
_ _

_

, _ _ ,

a 一 b 。 , _ _

Z j
‘ .

、
.

a + b 。
_ . _ _ . _

Z f
_

八 1
.

二
一 1 0 “

一

“ l
十

~

下犷
~

P
一

“ z 一 l 石 “ l , s 刀 十一下一a P U Z
十“c “ , , 3十 哪 石

.

“ 3 1 1十
J
飞 1

~ 尸“ i

L 乙 \ ‘ , , 3 ‘ 、 ‘ , , 3 」

「 。 。 .

a 一 b
。

/ f 、
.

a + b
。

.

0
.

0 1 子 、 〕
.

, ,

一 }
a
刀

2u 2

+ 竺二 竺a Zu , 一 I告 u Z , :
】 + 竺去全 a刀u l

+ 刀
e“ : , 3 + 刀f告“ 3

二 }+ X , == P u !

L
一 ‘-

一 乙 ’

2 一 一’ “
、2 一

z , ‘

/
, s ’

2 一尸一
‘ ’

厂
一

石 ’。 ’ 尸、2 一
。

I
, : 」

’

一
乙 厂 一

‘

(3
.

le )

(3
.

Za )

(3
.

Zb )

a (e 。 l

)
, 3 +

一

荟
a 。 1 , 3

+ 刀(。。
2
)

, 3+
(刀

。 : , 3
+ (、“

3 , : )
, 。一

菩
一

(。 : + 刀
忿
)。

。
+ x

3
一 。。 :

“
‘ 1 Q O八 、

、J
。

乙 , ,

为了解藕式 (3
.

2) , 引入下列代换
a == r e o 日0 ,

刀= r s in s, {u , , “ 2

}r 二 [少〕{。
, ” }r , u 3 = 切

{o : 3 , o : 。} , = 〔全〕王a
, : , a e :

}全 , 笼X
, ,

X
Z

}
,
= 〔全〕{X

, ,

X , }
全

(3
.

3 )

〔, 〕一
〔

e o s s 一 s in 夕

s in o e 0 S S

将式 (3
.

3) 代入式 (3
.

2) , 整理得到面内位移
。 和 功 与面外位移

。
解藕后的运动方程

(否
· , :

)
, :

- ·r Z· - ··切
,

一(普
?

)
, :

+ X一、二
(3

.

4 a )

, (。“)
, :

+
乙

r “ , :

+ (、山
, :

)
, :

一

答
r Z。+ 、

:

一 。w ·

‘ 乙

(3
.

4 b )

妙
r Z 。 + (答

。 , :

) 十x , 一 。。
·

‘ 、 ‘ , , 招

(3
.

4 e )

将式 (2
.

1 )代入式 (2
.

2 )后
, 作双重F o u r ie r 变换并引入式 (3

.

3 ) ,
有

a : :

= e r “+ d 功
, : , a

, :

= f(u , :

一 r 。) / 2 , a 。:

二f
” , z

/ 2 (3
.

sa ,

b
, e )

、
.

面内未知量的求解

面内未知量指假想平面—
r 二
平面内的位移

。 和 。 及应力外
:

和a : 二 .

不失一般性
,
设介

质半空间体表面受分布形式的简谐荷载
, 则根据式 (3

.

4 a ,

b) 和式 (3
.

sa ,

b)
,
解的形式必可

设为
。= 姓。 p , 。 , 。 ‘, 。 = B e , , 。了。‘, a , :

= C ‘叨‘e , “ 一 a : :

== D e . “‘ j . ‘

(3
.

6 a ,

b
, c ,

d )

其中A , B , C , D , P及 g 均为待定常数
, 口是激频

.

将式 (3
.

6) 代入式 (3
.

sa
,

b) 并计及式(2
.

3) 中的指数函数部分后
,
得到关系

g = P+ 2“, C = f (p A 一 r B ) / 2 , D = c r A + d p B (3
.

7 )
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若不计体积力
,
将式 (3

.

6 a ,

b )代入式 (3
.

4 a ,
b )便得

〔姜
, (, + 2。,

一
+ 。

一〕
A 一

!省
(, + 2。)·+ 二,

I
B 一。

l
·(, + 2。)· +

杏
·,

〕
A +

〔
d , (, + 2。

卜
一

普
一+ 尹。 2

〕
B 一。

(3
.

sa )

(3
.

s b )

式(3
.

8) 关于A和B存在非零解的条件是其系数行列式等于零
,
从而有特征方程

X (m 么一 拌z

)
2
+ 功(阴

忍
一“

2
)+ 切 = 0

其中

X 二 fd / 2 , m = P十产

势== (d + f/ 2 ) p 朴。 :
+ 〔e (e + f) 一 a d 〕r

Z

切= p , 2。 ‘
+ 〔Zf

c 拼2 一 (a + f/ 2 )户朴。
2

〕r Z
+ f

a r 毛/ 2

从式 (3
.

9) 可以求得4个特征根 巾 ,
对于某个。可以从式 (3

.

8) 得到一个比值A / B ,

A = r〔(f/ 2 + e )m 一拼(e 一 f/ 2 )〕, B = f (m
Z 一拼2

) / 2 一 a r Z
+ p 朴。

2

于是
,

解的幅值可表示为

(3
.

9 )

或者有

(3
‘

] 0 )

。 , = 艺 0‘A ‘e x p [户‘: ]
, 川, = E 夕

‘
B ‘e x p 〔户‘z 〕 (3

.

1 1 a ,

b )

a 节
:

二乙 0‘C‘e x p 〔q ‘2 〕, a 萝
:

“乙 0
‘
D ‘e x p 〔q“〕 (3

.

1 1 e ,
d )

其中沪表示
“的幅值 , 氏是待定系数

。

从式 (3
.

9) 可见
, 在最一般情形下

, 。 可能取复值
,
但显然不会出现重 根

, 因为若有重

根 , 则与所设式 (3
.

6) 的形式矛盾
.

以上一般性分析适合于任一层介质
.

对于由坐标
二。及二‘

(l = k + 1) 确定上下表面位置的第 k 层介质
,

由式 (3
.

lla ,

b) 有

U 戈二R 。日 (3
.

1 2)

其中 U 是= 笼时
, w 贯

, u t
, 。飞}

, , 日= 诬6
工,

0
2 ,

8
3 ,

0
‘

}
,

、声
,

0J,1

.

nJ
矛

‘、

�......J
A

, e x P 〔P
, 2 ,

〕

B : e x P 〔P
,之。〕

A
1 e x P 【P

; 之z〕

B
, e x P〔P , z ‘〕

A
Ze x P [ P: 之。」

B
Z e x P [P

Zz ,

〕

A
Ze x P 〔P

Z之 ,〕

B
Z e x P「P

Z之: 〕

A
3 e x P 〔P

3 z 。〕

B 3 e x P〔P aZ 。〕

A
se x P仁P 3 之:〕

B 3 e x P〔P
3 z ‘〕

A
‘e x P 〔P

‘之, 〕

B
‘e x P〔P

一之, 〕

A
4 e x p仁p

4 2 :j

B
4 e x P〔P

4 z ‘

J

�

!I
J

一一kR

心表示介处的户
.

同样
, 由式 ( 3

.

l l c , d )也有

Q呈= S , 日

其中 Q是~ 王一 a 李
: 。 , 一 a 士

: 。 , a 拿
: : , a 全

: ‘

( 3
.

14 )

一C : e x P仁g , z 。〕

一 D , e x P 〔g : 之, 〕

C
: e x P [ q

L之门

D : e x p 〔q
1 2 :〕

一 C
Ze x P[ g

: 之。〕

一 D : e x P [ g
: z , 〕

C
: e x P [ q

: z ‘〕

D : e x P〔q 2 2 ‘〕

一C se x P仁g : z 。〕

一D se x P〔q 3之, 〕

C : e x P 巨Q
3之: 〕

刀
s e x P〔q

: 2 。〕

一 C 一e x P〔g ‘z 。〕

一 D ‘e x P〔q ‘2 , 〕

q e x P [ q
‘z ‘〕

D ‘e x P〔g
一z :〕
{

厂

l
.J

一一无S

( 3
.

1 5 )
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Q宝中的 负号符合弹性理论中的符号规定
.

由式 (3
.

1 2) 和式 (3
.

14 ) ,
得到位移和应力的关系式

K * U 呈= Q弋 (3
、

1 6 )

其中K , 二 S , R l
’

称为内单层刚度知阵
, 其元素K

‘,
表示在第 k 层的一个表面上产生单位位移

沪或。
爷而须在此表面或另一表面上作用的力 a 节

:

或a 李
: .

可以证明
, K , 是对称正定矩阵

.

K
,

对称性的证明在附录中给出
.

故将 K 。 分块后
, 式

( 3
.

1 6 )改写为

七孟UUresL飞J」日艺
’

了
F 之 口

又, B
k

刀T 口
。

(3
.

1 7 )

其 中 F * = 谧一 a 节
: 。 , 一 a 曹

: * }
, , 户‘= {a 季

: : , a曹
: : }

,

U
。
~ {“t

, 。贯}
, , U

:
= {。节

, w l},

对于以坐标
: 。相联系的第 k 层和第 I层介质

,
有连续条件

户: + F 。 + ,
= o

将式 (3
.

1 7) 代入展开后得

石rU
*
+ (口, + 亘

,
)U : + B

:

U ‘十」= o (3
.

1 5 )

又设介质半空间体表面上
,

面力已知为tL3 ,
场和 t 3 3 , 作类似于式(2

.

6) 的双重 F o u r ier

变换
,

分别得到 t , 。, t2 3

和九
。 ,
并 引入代换

{t , : , t 2 3 }T = [全」{T
, ,

T 。} , , t a 。
= T

二

(3
.

1 9 )

则第 1 层上表面的边界 条件表示为

F
,
= { 一 T 李

,
一 T 曹卜甲 (3

.

2 0 )

其中T 节表示 T
,

的幅值
.

对于由所有介质层构成的完整半空间体
,

依据最底层所给定的边界条件并利用式 (3
.

1 8 )
,

便可获得求解沪和功
爷
的方程组

.

若介质半空间体共划分为
n 层 , 第 。 层下 表面固定

, 比如说
, 整个土壤介质半空间体由

土壤与岩基组成
,
显然有底部边界条件

U
, * ,

= {o , o }T (3
.

2 1 )

从而得到求解位移的有限层方程组

K (r )U 二 Q (3
.

2 2 )

其中 U = {U T
; U r

;
⋯ ; U 了}

T , Q二 {一 T 季
, 一 T 岔; o , o ; ⋯ ; o , o }

,

皿
1

刀
;

石了 口
,
+ 且

:

B
Z

(3
.

2 3 )

对称 口
, _ : + 河

, _ ;

石
” _ ;

石r
_ ,

口
。 _ ,

+ 又
”

weesrlwei.eel.七

一一
、.了

r了、K

称为内总刚度矩阵
.

应该注意到
, 式 (3

.

2 2) 是一个2n 阶方程组
,
有

n
个位移沪和

n
个位移zD 朴

待求未知量
.

从理

论上看
,
要对无穷多个

: 值求解式 (3
.

22 )
.

在某些情况下
,
第

n 层下表面并不能视为巳被固定
, 根据弹性动力学理 论

〔7 , ,
此 时 由

式 (3
.

22 )和式(3
.

23 )所得的结果不满足 s o m m er fe ld 辐射条件
,
也 即所得的结果是假的或
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近似的
.

要得到较满意的结果
,

底 部边界便须取 在足够深处
,
这样一来

,
式(3

.

2 2) 的阶数势

必较高
,

计算量较大
.

因此
,

我们在底部边界上引入新的边界条件
, 以降低式 (3

.

2 2) 的阶

数
.

采用标准粘性边界
,
表示如下

‘“’

(a , :
)
。 十 ,

= p 节”
。

(u {)
。 、 1 , (a

ss
)
。 十 :

= p 贾刃
,
(“ ; )

。 十 ,
(3

.

2 4 )

其中p 言表示第
, 层的 p 釜, 刃,

和石,
分别为第

, 层中剪切波波速和拉压波波速的平均值
.

利用式 (3
.

3 ) , 由式 (3
.

2 4 )得

户
。 十 ,

= D
。 + I

U
。 十 ,

(3
.

2 5 )

其中 D
, + : = d ia g (p 曹。云

, , p贯。刃, )

故在底部标准粘性边界条件下
,

式(3
.

2 2) 中各符号重新表示为

江
,

分
1

刀丁 口, + 诬
2

否
2

(3
.

2 6 )

U = 笼U T

对称

U T
; ⋯

;

U 雾
+ :

},

亡
n _ ,

+ 河
。

刀
。

BT 口
,

+ D
二 , ,

厂l!!I
J‘

11
娜�

一一rK

Q = {一 T 节
, 一 T 竺; 0 , o ; ⋯ ; 0 , o },

式 (3
.

2 2) 是一个2 (n + l) 阶方程组
.

2
.

面外未知盆的求解

面外未知量指假想平面—“平面外的位移
。 及应力 ae

: .

和求解面内未知量 的方法一

样
,
可设

口 = A ‘ , z e , “ , a , 二

二 B e q z e , “ ( 3
.

2 7 a ,

b )

其中A , B , p 和 q均为待定常数
, 。是激频

.

将式 ( 2
.

5 )和式 ( 3
.

2 7 )代入式 ( 3
.

5 e )和式 ( 3
.

4。)得

g ~ P+ 2拼, B / A = fP/ 2 ( 3
.

Zs a ,

b )

及特征方程

p
Z
+ 2拼p + 〔( b一 a ) r

Z + Zp 朴。 2
〕/ f二 0

.

( 3
.

2 9 )

由式 ( 3
.

2 9) 解得

P = 一 “士阴 ( 3
.

3 0 )

其中 m = 动 两环仁刃舀岛尸 二而而万厅
-

则对应于P‘( i = 1 , 2 ) ,
有

口:
= 一P

Z , 9 2 = 一 P
,

( 3
.

3 1 a ,

b )

不妨令

A == 1 ( 3
.

3 2 a )

则相应有

B
‘= 户:

f / 2 , B : = 夕Z

f / 2 ( 5
.

3 2 b
, e )

于是 ,
式 ( 3

.

2 7) 改写为
。. = 0 , e x p [户: z 〕+ 0 : e x p [夕: 2〕

一

( 3
.

3 3 a )

a 言
:

= fs
, P ; e x P〔一 P : z ] / 2 + fo : P: e x P [ 一P: : 〕/ 2 ( 3

.

3 3 b )

其中。
.
表示 。 的幅值

。
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对于由坐标
: 。
及

2 : (I = k + 1) 确定上下表面位置的第 k 层介质
, 由式 (3

.

3 3) 有

,人n乙

n仃n口

ree.L飞.万」
e x P〔P

;之 ,

〕

e x P [P
; 2 2〕

e x P〔P
: 2 , 〕

e x P〔P
Zz ‘〕

(3
.

3 4 )

(3
.

3 5 )

,‘2

丹
口
�
仔
�

rl.JL, ....J

:{〕
一

!

一 a盆
: ,

a 苔
: ‘

二 P
I ( f / 2 ) e x P〔一 P

Z z , 〕

P
: (f / 2 ) e x P扭一 P Zz ‘〕

一 P
Z (f / 2 ) e x P〔一P , 之 , 〕

P
Z ( f / 2 ) e x P〔一户; : :〕

因此 , 由式 ( 3
.

3 4) 和式 ( 3
.

3 5) 得到位移和应力的关系式

君,

一 a 才
: 。

“苔
: :

( 3
.

3 6 )

其中叉
, 称为外单层刚度矩阵

, 其元素K ‘, 表示在第 k 层的一个表面上产生单位位移尹而须在

此表面或另一表面上作用的力心
: , 且

( 3
.

3 7 )

其中

尸

M
,

H
, ,

。一省
〔。一

e ‘h阴 ( Z ,

一
)〕e x p 〔2。二, 」

二一爹
〔一 。一

。、h 。 (

一
)〕e x p 〔2。·

‘

〕

。一否
从 e x p 〔; ( : ·+ : ‘)〕/ 。h fn ( : 。一 z : )

对于分为
n 层 的整个土壤介质半空间体

,

求解位移的有限层 方程组

K
, 犷。= Q ,

其中当底部固定边 界条件时

由相邻层 之间的连续条件及底部边界条件得到

( 3
.

3 8 )

H
l

M
: + N

.

,

( 3
.

3 9 )

对称

万
:

0

M
。 _ : + N

, _ :

H
. _ ,

H
。 _ 、

M
。 + N

。 _ l」
严阳|
L

一一K

犷, = {”萝
, 。曹

,
⋯

, 。誉}, , Q , = { 一 T 梦
, o ,
⋯

, o },

T :是T 。
的幅值

,
而T

,

由式 (3
.

1 9) 给 出
.

称K 。
为外总刚度矩阵

.

此时 , 式 ( 3
.

38) 是一个
n
阶

方程组
.

当底部设置标准粘性边 界时
, 式 ( 3

.

3 8) 中各符号重新表示为

V , = {。萝
, 。奎

,

⋯
, 。育

+ ,

}全 , Q。二 {一 T 言
, o ,
⋯

, o , 0 }T

H
;

M
z+ 入 1 H z

」 ( 3
.

4 0 )

对称
M

。 +

H
。

N
. _ x H

.

P贾。刃
,

+ N
,

阿巨|L

一一K

此时
,
式 ( 3

.

38) 是一个 (n + 1) 阶方程组
.
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四
、

材料函数的模拟

在前面的所有分析中
,
业 已假定横观各向同性土壤介质的材料性质可表示为式 (2

.

3) 和

式 (2
.

5) 的形式
, 沿深度服从指数函数变化规律

, 从而可 以利用关于坐标的P o u ri er 变换得

到有限层方程式 (3
.

2 2) 和式 (3
.

3 8 )
.

式 (2
.

3) 当然是一种理想化形式
,
但是

,
不管材料函数沿深度变化规律 如 何

,

当分层层

数足够多时
,
显然总可 以用指数函数来足够逼近

.

此时 , 式 (2
.

5) 也近似成立
.

式 (2
.

3) 中的一般项写为

E = E 铃 e x P〔2拼之〕 (4
.

1 )

其中E 肠和拜为待定常数
,
通常可采用配点法或最小二乘法来确定

.

设已知第掩层上下表面处材料函数值分别为E * 和E : , 使用配点法
, 由式 (4

.

1) 得

E , = E
: e x p [ 一 2户之‘〕,

在这种情况下
, 只有每层上下表面处

,

若除了巳知第k层的E 。
和E

‘

之外
,

E = a朽+ 刀
.

In E : 一 In E ,

拼 ~ 2
一

任万二奋劝
- (4

.

Za ,

b )

式(4
.

1) 才精确满足
.

还 巳知材料函数沿深度变化的 某种规律
, 如线性变化

(4
.

3 )

其中 a 朴 = (E : 一E . ) / (二‘一二* ) ,
刀
势 = (E , : ‘一 E : : 。) / (二: 一 二。)

于是 ,
可利用最小二乘法

, 由式 (4
.

1) 和式 (4
’

.

3) 得

E , = e x P〔h , 一产(2 , + 之: )〕一 料
6 h

留 二二一—
2 召一 之舌

(4
.

4 a ,

b )

其中

h
:

二

〔El
n E 一们氛 h

Z
=
〔(E

‘

/ 2 ) In E 一 E
“

/ 4 一 E 。(E ln E 一 E )〕芸二
E : 一 E . (E : 一E . )

孟

一般情况下
,

质量密度随深度的变化规律与材料函数的变化规律不尽相同
.

然而
, 当层

数足够多亦即层厚足够小时
, 式 (2

.

5 )亦 当成立
.

不妨设质量密度沿深度线性变化
p = 成z + 万 (4

.

5 )

当式 (2
.

5) 中的拌取与式 (4
.

1) 中的拼相同值时
, 由最小二乘法

,
对于第k层介质得到

P . =

〔。
“, ·

(2‘: + 2石一 12产)〕二鑫
e x P仁4料z :」一 e x P〔4料2 。〕

(4
.

6 )

若折= 。, 即第k层土壤介质的密度是常量
, 则有

P .

〔。, , ·

(2万一 1 2, )〕互鑫
e x P〔4拼之 :〕一 e x P仁4拼z 。〕

(4
,

7 )

可以预料
, 使用最小二乘法将优于使用纪点法

。

作者对钱伟长教授的关心和指导表示衷心的感谢
.

附 录

对于第 儿层介质
,

R 扩和 S护都存在
,

要证明K 。的对称性
,

只须证明

S扭
。一尸叉5

0 . 0 (A
.

1)
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据式 (3
.

8)
,

可设

A ,

, . 泊
,
一

三
丝I些士22; 之竺二匹

c
二Z夕

_

2
_

I

(f/ 2 )(。卜拼, )一 a r “+ p . 。名
(A

.

2 )

其中fn ‘

满足式(3
.

9)
,

fo l
,
2

,
3

,
4

.

则

夕‘一 夕j=
叮“超丝旦士少丛些望进进)二互超)住二了超)可外 士塑力土丝生刀2之恤些二衅 . 竺)赵塑些二 塑过

_

[(f/ 2 )(。
, 一 , “

卜
a r “+ p ’。2 ] [(f/ 2 )(tn

, 一 。2 )一 。 r “+ p , 。2 ]

(A
.

3 )

综合式 (3
.

7 )
、

式(3
.

1 3 )
、

式 (3
.

15 )和式(A
.

3 )
,

得到式 (A
.

l) 左端项元素的一般表达式

(S百R
。‘ R 刃S

。)
. , 二 〔(月

, C , + B ID
.
)一 (A

‘C , + B 。D J
) ] [

e x p [(q ‘+ p , )
z , ] 一

e x p [(g
‘+ 夕,

)‘、] ]

= {d [ (f/ 2 ) (。卜护)一
a r l + ; , ’ 。名] [ (f/ 2 )(。 ;一户)一

a r 名+ p
.
。 名] + (

e + f/ 2户r Z (p
. 。忍一 。 r 名)

一 efl r l拼名}
【

e x p [(口
‘+ 夕, )二 ,」一

c x p 汇(g ‘+ 夕,
)z 。〕〕(。

‘一 勿 , )B
, B ,

[(f/ 2 )(水声一“: )一
a r , + p . 。么1[(f/ 2 )(。产一“z )一

a r 么+ p . 。 : ]
(A

.

4 )

当‘二 j时
,

由式 (A
.

4) 知
,

式 (A
.

1) 显然成立
.

当‘笋 j时
,

记式(A
.

4) 右端第一部分为N u m 并展开

N u m = d [(f叼4 )(rn 卜 拼“) (、卜 拼, ) + (p ’。 , 一 a r “)’+ (f/ 2 )(p . o Z一 a r “) (m :一拼
“ + 。子一 拼“) ]

+ r盆(e + f/ 2 )
忿
(p

. 。: 一 a r 吕)一 c f名r , “2 (A
.

5 )

而式(3
.

9) 实际上是一个关于 (m 产一 沪)的二次代数方程
,

由其根与系数的关系得

(m 卜 好) (m 于一 “2 ) =
p . 乞。‘+ (f/ 2 )a r 4 + [ Z

c

f拼: 一 (a + f/ 2 )p
. 。 名]

r 吕

(f/ 2 )d

(d 十 f/ 2 )p
. 。 : + [

e
(

e + f )一 a d ]
r l

- - - - -

一一一刃/ 乞万

(A
.

fi a )

(。卜 拼1 + , 子一 拼2 ) =

将式(A
.

6) 代入式(A
.

5) 得

N u m 三 0

故式 (A
.

1) 成立
.

(A
.
6b )
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