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摘要 :  得到了定常情况下, 狗二分叉动脉横截面的三维 Navier_Stokes 方程的有限元处理方法, 并

考虑到管壁的渗透影响,数值方法还包括直角坐标和曲线坐标的变换# 详细讨论了渗透性影响下

的定常流、分叉流以及切应力情况# 以分支和主干血管的速度比为参量, 计算雷诺数为 1000情况

下管壁切应力,数值结果和先前的实验结果符合得很好# 该文的工作是 Sharma等( 2001)工作的改

进,使计算量更小, 能够处理的雷诺数范围更大# 
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引   言

在工业化社会里,血管在身心健康中扮演非常重要的角色, 是发病和死亡的重要原因# 因

此,血液动力学一直是研究热点# 血流方面的研究已经有了大量的报道,但血管壁的渗透性一

直被人们忽略# 本文,我们将研究考虑了渗透性影响的血液流动# 在自然界、医学和工程技术

界,流体在可渗透介质中的流动现象普遍存在并且是一很重要的基本流动形态# 可渗透性壁

宏观上被处理成各向同性介质# 血管壁的几何形态、结构和力学特性将与血压和流动状况密

切相关# 随着人们发现心血管疾病、动脉狭窄与血管的流动状态紧密相关,该领域在近年来受

到极大的关注# 

多孔渗水介质作为一精细设备已经被用来控制流体的流动,而在流动数值分析中,主要因

素是用于模拟血管真实狭窄情况的几何模型# 下面是一些研究血管内流动问题的例子, An-

derson和Malone( 1974) [ 1]研究了多孔动脉管内壁的渗透流动机理; Thompson等( 1974) [ 2]提出了

一种数值处理技术; 用于产生对应于任意几何形状的曲线坐标系统, 该处理方法被用于处理椭

圆方程,如物理平面上的曲线坐标系统# 

Hellsten和 Pettersson( 1977)
[ 3]
通过实验模型, 分别就考虑和不考虑狭窄的情况, 对由于导

管的插入而引起的血管内血液动力学的变化作了广泛的研究; Gokhale等( 1978)
[ 4]
利用有限元

方法,处理二维定常状态下的 N_S 方程; Greshno 等( 1979) [ 5]数值求解了 N_S 方程组; Pedley

( 1980) [ 6]指出许多物理和生化因素在粥样硬化和血栓症起了重要作用; Mishra 和 Singh
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(1983) [ 7]研究了血管中的非线性流动; Zarins 等( 1983) [ 8]用激光多普勒检测了雷诺数分别为

400, 800和 1 200定常状态下的流速剖面和切应力,他们发现内膜最厚的地方往往在低切应力

区,而内膜最薄的地方其切应力的数值也高# Agonafer等( 1985) [ 9]用有限差分方法分析了血管

中的血流# 

Bramlay和 Sloan( 1987) [ 10]分析了对称分叉管中的定常二维流动; Rieu等( 1989) [ 11]指出,矩

形分叉管内的流动形态在很大程度上和圆形分叉管的流动形态一致; Rodkiewicz等( 1990) [ 12]

用几种非牛顿流体模型模拟血液在大血管内的流动情况,发现无论对于流速还是切应力,几种

模型之间几乎没有区别; Johonston和Kilpatrick( 1991)
[ 13]
研究了狭窄血管壁的几何不规则的影

响,雷诺数从 20到 1000,他们发现沿着光滑的狭窄壁, 压力将急剧下降,这和人们原先的预见

不同,以前人们认为在狭窄管内压力也将缓慢降低; Friedman和 Fry( 1993) [ 14]证实正常的血管

内皮起着主要的屏障作用,以阻止大分子进入血管壁; Tamamidis和Assamis( 1993) [ 15]通过数值

计算模拟矩形截面弯曲管内的定常流动,然而,他们的算例和动脉系统的血液动力学没有联系

# 

事实表明, 血液动力学因素将影响血液的输运以及血管壁的特性,如管壁对血液中溶质和

气体等物质的渗透性[ Henderson等( 1994) ] [ 16] ; Shipley 和 Gregg ( 1994) [ 17]研究了血管周围结缔

组织对其中血流的影响; Katz等( 1995) [ 18]指出, 在为得到血管壁的几何形态而进行的实验过

程中, 对血管轴向的处理方法将会对管壁切应力分布的计算结果有深刻的影响, 因此, 为了计

算管壁切应力而进行的血管样本的核磁共振实验时,要谨慎降低伴随着的整体误差; Lever和

Coleman( 1995)
[ 19]
研究了被血管壁摄取的蛋白质聚集成高分子的过程# 

数值计算技术已经成功地运用于研究血管中的流动现象,并能刻划越来越多的细节,包括

非牛顿流动和可扩张管在定常和脉动状态下的流动状态; Perktold和 Rappitsch( 1995) [ 20]用数值

方法研究血管中的血液动力学;新发展的有效的数值计算方法和计算机将使人们能够模拟病

理和解剖学上的真实情况,这些进展有助于定量、精细地刻划不同病理状态管壁几何形态的变

化对血液动力学的影响# 

Huang 和Tarbell( 1997) [ 21]提出一数学模型用于模拟血管壁的传质; Korenga等( 1998) [ 22]研

究了粥样硬化中基因表达和白蛋白输运以及血小板破裂等过程中的生化因素,表明管壁切应

力等血液动力学因素是刺激因素; Dash等( 1999)
[ 23]
分析了在导管插入的弯曲狭窄血管内的血

液流动; Karner和 Perktold( 2000)
[ 24]
研究了内皮破坏的影响和血压对白蛋白在血管壁内聚集的

影响; Stroud等( 2000)
[ 25]
发现狭窄的形态对流场和对管壁切应力等力学参量的影响程度是一

样的; Sharma等( 2001)
[ 26]
通过有限差分研究狭窄管内的 MHD流动; Shivkumar( 200l )

[ 27]
研究了

血管壁内的胆固醇渗透问题, 指出含有胆固醇的血液将会在可渗透的血管壁中来回流动# 

然而,在上面的研究工作中,血管壁组织的渗透现象并没有被慎重地考虑# 为了能更真实

地反映实际生理情况,本文将仔细考虑血管壁的渗透性, 并用 Galerkin有限元方法处理控制方

程# 

本文的目的是利用二维有限元方法研究可渗透管内的定常流动,其内的流体假设为不可

压缩的牛顿流体# 本文的数值方法包括如下几点,首先是坐标变换,其次, 变换的结果参量将

运用于 Galerkin有限元处理方法,进而用于处理可渗透介质的控制方程和边界条件# 我们利

用Galerkin划分去计算雷诺数为 1000 情况下的数值结果和管壁切应力, 结果与 Sharma 等

( 2001)的[ 28]实验结果符合得很好,表明本文的方法和真实情况相当接近# 
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1  坐 标变 换

下面的椭圆方程组用于产生曲线坐标系

  52N
5x 2+

52N
5y 2 = 0, ( 1)

  52 G
5x 2 +

52G
5y 2 = 0# ( 2)

由于该变换的控制方程是椭圆方程,因此也叫椭圆网格生成器[Thompson 等( 1974) ] [ 2]# 交换

方程组( 1)和( 2)中的因变量和自变量, 我们得到

  A5
2
x

5N2
- 2B 52x

5N5G+ C5
2
x

5G2
= 0, ( 3)

  A
52
y

5N2
- 2B

52 y
5N5G+ C

52 y
5G2

= 0, ( 4)

其中

  A=
5x
5 G

2

+
5y
5G

2

,

  B=
5x
5N

5x
5G +

5y
5N

5y
5 G ,

  C=
5x
5N

2

+
5 y
5N

2

,

这里, A和B是变换参量, x 和 y 是独立变量# 

2  基本关系式

本文假设, 血液是不可压缩的牛顿流体, 其流动是定常层流, 而且在流动过程中温度不

变# 得到定常情况下的表达式后, 很容易通过时间上的渐进,从而得到不定常情况下的结果# 

在笛卡儿坐标系中,用涡量作为变量,改写连续性方程和 N_S 方程以后,得到如下形式的椭圆

形流动方程

  5 X
5 t + u

5 X
5x + v

5 X
5y =

1
Re

52 X
5x 2 +

52X
5y 2 -

X
K

, ( 5)

  52 W
5x 2 +

52 W
5 y2

= - X ( 6)

其中 Re是雷诺数, K 是渗透系数, W是流函数# 将方程(5) , 转换至数值平面( N, G) , 可以得到

  5 X
5 t +

YG( Xu) N- YN( Xu) G
J

+
XN( Xv) G - X G( Xv) N

J
=

    
aXN- 2BXNG + CXGN+ RXG + SXN

J
2
Re

-
1
K
, ( 7)

和    AWNN- 2BWNG+ CWGG + RWG + SWN = - J
2 X, ( 8)

其中   R = - J
2
P , S = - J

2
Q# 

边界条件

假如 W= 常数,例如对于不可渗透的固壁边界,由下面的方程( 8)可得如下形式的边界条

件

  Xwall = -
C
J
2 ,   当 G= const ,
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  Xwall = -
A
J
2 ,   当 N= const

和    5W/5 n = 0,

此处5 W/5 n 是法向导数,壁面上的流函数是从流动参量导出的# 在出口处, 速度和涡量满足

Neumann条件,其形式如下

  5 X
5 G = 0,

52W
5 G2

= 0,   当 G= const,

  5 X
5N= 0, 52

W
5N2

= 0,   当 N= const# 

3  数 值方 法

用伽辽金划分处理流场方程( 7)和( 8) , 可得

  QQ8
E<id 8 = 0, ( 9)

其中 E是余函数, <i是权函数,设近似解 W( x , y ) 为

  W( x , y ) = 6
n

i= 1

<iC i# ( 10)

因此,由方程( 6)得到余函数 E的表达式为

  E= -
52W
5x 2 -

52W
5y 2 - X,

写成 Galerkin积分形式

  - QQ8

52W
5x 2 +

52W
5y 2 + X <idxdy = 0# ( 11)

运用分部积分和 Green_Gauss定理得到

  Q#

5W
5 x<idy +

5 W
5y<idx - QQ8

5W
5x

5 <i
5x +

5W
5y

5 <i
5y - X<i dxdy =

    Q#

5 W
5x<icos( n, x ) -

5 W
5y<icos( n, y ) ds -

    QQ8

5 W
5x

5 <i
5x +

5 W
5y

5 <i
5 y - X<i dxdy = 0, ( 12)

  QQ8

5W
5x

5 <i
5x +

5W
5y

5 <i
5y - X<i dxdy =

    Q#

5 W
5x<icos( n, x ) -

5 W
5y<icos( n, y ) ds# ( 13)

将关系式( 11)代入( 13) ,可以得到线性代数方程组, 我们将用 SOR方法求解这些方程组# 根

据方程( 5)我们有

  u = 6
n

i= 1
u i<i<( x , y ) , ( 14)

  v = 6
n

i= 1

vi<i<( x , y ) , ( 15)

  X = 6
n

i= 1
Xi<i<( x , y ) , ( 16)

上式将被运用在如下形式的 Galerkin方程中,
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  QQ8

5 X
5 t + u

5 X
5x + v

5 X
5 y <idxdy =

1
ReQQ8

$2 X<idxdy -
1
KQQ8

X<idxdy , ( 17)

对关系式( 17)右边使用 Green公式及 Gauss定理, 并考虑到关系式( 14)、( 15)和( 16) ,可以得到

有限元的单刚方程

  Gi , j
5 Xi
5t + (H i, j + I i, j - L i , j ) Xi = Q#

<j<xds , ( 18)

其中

  Gi , j = QQ8
<i<jdxdy ,

  H i , j = QQ8

1
Re

5 <i
5x

5 <j
5x +

5 <i
5y

5 <j
5y

dxdy ,

  I i, j = QQ8
<i , j ui

5 <i
5x + v i

5 <i
5y <idxdy ,

  <x = -
5 X
5 t = - cos( n, x )

5 Xi
5x + cos( n, y )

5 Xi
5y # 

以上是标准Galerkin有限元方程组,可用 Predictor_Corrector方法以及其他类似方法求解# 

4  结果和讨论

下面我们将通过研究如图 2所示的管道内的流动, 来验证本文提出的数值计算方法# 对

图 1 血管几何形状示意图

应于图2所示的管道,图 3是其有限元网格划分示意

图(物理坐标系 ) ) ) 自然坐标系的转换)# 并用前文

提出的 Galerkin 有限元法处理其流动方程# 图 4( a)

和图 4( b)分别给出上游和下游的壁面涡量分布, 以

及和 Sharma等( 2001) [ 28]结果的比较# 

正如图 4( a)和图 4( b)所示, 壁面涡量分布和

Sharma等人的结果吻合得相当好, 只是在一些小地

方有点差异,尤其在弯角处(见图 4( b) ) # 本文的流

   图 2 单分支几何形状        图 3 曲线线性坐标线的数值生成
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( a) 上游壁面涡量             ( b) 下游壁面涡量

图 4 二维动脉流动的壁涡量分布

图 5  定常流动速度剖面的数值结果

            定常流

图 6  定常流动速度剖面的实验结果
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      腹面 x_坐标              电极位置/ cm

 图 7 切变率分布的数值计算结果         图 8 切变率分布的实验结果

动参量假定为分支和主干部分的流速比,以及渗透系数 K , 分别对应于流速比为 10%、20%和

30%的条件,本文一共计算了 9种情况# 

图5和图 6给出了流速比为 20%以及渗透系数K = 0. 02条件下,管内流速剖面的数值计

算结果# 图7给出了不同流速比条件下,切变率的数值计算结果( K = 0. 02) , 分析图 7的结果

可知, 由于渗透的存在,将使管中的流速减慢# 对于不同情况,在流动完全发展的入口段和出

口段,其流速剖面和切变率差异很小,但随着轴向位置的变化,切变率先增大而后急剧下降(有

时数值甚至为负值) ,在靠近出口处达到最小值,而后其数值又很快上升(见图 7)# 

图8是各种状态与图 7相对应的实验结果记录# 在实际流动过程中, 在分叉处存在流动

分离,因此实验结果曲线要比数值方法所得结果平缓 (比较图 7和图 8) , 尽管如此, 数值计算

的曲线形状和实际实验结果基本相似, 因此本文针对二维情况所提出的数值方法在模拟流体

在可渗透管中的流动还是相当有效的# 

本文的二维伽辽金有限元方法为如本文所提的复杂流动问题提供了一个很好的解决方

法,在一定程度上可用于模拟三维的流动情况,其计算耗时较少,收敛性质很好# 
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Computational Technique for Flow in Blood

Vessels With Porous Effects
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Abstract: A finite element solution for the Navier_Stokes equations for steady flow under the porosity

effects through a double branched two dimensional section of a three dimensional model of a canine

aorta was obtained. The numerical solution involves transforming a physical coordinates to a curvilin-

ear boundary fitted coordinate system. The steady flow, branch flow and shear stress under the porous

effects were discussed in detail. The shear stress at the wall was calculated for Reynold. s number of

1 000 with branch to main aortic flow rate ratio as a parameter. The results are compared with earlier

works involving experimental data and it has observed that our results are very close to the exact solu-

tions. This work in fact is an improvement of the work of Sharma et a l . (2001) in the sense that com-

putations technique is economic and Reynolds number is large.

Key words: wall shear stress; porosity; Galerkin. s technique; blood vessel
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