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摘 要

本文对理想流体与线弹性结构的藕联振动问题作理论分析和数值分析
.

文中证明了 祸 联振动

的固有频率存在并且均为正实数
.

将流一固藕合系统分析转化为单一 结 构物在真空中的自由振动

分析后
,

频率方程中不再含有流体变元
.

使问题得以大大简化
.

给出了数值解的收敛性证明
,

以保

证解的可靠性
.

文中还综合里兹法
、

边界元和有限元方法
,

提出一种分析转化后结构的混合算法
.

利用该算法
,

只需对现有结构分析程序稍作改进
,

就可分析那些理想流场与结构的藕合问题一些
数例说明了算法的有效性

.

关. 词 结构一流体相互作用 存在性 收敛性 通用算法

一
、

引 言

流体与弹性结构的相互作用问题得到了人们的广泛注意
.

虽然已有许多文章论及流体一

结构藕联振动问题 (见〔1 〕、 [ 7〕)
,

但据作者所知
, 祸联振动的两个基本问题

,

还没获得满意

的解决
.

其中之一是理论上的存在性问题
.

是否流一固祸联振动的固有频率值均存在 ? 毫无

疑问
,

这不仅在理论上
,

而且在实际中都有重要意义
.

另一个是算法的 通用性问题
.

众所周知
,

流一固藕合问题的解比单一结构问题的解要复杂得多
.

由于流体所占的空间通常是无界的
,

常规的有限元方法难以用于求解这类流体与结构的藕合问题
.

在人们的 种 种尝试中 ([ 6 ]、

〔7」) ,
还没有见到有象分析固体结构物那样通用

、

有效
、

简便的算法及相应的 计 算 程 序问

世
。

因此 , 本文就讨论这两个问题
.

更确切地说
,
本文原则上解决了理想流体与线弹性结构

藕联振动的上述两个基本问题
. ’

首先
, 文中证明了祸联振动的固有频率存 在 并 且 均为正实

数
。

然后
, 给出了一种有效的转换算法

,
将流一固祸合振动分析变为单一结构物在真 空中的

自由振动分析
.

最后
,

将流场分为两部分
,

分别称为影响区和衰弱区
.

在衰弱区内用里兹法

逼近 ,
在影响区内用边界元离散

,

对结构物则用有限元求解
.

在此基础上
,

只需对现有的大

型结构分析程序例如 S A P或A D IN A 稍作改进
, 就可自动求解那些理 想流 场 与线弹性体的

藕合问题了
.

文中还给出了数值解的收敛性证明
.

.

钱伟长推荐
.
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二
、

等价的变分式

本文假定流体无粘
、

无旋
、

不可压缩
,
结构为线弹性体

.

用 口
.

C R 3
表示结构所占的空

间 , 习。C= R 3
为流体所占的空间

,
其中口

。
可以是无界的(见图 1 )

.

令r
.

和厂。 分别表示 口
,

和

口 , 的 L ip s e h it z 边界
, 其 中 F

,

= 厂
,

U厂
.

U F
。

U R
s , 厂。 = 厂

。

U 厂
,
U 厂

。
U 厂

r

U R 。 , F
,

f)

厂
。

= 功
, 厂f 门厂

。二功
, F

。
年功

, m e a : R
,

= m e a o R 。 = 0
.

厂
,

是无界的
, 厂

,

= 厂。
.

红红{{{{{ }}}
iii 11111 {{{

圈 1 流一固们合系统

用x = (“ , , “ : , ‘办 表示口
。

或口
tD
中一点的笛卡尔坐标

, 巾 = 灿砂
“ ‘切(劝表示流体的速度

势响应
, U == e ‘。 ‘。(二 )为口

。

的位移响应
.

令〔
e ‘, 〕= [ 。‘, (。(二) )〕, [ : ‘, 〕二〔r ‘, (。(二) )〕为 对应

城二) ,
与时间 矛无关的小应变和小应力张量

.

略去流体自由表面重力波的影响
,
流一固藕合

系统的控制方程是
t “’(其中重复指标从1到 3求和) :

1)2)3)a)b)

⋯
J怪二任

Q‘n‘Q自
.-

了、了、了、,目,曰了, , , , + m o Zu , 二 o -

丫‘, v , 二 0 -

“. , 0 ,

r ‘, v , 二 p 。 :甲v ‘,

在口
,

中

在厂
,

上

在r
。

上

在厂
。
上

在r
。

上

在口。
中 (2

.

5 )

式 中
, “ , ”

表示微分
, v 二 (v

; , , : -

在r
, 上

在厂
。
U r

,

上

札) 是边界 r (二厂
:

或 厂动

p 分别是 结构和流体的质量密度
, 。== c o n 的

.

另外
,
由假定

,

“
;

, e ‘ , (“) = (u
‘ . ;

+ “ , . ‘
) / 2

f ‘, = 了‘, 吸“J = U ‘, . 孟e 介乙(“ )

其中IC
‘, 。: !> C

。

> 0
.

(2
.

6 )

(2
.

7 )

上的单位外法线矢量
, m 和

氏 , 和 r ‘,
满足下列条件

(2
.

8 )

记 W
. 二 {”〔〔研

. ’么(口
一

)〕8 : 。‘二 0 在厂
“

上 }

V 。= 笼中〔才
贻’艺

(口。) : 叨= 0 在厂
了上 }

这里平
. ’么

是通 常的S o b o le v 空间 , u (〔牙
奋 ’么

(口
。

)〕“指“‘〔牙
七 ’“

(口
。
) , ‘= 1 ,

2
, 3

.

注1 这里的甲
:

就是所谓的结构物几何相容虚位移场
.

定理1 边值问题 (2
.

1) 、 (2
.

7) 有解佃
, 切}的充要条件是恒等式

刁(“
, 甲, ” ,

h) == (A u , v )
: 一只爪(u

, v )
: 一只p (切v , 口)。+ (B 甲

,
h)。
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一 (“
· , ,

h)
。
= o ,

丫”〔W
, , h〔V

, ,

对所有
。〔W

l

和所有h〔V ,
都成立

, 其中

(2
.

9 )

‘A一 ,
一丁

。
:

一 (· ,一 (· , d ·

‘
一

,
,

一

I
。

,

一
“·

(2
.

9 )
产

、,...........
1
、
、

r
............z

2

口

(切, , v )

(“
·

v ,
h)

一

I
二。叨

一
d “

= (“
,
hv )

。

(、
,
、)一J

。
。

斋会
一

dx
,
“-

证明 如果存在矢量笼
“ , 切 }〔W

; x V
,

使方程 (2
.

1) ~ (2
.

7) 成立
, 那么 , 由散度定理并注

意到在交结面r
。

上
,

外法线矢量相对口
:

与相对口
tD
将改变符号

, 就可以得到 (2
.

9) 式
.

另一

方面
,
如果恒等式 (2

.

9) 对所有。〔W
,

和所有h〔V ,
都成立

, 那么 ,
令h= 0〔V l ,

得

、 (。
, * , 。 , o )一{

: , , (。)。, , (。 )、二一 {
。。 , 。‘”‘、二 一 {

。。, , , ‘。‘、s

J 二才
。 J 习

‘ J 厂 。

一
{
_ r ‘, (“) , ‘。 ‘J s +

{
_

(r ‘, (。) v , 一 。。2 , v ‘)v ‘d s

J j
’

, J l
’

o

工
。

(
日

流:
“ , + m 。“一

)
一 d一

。, ‘·〔W
l

因此
,

“ , (u ), , = 0 , 在厂
,

上

“ , (。 )v , 一 p o Z切v ‘= o ,

在厂
。

上

丁‘, , , + m O Zu ‘= o ,
在。

,

内

同样地
,
令

v 二 0〔W
l , 从(2

.

9 )
,

可推得 (2
.

4 b )
、

(2
.

5 )和(2
.

7 )
.

再 由W
:

和 V
,

的定义
, “ 和

甲还满足方程 (2
.

3) 和 (2
.

6 )
.

证毕
.

定义 1 若存在常量几〔R 以 及矢量函数{u
,

树斗 {0
,

叶使恒等式 (2
.

9) 成立
, 那么 , 几就

称为边值问题 (2
.

1) ~ (2
.

7) 的特 征值
, 。二创 几就称为藕联系统 的固有频率

.

三
、

特征值的存在性

根据 [8 〕中定理 8
.

12 和〔9〕中定理 5
.

2
.

1 1
,

容易得到下面的

引理1 假定 g ,
的边界 r 。 足够光滑 (例

, r 。〔C勺
.

对给定的
。〔W

,

(2
.

4 b )、 (2
.

7 )有解甲〔V
I ,

那么
, 切〔V

Z ,
并且

口切朋万
: , :
(g

,

)(
C tl甲 !!牙

, , :
(口

廷

)+ d
, C ,

d > 0

定理2 0不是 (2
.

9) 的特征值
.

证明 类似于定理 1的证明
,

可将 (2
.

9) 改写成下面的形式
:

(姓“
, 。 )

。 一汽[ m (“
, 。)

,
+ 户(甲, , 。 )。〕= o , 。〔W

, ,

v 。〔w
;

(B切
,
h)。 一 (“

· v ,

h)。二 o , 甲〔V
, ,
V h〔V

,

如 果边值问题

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )
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若几= 0 是特征值
,

那么
,

对所有
。〔W

, ,

有 (A : ,

的
。

~ 。
.

特别地 , (A “ ,

u)
.
二 0

.

但是
,

从

(2
.

8) 和K o r n 不等式
,

又有

(A “
, “)

:

》 C ,

}}“ !lw
, , C ,

> o (3
.

4 )

因此 , 。= o
,

代入 (3
.

3 )
,

便可得 (B 切
,

叨)。 = 0
.

这意味着沪二 o , 因 为
, 由 P o in e a r e 不等

式
,

只要厂
, 牛功

,

便有

(B 甲
,

甲)。> C :

{{甲 1Iv
: , c ,

> 0
·

(3
.

5 )

因此 , 由定义 1
,

几= 0不是特征值
.

定理 3 如果 (2
.

9) 的特征值凡存在
,

那么 , 几> 0
.

证明 假定存在元〔R
, u 〔W 以及切〔V

t ,

使恒等式 (2
.

的 , 或等 价 的 (3
.

2) 及 (3
.

3 )

成立
,

那么

(A “ , u )
,

一几[阴 (u
, u )

:

+ 户(切v , u )
。
〕= o

(B切
, 切)。 一 (u

·

v , 切)
。
“ 0

由定义
,

{, , 切 }钾王。
, 。}

.

该条件与 (3
.

5) 意味着

m (“
, u )

,

+ 户(u
·

v , 卿)
。
~ 阴 (u

, u )
:

+ p (B甲
, 甲) , > 0

这与 (3
.

4) 式表明几> 0
.

定理4 假定口
, 的边界r 脚〔C

2 .

那么 , 满足定义 1的特征值只存在
.

证明 分三步证明定理
.

( I ) 选定
。〔W

, ,

由迹定理 (「] o〕)可知
,

函数
u

·

v }r
。
~ Z (S )〔L

Z
(r

。
)

.

现在
,

不 等式

(3
.

5) 意味着存在唯一的切一 切(Z )二 甲(
。 )〔V

,

使 (3
.

3) 式成立
,
且

}i切}I万
: , :
(。

。

) 《
C 。}“ l[乙

:
(r

.
) :

3
(3

.

6 )

其中o < e 3
~ e o n o t

.

由引理 1
,

切(u )〔V
Z

并满足 (3
.

1 )
.

将甲(
u )代入 (3

.

2 )
,

由恒等式

(a “
, 。) d

‘ f tn (。
, 。 )

。

+ p (甲 (。) , , 。)
。,

v ”〔w
,

(3
.

7 )

定义的算子
a是对称的

.

事实上
,

函数切 (
。)和 甲(的须满足恒等式 (3

.

3)
,

即

(B 切(u )
,

h)。 = (“
,
h , )

。 ,

V h〔V
;

(3
.

8 )

(B 切(”)
,
h )。 = (口

,
hv )

。,
V h( V

,

(3
.

9 )

在(3
.

8) 中
, 取 h = 切(的 , 在 (3

.

9) 式中
,
取 h = 切(“)并注意到定义 (2

.

9)
尸 ,

便知 a是对称的
.

( I ) 对任意给定的g 〔W
, ,

由不等式 (3
.

4 ) ,
存在一个唯一的

“〔W
, ,

使

(A “ , ” )
.

= (a g
, ”)二 0

,

V ”(W
,

必及 }}“ }Iw
,

《 D
,

{}9 1}[乙
,
(g ) :

3
+ D : i冲(g ) }l:

2
(r

。
) (3

.

1 0 )

式中D
,

> o
,

刀
:

> 0
.

这定义一个映射

T :

W
,

净W
l , “= T g

由 (3
.

1 0 )
,

即

{}“ {Iw
,
= !IT g j}w

;

( D (}g lr乙
:
(g ):

:
+ l切 (g ) n乙

:
( r

。
)) (3

.

1 1 )

知 T 是连续的
.

由于 (A “ ,

的
,

二 (u
,

A的
,

以及 (a 夕
,

v) 二 (g
,

Qv )
,

T 是 自伴随的
.

我们要证明算

子 T 是全连 续 (即紧的 ) 的
.

令{g
。

}军
= ,

是W
,

中的一个任意有界序列
.

由嵌入定理
〔‘。’,

{g
,

}在〔L
Z

(口
,

)〕
“

中有一个收敛

的子序列{g
。* };

一 , , 即119
。 ,

一 g n ,
I}
2
[乙

:
(口 ):

3

” o
,

i ,

j” 00
.

根据迹定理

{}g
n 、 {1[乙

:
(r

。
)〕

3

( 刀!}g
。、
l[砰

, , 2

(口 ):
, ,

刀> o (3
.

1 2 )

从 (3
.

1 2)
、

(:{
.

6) 和引理 1可知
, {甲(如户}T

_ ,

是万
“’2
(日砂中的有界序列

。

因此
,

由 同 一嵌入
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定理
,

它在才
, , ’
(。· )中有一收敛的子序列 {叭 (如

; )片
一 1 ·

令 {如
。。 }T

一 ,

是对应于 {物 (g 、 ) }下
一 ,

的

序列
,

即叭 (g
。。
) ~ 甲 (如

* ‘
)

.

再根据迹定理
,

就可得到一个关于切(g )〔万
‘’2 (。。 ) 的

,

类似于

住 12) 关于妊〔W
” 2
(马 )〕

3

的不等式
·

这表明
,

序 ylJ{ 叫如
。‘

)}T
一也在Lz( r0) 中收敛

·

将

(g
n 。

一 夕
, 。

)〔W
l

代入 (3
.

1 1 )
,

就得y1J

}“
· , : 一 “· , , },W

l

一 !}T g
· 。‘一 T g · 。 , {{W

l

( D ({19 二‘ 一 g 二 , }}[ :
: (。 ) ]

3

+ }!甲(g
· , ‘

) 一 切 (g
· * , ) }l:

: (I
、 ·

) )《
e

对所有充 分大的诵汀成立
, 其中

, : 是任意给定的正数
。

因此 , 当序列{g
。

片
一 1

有界时
,

序列

{。
,

二T g 。

}育
。 ,

就有一名
、

收敛的子序列
.

这说明T 是 紧的
.

(l ) 由算子 T 的定义
,

恒等式 (3
.

2) 等价于

(。
, v )

, 一之(犷u , 口 )
,
= o

, 。〔H
, 一 V 口( H

,
(3

.

] 3 )

d e f

其中 (:
, 。 ), ” (月。 , 。 )

, , 。 , 沙〔W
,

(3
.

1 4 )

H
, 是由W

l

中的元素组成并根据 (3
.

1 4 ) 内积 (
· , ·

)
,

所得到的 H ilb e r t空间
.

由定理2 ,
可将 (3

,

1 3) 式改写成如下的形式

拼(u
, 沙) , 一 (T u , 刀)

,

一 0 , u〔H
, ,

V 刀〔H
,

从 ( I )
、

( I )并回忆线性紧算子的谱理论
,

便知 ,
算子T 的特征值“存在

.

从而 几~ 1/ 拼 以 及

“钾 o满足 (3
.

2) 和 (3
.

3) 式
.

证毕
.

四
、

有 效 数 值 解

除了有可能的有限多个角点外
,
实际中几乎所有流体域的边界都是C

“

类的
.

定理 4保证

了这类流体与结构祸联振动固有频率的存在性
.

由定理 3 ,

所有的固有频率值。二斌 几均为正

实数
.

若把 (3
.

3) 式看作为附加的约束 条件
,
所有特征值凡

。

(l’= 1 , 2
,

⋯ ) 将由以下 公式

确定

几
1

~

8 t

戳;:
。二 (。

,

瞬廿罕认
、二 , 。 )(A u

切〔V
l

: (B 切
,

人)。 一 (“
·

v ,

h )
。

= 0 ,

(4
.

la )

(4
.

lb )

= 幻几In
。

‘~

砰i , 。 一 o m

A (u
, “)

.

(“ , u )
,

+ P (中v , u )
。

V h〔V

切〔V
,

(4
.

Za )

5
.

七
.

: (B 卯
,
h) , 一 (u

·

v ,
h )

。

二 0 ,

(a “
: , u ) ~ 0 ,

⋯
,
(a “‘

_ 飞 , u ) = 0

V h〔V
x

(i二 1 , 2 ,

⋯ )

(4
.

Zb )

(4
.

Ze )

在 (4
.

2 e ) 式中
, u , 是对应于特征值几

, 的特征函数
,

(a u , , u )= 川(u , , u )
s

+ p (甲(u , )v
, “)

。 .

显然
,

与求解单一结构在真空中自由振动的特征值相比较
,
求藕联振动的特征值之所以

困难 , 就在于 (4
.

1) 和 (4
.

2) 式中多了附加的约束条件 (4
.

lb) 和 (4
.

2 b)
.

我们的目的就

是要消除这些约束条件进而把藕联振动分析转化为单一结构物的 自由振动分析
.

可以看到
,

(4
.

1) 和 (4
.

2) 式分别等价于

几1二 m in (A u , u )
, , “〔W

,

5
.

t
.

:

(a u
, “ )= fn (。

, “ )
:

+ 户(卯v , 。 )
。
= ] , 华〔V

,
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(B甲
,

h) , 一 (。
·v ,

h)
。
= o ,

V h〔V
:

久‘= m in (A u , u )
, , “〔W

s

。
.

t
.

: (a :
, “)= 1

, 甲〔V
、

(B甲
,
h)。 一 (u

·

v ,
h)

。
= o ,

V h〔V
,

(a u
, u ;

)= ⋯ = (a u , u ‘_ ,
)= 0 (i= 2 , 3 ,

⋯ )

现在讨论如何近似求解(4. 3) 和 (4
.

4) 式
.

首先从 (4
.

3) 式入手
.

令 {占
.

}下
一 ;

和{劝‘}下
一 ,

分别是W
l

和V
:

中线性无关的一组基
, 即 ,

甲〔V
I ,

分别存在a ‘
〔R 3和刀

‘〔R , i二 z , 2 ,

⋯
,

使

(4
.

3 e )

(4
.

4 a )

(4
.

4 b )

(4
.

4 e )

〔4
.

4 d )

对任意的对〔W
,

和任意的

“= 艺
a , 氛 (4

.

5 )

切, 乙尽咖 (4
.

6 )

用w
,

和v
。

分别表示 由基信
, ,

言
2 ,
⋯

,

氢 }和 {劝
, ,

劝
。,

⋯
,

劝
,

}张成的线性空间
.

任意。。

〔元
。

和甲
,
〔V

。

可以表作为

。。 = E
a ‘

雪
‘,

(a ‘〔R (4
.

7 )

切
,

二兄刀
‘

劝, (刀
‘〔R

, ‘= 1 , 2 ,
⋯

, 。) (4
.

8 )

代替求解 (4
.

3a) 、 (4
.

3 c) 式
, 里兹法导致求解 以下近似问题

只1(
, , 二 m in (A 。。 , 。一

)
。 , u ,

〔W
.

(4
.

g a )

5
.

七
.

: 切(“
。 , u .

)
a

+ p (职
. v , “tt

)
。
二 1 , 甲。

〔V
。

(4
.

g b )

(B甲
。 ,
h
”
), 一 (u

。
·

v ,
h
。
)
。

二 o ,

V h
”
〔V

。
(4

.

g e )

首先
,

得消去约束 (4
.

gC )并找出叭关于
。 ,

的显式关系
.

当不等式 (3
.

5) 成立时
, 方程 (4

.

3c )

或 (4
.

4 c) 对任意给定的
“〔W

,

有唯一解切〔V
,

的充要条件是二次泛函

F (甲)= o
‘

5 (B甲
, 切)。一 (“

·

v , 甲)
。

= m in
, 切〔V

、
(4

.

1 0 )

有唯一解
.

因此 ,
对任意给定的

“。〔W
。

并假定甄有形如 (4
.

7) 表达式
,

就可以 从 (4
.

10 ) 式

得到甲
,

的系数刀
‘:

刀
, , E , ‘, a , (‘, 1 ,

⋯
, ” )

J . 1

(4
.

1 1 )

其中
,
系数竹

, (‘
,

j= 1 , 2 ,
⋯

,

的 仅仅依赖于基 函数 {雪
‘

手T
一 :

和 {劝‘}T
. : .

对选定的基 {雪
‘

} 和

伸
‘} , , ‘,

由下式

F (切
”

)”
1

,

。

‘(刀华, , 切
,

) 。 一 (u 二 v 一甲 , )o
‘

刀
,
刀

, (刀功
‘,

叻, )。 一 名兄
a ‘刀

, (占‘
·

v ,

叻, )
。

公. 1 了一 1

.

艺j-l
,

Ef-linz一Zm
一一一一

唯一确定
,
它给出
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[ , ‘, 〕二〔(B叻
‘ ,

劝, ) , 〕
一 ’

仁(雪
‘ ·v ,

劝户
。

j
‘

(4
.

1 2 )

然后
,

利用拉格朗日乘子法
,

可将约束极小值问题 (3
.

1 2a) 、 (3
.

1 2 b ) 转化成下列无约

束问题

{(A “” , “n

)
, 一凡〔(a u

, , u 。

)一 1 ] }= m in (4
.

1 3 )

式中 (a u
二 , u 。

)= m (u
。 , 。。 )

e

+ p (甲
。v , u 。

)
。 ,

甲,
”甲

。
(。

,

) 由 (4
.

5 ) 和 (4
.

1 1 ) 式给出
.

从

(4
.

1 3) 式 ,
得到标准的线性代数特征值问题的方程

〔(A占‘
,

省, )
。

〕{a 圣一几[ (a占‘
,

睿, )〕{a } (4
.

1 4 )

以及 (a u
。 , “。 )二 1 (4

.

2 5 )

(4
.

1 4 ) 式中 (a 省
‘, 省, ) ~ 。 (占‘, 省, )

。
+ 户钾

。

(君‘) , ,

夸, )
。

切。
(首

‘

)二艺 丫 , ,劝,

了一 l

(4
.

1 6 )

(4
.

1 4) 式的非平凡解给 出特征方程 (若几换为。
“, 又为频率方程)

d e 七(〔(A睿‘
,

雪, )
,

〕一几〔(a占
‘, 睿, )j)二 o (4

.

1 7 a )

由于矩阵 [ (A省
‘ ,

占, )
.

〕和 [ (a占
‘, 占, )〕是对称的

,
方程 (4

.

z 7 a ) 给出
n
个实特征值

几厂
”’
( 人步

” ,
《

、 二
( 几者

”’

假定条件 (4
.

1 5) 成立
.

那么 , (4
.

1 7 b ) 中的 ,
个值均 是正的

.

(4
.

1 7 b )

定理5

证明 不失一般性
,
假定基信

‘}这样选取
,
使

‘A “‘
,

‘,
,一“‘, 一

{ (4
.

1 8 )
0 1斗 j

那么 ,
方程 (4

.

1 4) 变为

a
一 只云 (a省

‘ , a 搭
, ) == a ‘一 几(a 省

‘, u 。

)二 o (‘二 1 ,
⋯

, 。 ) (4
.

1 9 )

将 (4
.

1 9 ) 从1到。相加 ,
就有

艺 川 二只乙 (a (a
‘占‘)

, “ ,

)二元> 0

对所有元= 只;
” , (i= 1 , 2 , ⋯ , n )

.

注2 由于矩阵「(a 雪
‘ ,

雪, )] 是正定的
,

定理5的条件总能满足
.

注 3 若 p , 。
.

那么
,

从 归
.

1 4) 式得到的么就是结构在真空中自由振动的特征值
.

对藕联系 统
,

即
,

对p 斗 。
,

当 (4
.

1 1) 式中的系数 ? 、油 (4
.

12 ) 式确定并代入(4
.

16 )式中后
,

余下的计算量就将与 p 二。时的

计算量相当
.

由于 (4
.

12) 式的求解比从 (4
.

1 4) 式解特征值几要容易得多并且 (4
.

12 ) 和 (4
.

1 4) 的解可

以分步进行
,

这里提供的转化方法对比直接求解
仁6 〕,

不仅可以大大简化分析而 且可以大大减少对机器内存

的要求
.

五
、

数值解的收敛性

我们来考虑上述近似解的收敛性
,
它由以下定理予以保证

:

定理 6 (4
.

1 7 b) 中的近似特征值收敛于 (4
.

1) 和 (4
.

2) 式给出前
n
个特征值

, 即 :

lim 人{
“) = 几‘ (‘= 1 , 2 ,

⋯
, ” )

月 ~ 》 .



91 8 黄 争 鸣

为证明这一定理
, 回忆线性算子理论中两个结论

:

引理2 假定{ T
,

}是某 H ilb e r t空间中一个紧算子序列且 一 致收敛于算子T
,

即

h m OT
。 一 T n二 o

如果“
, 是算子 T 的第k个特征值

:

“一 “T “二 o , “〔D (T )

“孟
” , 是算子T

”

的第k个特征值
:

“, 一产(” )T
, “。
二 o , “。〔D (T

,

)

那么 , 拼, 二 lim “孟
. ,

月 - ) 。

引理 3 假定X 和Y 是两个模空间
, T : X * Y 是一个线性算子

.

若 T 是有界的且 T (X ) 的

维数有限
, 即 ,

di m T (X )< oo ,
则 T是紧的

.

定理 6的证明 从 (3
.

13 ) 式已知
,
原问题 (3

.

2) 和 (3
.

3) 等价于下列问题

“一 “T ““ 0 , “〔H
,

其中H
,

见定理 4
‘

证明的第 (I )步 , T
:

H
, 。H

,

是一个紧算子
.

因此
,

W
,

中的基信
‘

于孔
;

也是

H
,
中的一个基

.

假定它满足正交条件(.i
.

1 8)
.

那么 , 对任意的
。〔H

, ,
有

T “ = E (T u ,

占‘), 占‘ (5
.

1 )

其中
,
由定义

, (T 。, 睿‘) , 二 (a “, 首‘)== m (u , 占‘)
。
+ p (甲(“)v , 睿‘)

。 .

令
。
有形如 (4

.

6 ) 的表

达式 , 甲由 (4
.

10 ) 式确定
。

对
n
》 1 ,

按以下公式定义算子T
, :

T
。“= 兄 〔。 (“

,

雪‘)
。
+ p (甲

。
(“), ,

占。)
。

〕睿‘ (5
.

2 )

其中沪
。

有形如 (4
.

8) 的表达式并从 (4’
.

1 0) 式在v
。

中确定
.

由 (5
.

2) 定义的算子T
二 ,

对所

有
。
> 1都是紧的

:
显然 ; di m (T

,

(X )) = n < co ;
‘

由于信
‘

}是H
, 中的一个 基 , {}占

‘

}< co , 此

外
, 甲 :

(。)是线性
、

有限维的
, 从而

, i}切
,

(“) ]J《
e ll。}}

.

所以 , l]T
。 “
}}《乙 (。 + 户e ) 11蚕

‘

11
2

·

}}。 lj
‘二 I

” c : }}咧
.

据引理 3 , T
,

对所有
n > 1都是紧的

.

我们要证明
: T

,

一 致收敛于 T
.

从 (5
.

1 ) 和 (5
.

2 ) ,
有

.}: 一 :
。。 }:、
】{云

(二·
,

; ‘) , : ‘{z
+
}{云

。(, (·)一 , ,
(·)

,

; ,
·

, )
。

。‘

(5
.

3 )
名- . + 1

我们来估计
.

(5
.

3) 式右边的值
.

第一项很容 易实现
.

事实上
, 由于 (5

.

1) 式左边级数项一

致收敛于右边的 T 。
并且 T 是紧的

, 那么
,

对给定的
。> 0 ,

存在正整数N
,

使对所有的
“〔H

, ,

下式

云(T 一‘, , ·‘,

{{
、
亩

“T ·”《 e ,,·”
,

V ·
》N

(5
.

4 )
‘. 月 + 1

成立
.

下面估计第二项
.

由引理1 ,
从 (4

.

1 0 ) 式确定的函数切 (“)〔V
Z

c= 牙
2 , 2

(口。 )
.

因此

V :
中绝对收敛

.

这表明
,
存在实数P> 0 ,

使

!凡 }《M 卜l/
。‘+ ,

(4
.

6) 式右边级数项在

(5
.

5 )
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对充分大的
n , 比如

n > N 成立
,
这里

,
M是某个正常量

。

另一方面
, 根据里兹法确定的q7 ,

(幻

就是级数 (4
.

6) 的前
n
项部分和

,

即

切 (“ )一 切
。

(u )” 乙 刀
‘劝‘ (5

.

6 )
店= 肠 + 1

由迹定理
,
序列{

, ·

睿‘(S )片
一 ,和 {劝‘(S ) }T

一 ;
均是L

Z
(厂

。
)中的基

, 即

s P a n { ,
·

占
。
(S )}下

_ ;
二L

Z
(厂

。
)二 S P a n {劝. (S ) }T

_ ,

因此 ,
每一个劝

。(S )均可表作为序列{v. 省
‘(S ) }的线性组合

.

假定V
工

中的基 {势
‘
(x) 片

. :
这样选

取
, 使

“‘, ‘“,
, ,

·

“‘S , ,
。

‘一
{

于是 , 从不等式 (5
.

5 )
、

(5
.

6 )和(5
.

7 ) ,

】1公
。(、(。 )一 , 。

(“ )
,

;
‘

.

, )
。

:
‘

1 ,

了二

( !!省‘}{/ j
,

就有

(5
.

7 )
了钾 名

= 户 }1乙 乞 刀
, (势, (S )

, v
·

占‘(S ))
。

占
‘

‘二 l j二” + l

( p

石
(,

拐
’! ·

⋯ 云 一 ( }}
“
j}

j二 . + 1

M {}
“】!

jp
, 2 十 ’

C

(n + 1 ) , , 2

(
。
”
“
{}

, n > N

结合不等式 (5
.

4)
、

(5
.

8) 和(5
.

3) 就有
,

对
n
> N ,

下列不等式

11T u 一 T
. “ ]}= l(T 一 T

”
)u ll( Zo J}u {}

,
V 。〔H

汤

成立
.

这表明 h m }T 一 T
。

朋= 0
.

(5
.

8 )

根据引理 2 , 只需要验 证 T
。

的特征值与方程 (4
.

14 ) 所确定的特征值 完 全相同就可以

由于 T
。
(IJ

‘)的维数是有限的
,
满足特征方程

u〔H
, , “一几T

, “ = o ,
只斧 0

的维数也必然是有限维的
.

同前
,

取 传
‘片

一 :
为H

, 中线性无关的一组基
.

(5
.

9 )

令W
。

二 s Pa n {省: ,

舀
。

}
.

那么 ,
方程 (5

.

9) 有解的充要条件是存在函数
“ 。
〔w

。 , 。 ,

~ 乙
a ‘条,

使
咨。 1

(“
。 一久T

。肠。 , h
,

)
,

~ 0 (5
.

1 0 )

对所有瓜e元
,

都成立
.

恒等式 (5
.

1 0) 成立的充要条件是对每一个i = 1 , 2 , ⋯ , n ,
都有

(“
, 一义T

。“” , 蜜‘) , = 0 ( 5
.

1 1 )

回忆 (“
。 , 宜‘) , = (A “。 , 舀

。

)
: , (T

”。 , , 省‘) , = 仍(“
。 , 舀

‘
)
。
+ p 钾

”
(“

。
), ,

雪‘)。,
我们看 到

, 方程

(5
.

n ) 分别与 (4
.

14) 恒等
.

证毕
.

六
、

一个通用算法

当今
,

采用数值方法对水中结构附连水质量影响作振动分析
, 两种最 常 见 的 方案是

:

(1) 应用边界元技术计算流体的附连水质量影响(如〔1 5〕)
多 (2 )采用有限元方法计算 (例如

,

见〔1 6〕)
.

然而 ,
无论哪一种方案都不能单独用于形成一种通用的分析算法

.

为了实现边界元

解
,

首 先必须获得基本解
,

因此 ,
边界元方法难以 用于形成一种分析无界流场与结构祸联振
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动的通用算法
, 因为

,
无界域流场的基本解彼此差别很大

.

同样
,
这 种无限域流场也很难用

有限元法来自动模拟
,
除非其中某 (些) 个单元区域本身又是无限的

.

不过
,
有限元法的确又是处理复杂结构的最有力工具

,
而边界元法则最适合于场问题的

求解
.

另外
,
如果待分析问题的几何边界十分规则并且所指定的边界条件较为简单

,
那么

,

里兹法又 是分析这类问题的最简易的方法之一 基于这些考虑
,
下面给出一个采用有限元

、

边界元和里兹法相混合分析流一固藕合 问题的通用算法
.

首先
,
将结构域。

。

离散为N
,

个有限元
.

令扭
‘

}表示离散后的节点位移向量
, 〔E (劝〕则表

示对应位移
“(二)的插值函数矩阵

, 即

“(劣 )= 〔E (二 )〕{“‘}

那么 , ‘A
一

,一J
。

:

一‘· ,一 (·, “一‘一‘r 〔K 〕‘一 ,

, ‘
一

,一I
。

,

m ·‘! ,
’·‘·, d ! 一‘一 , ’〔M

·

〕‘一 ,

这里
, 〔K 」和〔M

.

〕分别是结构的总刚度矩阵和总质量矩阵
, 可以在任何一本有 限 元 结构分

析参考书中找到它们的现成结果
.

再考虑流场解
.

不失一般性
,
假定流场域口

tD 无界
.

进而
,
还假定口

。
可以由厂

: 分成两部

分 (见 图1 )
.

第一部分位于厂
: 之内

,
称为影响区

, 是有界的 (若口
。
有界

,
令r : == 厂力 , 第二

部分在厂
, 之外

,
称为衰弱区

, 其边界是规则的
。

在衰弱区内
,
可以对速度势方程 (2

.

5) 进

行分离变量解
,
并使其解满足除厂

: 之外的所有边界条件
,
这是 能 够实现的

, 因为其边界是

规则的
.

在图1所示的衰弱区内
,
速度势满足

‘’日’

沪D = E 习 (A . , e o 。(ie)+ B ‘, : in (‘0))K
‘(几, r )e o s(几, 、。)

畜白 Q J , 0

其中二
: 是纵向坐标

,
向上为正

, r 和e是平面 (二
; , 凡) 内的极坐标

,

幻= (i + 1 / 2) 二/ d
,

K ‘是

第二类改进的贝塞尔函数
, A ‘, 和B ‘, 则是待定常量

, 由厂 : 上的连续性条件 确定
.

作为近似

解
,
可以取

N I
N

:

甲另二 艺云 (A ‘, c o “(‘0) + B ‘, “in (10))K
‘(久, r )c o “(几, “ 3 )

‘二 0 J . 0

二乙刀
‘矽。(二)

在影响区内
, 用边界元法求解速度势

.

假定离散后的边界元节点总数为N N牙
.

那么,

关于N N牙个节点的整个方程组可以用矩阵表示为(修见〔1 1〕
,
p

.

53 ) :

[H
‘, 〕{切, }= [ G ‘, 〕{q , } (6

.

1 )

其中〔H
‘, 〕和〔G ‘, 〕是系数矩阵

, 依不同的边界元模式 (线性元或二次元) 而有异
,
钓和 q , 是

甲和a甲归
v
在j节点的取值

.

用州二 (川
,
川

,
城 ) 表示第j个节点的坐标

, 那么, 甲 , 和 q , 满足

以下关系

q , ” u (x 勺
·

, 二 〔E (劣勺〕{“. 卜v ,

在F 。
上

口, 二 0 ,

在F 。
上
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万

华, 一艺 刀
‘沪‘(x 了) , g , 二

公= 1

切 , = 。
,

在厂
,
上

将全部节点集分为不相交的子集I
。,

要
(州,

,

在rB 上

I
,

和I
R

后 ,
可将方程 (6

.

1 ) 改写为

刀
,

!

兄倒IB

乙 万
, , 切J +

j ‘ 1 0
只

H
! 了一 +

鑫(
,

只{
H

‘, , ·(一 , 一 G 。,

鲁
‘一,

})
一 ,

鬓
G

‘, Q ,

= 乙 G ‘, {e (x j ) }
r

{“, }
,

(‘= 1 ,
⋯

,

N N 附 )

夕C 1 0

其中通
‘(义j)} , = 〔E 扭

, )j
·

v .

从 (6
.

2 ) 式
,

得到

{甲, }i〔z
。
= 〔夕, 。〕{“。 }

令函数甲在厂
。

上的插值函数矢量 {T , (x ) }即
,

甲(% ) l
, (r 。

== {T , (x ) }, {甲 , }j(,
。
= {T , (“ )} , [ , , 。〕{“. }

(6
.

2 )

那么
p (, , , 。)

。

一。(, , 。
·

, )
。

一 p

{
, (x )。(二 )

·

, 、s

J l
’

o

= {“‘}
T

[M
。〕{“‘}

这里
〔、

tD 〕一 。〔, , , 〕T

f
_

{ : , (x ) }、。(二) }全d s

J l
一。

可以当作为总的附连水质量矩阵
.

得到了〔K 〕
, 〔汀刁

, 〔M
。〕, 流一固祸联振动的固有频率。由以下频率方程确定

F (田 )= d e 七( [K 〕一 。
2

{〔M
。

] + [M
, 〕})二 0

七
、

算 例

为了说明上述算法的有效性
,

考虑一个重力水一坝藕合系统
,
见图2

.

坝处理为线弹性悬

臂梁
,
水沿正的劣轴方向无限

.

当a = b和d ‘H 时
,

郑哲敏和马宗魁于1 9 5 9年得到了解析解
【“ ’.

用I表示
a

, b时的弯曲刚度
, E 和。表示坝的杨氏模量和质量密度

, p 表示水的质量密度
.

于

是

(, · , ·)
。

一

可子
‘

(分)
2 “v

m (

一
)一 {子

fn 一d 。

。(, ·, 。)
。
一 。(⋯

, * )。一 。

犷
·, . , 一 。 d 。

将梁离散为N
,

个等长单元
, 长度l= H / N

, ,
共有 Z x (N

,

十 l) 个节点位移 {“}= {“, ,
0 , ,
⋯ ,

断
:
* : ,
断

s
, ;

}? , 其中。‘
和0

‘

是第i个节点的线位移和角位移
.

取三次完全多项式为 单元插值

函数
.

1单元上的挠度
“(功可以表作为

“(夕)一 {N
:

N : N
。

N
‘

}{“‘ 0‘ “‘十 : 0‘
+ ;

},

其中
, N ; (, )二 1 一 3((g 一 (‘一 1 )l)/ l)

2

+ 2 ((!I 一 (i一 1 )l)/ l)
s
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几几Ia升.连.”公

爵爵爵
圈2 , 力水一坝报合系统 离散模型

N
Z

(夕) = 夕一 (i一 1 )l一 2 (v 一 (i一 1 )l)
2

/ I+ (夕一 (‘一 1 )l) 3 / 1
2

N 3 (, )= 3 ((夕一 (i一 1 )I) / I)
“一 2 ((, 一 (f一 1 )l)/ I)

”

N ‘(夕)= 一 (夕一 (‘一 1 )l)
“

/ l+ (夕‘ (i一 1 )l) 3 / 1
2

N
:

= E 兄
‘= 1

‘

J(‘一 l) 乙

(“
“
)
“
d y

织 「

台
用‘

J
“Z
d 夕

、.

少a
“u)从而

, (A u ,

m (“,

(公一 1 ) 乙

考虑流场域
.

令二《L
。

为影响区
, x > L

。

为衰弱区
.

在衰弱区内
,
对速度势取近似式

切二= 乙刀
‘e x p卜只‘二〕c o s几‘,

其中几
。= (‘一 1 / 2) 二/ H

.

在影响区内
,
应用线性元离散其边界

,
参见图 3

.

假定 I
。,
几

,

I : 和

I ,
中元素分别有 N l。

,

N IB , N IR 和 N IF 个
,
其中N l o~ N

,

十 1
.

取 N
a

~ 4
,

N I R = 3,

N IB ~ 5
,

N IF = 13
, c = 0

.

01
,

L ~ 1
.

0 , a = 0
.

1
,

H 二1
.

0
,

对应其余不同参数下的计算结

果见表 1和表 2以及图4 ,

其中
, 。 ,

是水坝祸合系统的基频
, 。 。, = ((1

.

8 7 51 )
毛
E l / (。H

‘
) ) ‘

尹“

是等

直梁 (a = b) 在真空中自由振动的基频
.

衰 1 (b /a = 1
.

0
,

d 二H )

心/
。
含
:

解析解([ 2 1
、

[ 14〕)

0
.

8 9 6 1

0
.

8 1 0 4

0
.

6 8 0 7

0
.

5 8 6 9

0
.

8 9 7 1

0
.

8 1 3 3

0
.

6 8 5 4

0
‘

5 8 9 3

相对误差

o 一 l多
0

.

5 6拓
0

.

6 9书
。

.

8 9拓

衰 2 (p H / 小二 0
.

5)

。。。卜。玉玉

{{{{{
“/a 一 ‘

·

000 b/
a =

‘

1
.

222 b/
a = 2

.

444 b /
a = 1

.

666 b加二 1
.

888 b/
a = 2

.

000

33333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333
.

2 16 777ddd二HHH 0
.

8 9 7 111 1
.

2 68 000 1
.

6 9 1222 2
.

16 0 888 2
.

6 7 1 000 3
.

5 84 888

1111111111111
.

0 2 2 777 1
.

4 3 59999999999999999999999999999999999999ddd = 1
.

SHHHHHHH 1
.

9 05 111 2
.

4 2 3 444 2
.

9 8 5 0
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t
_
二

,

一
, 「, ‘. r . , _ 一 11 ,

二 Pll/ 水

0 土 2 3 4 5 才一
甲

专一宫一省

图 4 ‘b/ a = 1
.

0
,

d = H )

八
、

结 论

本文证明了线弹性结构与理想流场藕联振动解的存在性以及数值解的收敛性
.

综合里兹

法
、

有限元和边界元
,
给出了一种通用算法

.

基于该算法
,
有可能编制一个分析流一固祸合

系统通用程序
.

一旦程序实现
, 那么 ,

自动分析众多浸入水中或浮于水上结构的动态 问题就

不难了
.

根据 本文算法所得到的一些数值结果与解析解符合甚好
.
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