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摘 要

在本文内
,

局部凸 H a us d o r ff 空间中凝聚选择映象极大元的两个存在性定理被证明
,

推广

M eht a 的最近结果
.

其中一个定理肯定地解答了 M
e hta 提出的待解决的问题

.

关扭祠 拓扑矢量空间 凝聚选择映象 极大元

_ 己!
‘

当
.

、 J I 「J

令D 是拓扑矢量空 间的一非空子集
,

2 ”表D 的一切子集的族
,

则D 上的每一二元关系尸产

生一多值映象尸(二)~ {y〔D
:

(x
,

妇〔尸 }
.

我们称多值映象尸
:
D 、 2 ” 为一选择映象

,

如果它来

自D 上的一二元关系尸
,

因此 , 〔尸(二 )
,

x 〔D 当且仅当(二
,

妇〔尸
.

此二元关系可解释为选择对

象集D 上的一个选择关系
.

称点 x 〔D 是选择映象尸的极大元
,

如果尸(x )= 功
.

极大元的存在性定理在数学经济中有重要应用
.

例如在不具有有序选择的一般平衡理论

的最近工作中
,

在抽象经济或定性对策中平衡点的存在性通常扶下 列方式被 证 明:
首 先 在

H au sd
o r ff 拓扑矢量空间的子集上构造一选择映象尸

,

然后证明存在一点 x 。

使 得 尸(x
。
)= 必

.

例如见 A liP r a n t is
一

B r o w n 〔l〕
,

G a le 和M a s 一

C o le ll 〔4〕
,

S o n n e n s e h e in [ 1 2 〕
,

B o r g lin 和

K e id in g [ 3 ]
,

B o r d e r [ 2〕
,

W
a lk e r〔1 7〕

,

T 往le e a 〔1 5
,

1 6〕和 T o 往s s a in t[ 1 4〕
.

在这些工作中

都假设 了选择映象定义在有限维笛卡尔空间或 H a
此d or ff 拓扑矢量空间的一紧凸子集上

.

最近 M e hta 仁“, 。’对 B a n
ac h 空间内的 严格集压缩选择映象和凝聚选择映象证 明了 某些

极大元存在性定理
.

这类选择映象的经 济 意 义在 [ 9 〕被 解 释(也见 M e hta 〔7
,

第七章〕)
.

M e hta 〔9
,

注 2〕指出他不知道他的定理能否推广到拓扑矢量空间
,

得到这些推广将 是有趣的
.

在本文中
,

我们将给出 M e hta 在〔9〕中提出的公开问题的一个肯定的解答
.

二
、

预 备 知 识

令 E 是一局部凸 H a
讹d or ff 拓扑矢量空间和 D 是E 的非空子集

.

我们将分别用in t( D )
,

co (D )和
c
o( D )表D 的内部

,

凸包和闭凸包
.

.
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我们将需要由 Pe t ry shy n 和 Fitz p a tr ie k 在 [ 10〕中引入的下列概念
.

定义 2
.

1 令C 是具有极小元。的一格
.

称映象巾
,
Zp , C是中 非紧性测度

,

如果对 K C D

和BC 刀下列性质成立
:

( i ) 少 (
e o
(K ))= 巾(K ),

( ii ) 中(K )二 0当且仅当K 是相对紧的 ,

(111) 必(K U B )== m a x {中(K )
,

必(B )}
.

由此立即可得如果K C B
,

则巾(K )( 巾(B )
.

此非紧性测度概念首先出现在 S a d o v sk ii 的文章〔1 1 ] 中
,

他从 由 K 住r a to w sk i‘。’引 入

的集非紧性测度和在〔5〕中引入的球非紧性测度中抽出了这一概念
.

后两个概念仅定 义 在度

量空间上且集C是具有通常序的有向集R
+

= { , 〔R
: r > 。} U {oo }

,

在局部凸拓扑矢量空间内
,

由 P e tr y shy n 和 F itz p a tr iek “ , ’
引入的x

一

非紧性测度和?
一

非紧性测度都是定义2
.

1 内的必
,

非紧性测度的特例
.

定义 2
.

2 令少是E 上的少
一

非紧性测度
,

称多值选择映象尸
:

D , 2 忿是巾
一

凝聚的
,

如果对

一切非相对紧集K C D
,

少(尸(K ))李巾(K )
.

在C ~ R
‘

时
,

上述条件化归对一切 非相对紧集

K c D
,

功(P( K ))< 少(K )
.

三
、

极 大 元

为证明主要定理
,

我们将需要下面引理
.

引理3
.

1 令E 是局部凸 H a
us d or “ 拓扑矢量空间和 D 是E 的一非空闭凸子集

.

假设 T
:

D , 2 ”是一少
一

凝聚映象
.

则存在 D 的一非空紧凸子集K 使得T
:

K , ZK .

证明 我们用归纳法定义一超限序列<K 办 如下 :
令 K 。二 co (T (D ))

.

假设 a 是一序数

使得对任何刀< a
,

K , 已有定 义
.

如果a 是第 , 类序数
,

令 K
。

= 而(T (K
。 一 :
” , 如果 a 是第

二类序数
,

令K
。

= n K ,
.

夕< a

容易看出<K
。

>有下列性质
:

(1) 对每一序数 a ,

T (K
。

)C= K
a ,

(2) 每一K
。

是闭凸集且对 a > 刀有K
。

g K ,
.

因为超限序列<K o) 是非增的 , 存在一序数y使得K
, 二K

, 十 : ,

且因此K
, = K , 对一切 夕> , 成

立
.

定义K = K , .

则显然有T (K )c= K
,

事实上我们有
e o

(T (K ))= K (
,
)

余下需证明K 是紧的
.

由定义2
.

1的条件(i) 和(劝式
,

有

必(K )= 少(
e o
(T (K )))== 少(T (K ))

从T 是必
一

凝聚 映象的假设推得 K是一相对紧集
.

又由K 是闭集知K 是紧集
,

证毕
.

注 引理 3
.

1推广 M e五t a 〔9 ,的引理到局部凸 H a u sd o r ff 空间
.

现在我们证明下列极大元的存在性定理
.

定理 3
.

1 令E 是局部凸 H a
此 dor “ 拓扑矢量空间和刀是E 的非空闭凸子集

.

假设 尸
:

刀

, 2 。是一多值选择映象使得

(
a
) 对每一x 〔D

,
x 诺e o

(P恤)) ,

(b ) 对每一使得P (x )笋功的二〔D
,

存在夕〔D 使得 二〔in t(P
一 ‘
(v)) 其 中 P

一 ‘
(v)= 1戈〔D

:

夕〔尸(二 )} ,
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(
。
) 尸是少

·

凝聚的
.

则尸在刀内存在极大元
.

证明 假设结论不真
,

则对每一x 〔D
,

尸(x )铸必
.

由引理3
.

1
,

存在一非空紧凸集K C D

使得尸
:

K , ZK .

对每一二〔K
,

由T (劝 = co (P (x) )定 义映象7’
:

K , ZK .

显然每一T (x ) 是非

空凸集
.

其次我们证明对每一二〔K
,

存在y〔K使得在 K 的相对拓扑下戈e nt (T
一 ‘

(妇)
.

令x 〔K 任

意给定
.

因尸(x) 笋必
,

条件(b) 蕴含存在 夕〔D 使得 , 〔int (尸
一 ‘

(妇 )
.

因为 尸(劝仁
c
o( 尸(二))=

T (x) 对每一 二〔D 成立
,

所以 int (尸
一 ’

(夕))〔 int (T
一 ‘

(夕))
,

其中此内部是 相 对 于 D 的 内

部
.

因此x 〔T
一 ‘

(, )蕴含, 〔T (x )二K
.

所以对每一二〔K
,

存在 , 〔K使得二〔 in t( T
一 ‘

(妇 )
,

其

中此内部是相对于D 的内部
.

由此推得存在 x 在D 内的一开邻域 U 使得 U C T
一 ‘

(夕)
,

这蕴含

U n K在K 内是开的并且 x 〔U n K仁 T
一 ‘

(妇 在 K 内的内部
,

这 就证明了对 每一二〔K
,

存在

夕〔K 使得 x 〔in t( T
一 ’

(, ))在K 的相对拓扑下成立
.

因此 T ar af d ar 〔1 3〕的一个不动点定理的一切条件被满足
,

且因此存在一点沪〔K C= D 使

得二 . 〔T (二钓 ~ co (尸(x 勺 )
.

这 与假设 (a) 矛盾
.

因此定理3
.

1的结论成立
.

注 定理3
.

1改进和推广了 M
e h ta 〔8 ]的定理1和M

e h ta [ 9 ]的定理到局部凸 H a u sd o r ff 拓扑矢 量 空

间
.

定理 3
.

1也肯定地解答了由 M
e hta 在【9

,

注2 1中提出的尚未解决的问题
,

我们也容易推广M e h ta[ 8」的

定理3到中
一

凝聚映象和局部凸 H au sd or ff 拓扑矢量空间
.

我们省去
.

由应用 M e h ta 〔s
,

定理4 〕
,

我们容 易得到 M e h ta 〔s」的定理 5的下面推广
.

定理 3
.

2 令D 是局部凸 H a
二 dor ff 拓扑矢量空间 E 的非空闭凸子集

.

假设选 择 映象

尸
:

D o Z”满足下列条件
:

(
a
) P 是非周期的

,

即是如果对i = l
,

⋯
, 。 ,

x ‘十 :
〔P (x

‘
)

,

则
,

x ,

曦P (x
。 , :

) ,

(b ) 对每一 x ( D 使得P (二 )笋功
,

存在 g 〔D 使得 x 〔in t(P
一 ’

(y ))在D 内成立
;

(
c
) 尸是少

一

凝聚的
;

则尸在 D 内存在极大元
.

证明 假设结论不成立
,

则对每一x 〔D
,

尸(x )笋功
.

应用定理 3
.

1的证明中相 同的论证
,

我们能证 明存在一非空紧凸 集 K C D 使 得 尸
:

K 、 ZK 和 对 每一 x 〔K
,

存 在 夕〔K 使 得 劣〔

in t(P
一’
(y ))

,

其中in t(P
一 ‘

(g ))是P
一 ‘

(夕)在 K 的相对拓扑下的内部
.

显然 M e h ta ‘8 ’的 定 理

4中一切条件均被满足
.

因此存在 x 劳〔K C D 使得尸(二勺 = 功
.

这一矛盾证明了定 理 3
.

2 的结

论成立
.

注 定理3
.

2推广了 M e ht a〔s] 的定理 5到动
一

凝聚选择映象和局部凸 H a us d or ff 拓扑矢量空间
.
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