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摘要 :  讨论一般形式的一阶线性和拟线性椭圆型方程的非线性 Riemann问题, 通过把这些问题转

化为奇异积分方程,利用压缩原理和广义压缩原理来证明在某些假设条件下所讨论问题的解的存

在性# 
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引   言

弹性力学和机械工程中的许多实际问题可以转化为一阶或二阶椭圆组的边值问题, 很多

学者以及本作者对它们进行了讨论
[ 1~ 6]# 

本文,我们进一步讨论一般形式的一阶线性和拟线性椭圆型方程的非线性 Riemann问题# 

1  线性方程的非线性 Riemann问题

设 G
+
是复平面 E上由有限条封闭的不相交曲线#k I C

1, A
( k = 0, ,, m) ,围成的有界多

连通区域, #0把所有的 #k 包含在它的内部# 用 G
-
k , k = 0, ,, m 来表示G

+ 在 E 内的补集,

G
-
0 是无界的, G

-
= G

m

k= 0
G

-
k# 定义逆时针方向为 #0的正方向,对其它的 #k顺时针方向是正方向

# 如果 w ( z ) 是定义在 E_#上的函数, # = G
m

k= 0
#k ,对 t I # 用w

+
( t ) 表示 w ( z ) 当 z 从G

+ 内

部趋于 t 时的值,用 w
-

( t ) 表示 w ( z ) 当 z 从G
- 内部趋于 t 时的值# 

复表面 E 上的任意线性一阶椭圆型方程组都可以化为下面的复形式:

  5w / 5�z - q1( z ) (5w /5z ) - q2( z )5�w /5�z + A( z ) w + B( z ) �w = F ( z )# ( 1)

假设 A

1) qi ( z ) ( i = 1, 2) 是平面 E 上的有界可测函数, 在无穷远处为零,并且满足下面的条件
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  | q1( z ) | + | q2( z ) | [ q0 < 1   ( z I E ) ; ( 2)

2) A ( z ) , B ( z ) 和 F( z ) 属于 Lp , 2( E ) , p > 2;

3) G ( t) ( t I #) 满足HÊ lder条件, g ( t , w ) 对 t I #, | w | [ M( M是一个充分大的正常

数)满足HÊ lder_Lipschitz条件

  | G( t 1) - G( t 2) | [ KG | t 1 - t 2 |
B
, ( 3)

  | g ( t 1, w 1) - g ( t2, w2) | [ Kg [ | t 1 - t 2 |
B

+ | w1 - w 2 | ] , ( 4)

其中 KG , Kg , B( 1/ 2 < B< 1) 是常数# 
我们考虑下面的非线性 Riemann问题# 

问题 R 在 G
+ G G

- 内寻找方程( 1) 的解, 它在G
+

= G
+ G #和G

-
= G

- G #内部HÊ lder

连续, 关于�z 的偏导数属于Lp , 2( E ) , p > 2,在无穷远处为零,并且在 # 上满足下面的跳跃条件

  w
+

( t ) - G ( t ) w
-

( t ) = Lg( t , w ) , ( 5)

L是一个正的实常数# 

定理 1  如果 J = IndG ( t) \ 0, 在假设 A 下, 且当 q0, A 0 = +A( z ) +L
p , 2

, B0 =

+B( z ) +L
p ,2

, L都取的足够小, 则问题R对任意给定的右端项 F( z ) I Lp , 2( E ) , p > 2都可解,

解依赖于 J次多项式而有唯一确定# 
证明  令 Q= 5w / 5�z I Lp , 2( E) , 则有

  w ( z ) = <( z ) + TQ, ( 6)

TQ= -
1
PQQE

Q( F)
F- z

dNdG, <是一个分块解析函数,并且在 # 上满足下面的边界条件

  <+
( t ) - G( t ) <- ( t ) = [ G( t ) - 1] TQ+ Lg( t , <+ TQ)# ( 7)

因为 TQ在E 内对任意的Q( z ) I Lp , 2( E ) , p > 2是连续的,因此(参考文献[ 5] )

  <( z ) =
X ( z )
2Pi Q#

[ G( t ) - 1] TQ+ Lg( t , <+ TQ)
X

+
( t ) ( t - z )

dt + 6
k- 1

j = 0
ajz

j
X ( z ) =

    X ( z )
2Pi Q#

[ G ( t ) - 1] TQ
X

+
( t ) ( t - z )

dt +
X ( z )
2Pi Q#

Lg( t , <+ TQ)
X

+
( t ) ( t - z )

dt + 6
k- 1

j= 0

ajz
j
X ( z ) =

    -
X ( z )
Pi QQE

1
2PiQ#

[ 1- G ( t ) ] dt

X
+

( t ) ( t - z ) ( t - F)
Q( F) dNdG+

    LX ( z )
2Pi Q#

g( t , <+ TQ)
X

+
( t ) ( t - z )

dt + 6
k- 1

j = 0

ajz
j
X ( z ) , ( 8)

记

  H( z ) =
1

2PiQ#

[ G ( t ) - 1] dt

X
+

( t ) ( t - z )
, #g =

1
2PiQ#

g ( t , <+ TQ)
X

+
( t ) ( t - z )

dt ,

  T 0Q= TQ+ X [ T ( HQ) - HTQ] , #c
g =

1
2PiQ#

g( t , <+ TQ)
X

+
( t ) ( t - z )

dt ,

  SQ= -
1
PQQE

Q( F)
( F- z )

2dNdG,

  T 1Q= X ( z ) [ S( HQ) - H( z ) SQ] + Xc( z ) [ T( HQ) - H( z ) TQ] - XHcTQ,
<( z ) 可以表示为

  <( z ) = X [ T( HQ) - HTQ] + LX ( z ) #g + 6
k- 1

j = 0
ajz

j
X ( z ) , ( 9)

因此

  w ( z ) = <( z ) + TQ+ 6
k- 1

j= 0

ajz
j
X ( z ) = T 0Q+ LX ( z ) #g 6

k- 1

j= 0

ajz
j
X ( z ) , ( 10)
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5w
5�z = Q,

5w
5 z

= T 1p + SQ+ LXc�g + LX #c
g + 6

k- 1

j = 0

ajz
j
Xc( z ) + 6

k- 1

j= 0

ajjz
j- 1

X ( z )# 
( 11)

把( 10) , ( 11)代入( 1)可以得到关于未知密度 Q I Lp , 2( E ) 的奇异积分方程

  Q- PQ= f ( z ) , ( 12)

其中   PQ= q1 SQ+ q2 SQ+ q1T 1Q+ q2 T 1Q- AT 0Q- BT 0Q+

    L[ q1Xc#g + q 1X #
c
g - AX #g + q 2 Xc#g + q 2 X #c

g - B X #g]# 

而 f ( x ) 仅依赖于方程的右端项 F ( x ) 和任意给定的多项式 6
k= 1

j= 0
ajz

j
, 同未知函数 Q( x ) 无关# 

首先考虑下面的齐次方程

  Q- PQ= 0, ( 13)

对 Q1, Q2 I Lp , 2( E ) , 有

  | PQ1 - PQ2 | [ | q1 S( Q1 - Q2) | + | q2 S( Q1 - Q2) | + | q1T 1( Q1 - Q2) | +

    | q2 T 1( Q1 - Q2) | + | AT 0( Q1 - Q2) | + | BT 0( Q1 - Q2) | +

    L[ | q1Xc( #g ( Q1) - #g ( Q2) ) | + | q1X ( #c
g ( Q1) - #c

g ( Q2) ) | +

    | q2 Xc( #g ( Q1) - #g( Q2) ) | + | q 2 X ( #c
g ( Q1) - #c

g( Q2) ) | +

    | AX ( #g ( Q1) - #g ( Q2) ) | + | B X ( #g ( Q1) - #g( Q2) ) | ] ,

所以

  +PQ1 - PQ2 +L
p ,2

[ Kp +Q1 - Q2 +L
p ,2

, ( 14)

其中

  KP = q0( +p + K1) + ( A 0 + B 0) K0 + L[ q0( LcHg + LH
c
g ) + ( A 0 + B0) LH ] ,

  +p = +S +L
p ,2

, L = sup
E

| X ( z ) | , Lc = sup
E

| Xc( z ) | ,

  | T 1( Q1 - Q2) | [ K 1 +Q1 - Q2 +L
p ,2

, | T 0( Q1 - Q2) | [ K 0 +Q1 - Q2 +L
p ,2

,

  A 0 = +A ( z ) +L
p ,2

, B0 = +B ( z ) +L
p ,2

,

  | #g ( Q1) - #g( Q2) | [ Hg +Q1 - Q2 +L
p , 2

, | #c
g( Q1) - #c

( Q2) | [ H
c
g +Q1- Q2 +L

p ,2
,

如果 q0, A 0, B0 和 L都充分小,有 KP < 1,即得方程( 13) 只有零解,而方程( 14) 对于任意右端

项 f ( z ) 有唯一解# 定理 1得证# 

2  拟线性方程的非线性 Riemann问题

现在我们考虑下面一阶拟线性方程的非线性 Rimann问题

  5w
5�z - q1( z , w )

5w
5z

- q2( z , w )
5�w
5�z + F ( z , w ) = 0# ( 15)

假设对任意固定的 M > 0, 存在实常数 q 0 = q0( M) < 1,对 z I E , | w | [ M 有下面的椭圆

型条件

  | q1( z , w ) | + | q 2( z , w ) | [ q 0 < 1# ( 16)

假设 B

1) qi ( z ) ( i = 1, 2) 满足下面的条件

  | qi ( z , w1) - qi ( z , w 2) | [ M i | w 1 - w 2 |   ( i = 1, 2)# ( 17)
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2) F( z ) 属于 Lp , 2( E ) , p > 2并且满足

  | F ( z , w 1) - F ( z , w2) | [ F0( z ) | w 1 - w 2 | , F 0( z ) I Lp , 2( E)   ( p > 2) ,

( 18)

3) G ( t) ( t I #) 满足HÊ lder 条件, g ( t , w ) ( t I #, | w | [ M ( M 是充分大的正数) )满

足HÊ lder_Lipschitz条件, 即

  | G( t 1) - G( t 2) | [ KG | t 1 - t 2 |
B
, ( 3)

  | g ( t 1, w 1) - g ( t2, w2) | [ Kg [ | t 1 - t 2 |
B

+ | w1 + w 2 | ]# ( 4)

定理 2  在假设 B下,当 V = IndG( t) = 0时,如果 F( z , 0) , F0( z , 0) 的 Lp , 2( E) 范数及

q 0, L都充分小,则拟线型椭圆型方程 Riemann问题有唯一解# 

证明  类似于定理 1的证明,可得( 10)和( 11) ,把它们代入方程( 15)可得

  Q- PQ= 0, ( 19)

其中

  PQ= q1( z , T 0Q+ LX #g ) ( T 1Q+ SQ+ LXc#g + LX #c
g ) +

     q2( z , T 0Q+ LX #g ) ( T 1Q+ SQ+ LXc#g + LX #
c
g ) +

     F ( z , T 0Q+ LX #g ) ,

对 Q1, Q2 I Lp , 2( E ) , 有

  | PQ1 - PQ2 | [ 6
2

i= 1
| qi ( z , T 0Q1 + LX #g( Q1) ) - qi ( z , T 0Q2 + LX #g ( Q2) ) | @

    | T 1Q1 + SQ1 + LXc#g ( Q1) + LX #c
g ( Q1) | + 6

2

i= 1

| qi ( z , T 0Q+ LX #g ) | @

    | T 1Q1 - T 1Q2 + SQ1 - SQ2 + LXc�g ( Q1) - LXc�g ( Q2) + LX�
c
g ( Q1) -

    LX�c
g ( Q2) | + | F ( z , T 0Q1 + LX #g( Q1) ) - F ( z , T 0Q2 + LX #g( Q2) ) | # ( 20)

利用( 17) , ( 18) , ( 3) , ( 4)和( 20) ,可得

  +PQ1 - PQ2 +L
p ,2

[ KP +Q1 - Q2 +L
p ,2

, ( 21)

其中

  KP = ( M1 + M2) ( K 0 + LLHg ) @

    ( +p +Q1 + + K 1 +Q1 ++ LLcHg +Q1 + + LLc#g ( 0) + LLHc
g +Q1 + +

    LL #
c
g ( 0) + q 0( +p + K 1 + LLcHg + LLH

c
g) + +F0 +( K 0 + LLcHg)# ( 22)

由Riesz_Torin定理知 +p 关于p 是连续的,且 +2 = 1,对任意固定的常数 M > 0存在 E( M ) >

0, 使得

  q0( M ) +p < 1, 0 < p - 2 [ E( M)# ( 23)

对固定的满足方程( 23)的 p ,可以找到数 r > 0和 D> 0, 满足下面的不等式

  ( K 0 + LLHg ) r < M, ( 24)

并且

  A= ( M1 + M2) ( K 0 + LLH g) @

    ( +pr + K 1 r + LLcHgr + LLc#g ( 0) + LLHc
gr + LL #c

g( 0) ) +

    q 0( +p + K 1 + LLcHg + LLHc
g) + ( K 0 + LLcHg ) D< 1# ( 25)

在这里我们假设

  +F0 +L
p , 2

< D, ( 26)

对于任意属于区域

75李   明   忠    宋   洁



  S( 0, r ) = Q I Lp , 2( E) : +Q+L
p ,2

< r ( 27)

的 Q1、Q2, 由( 21)、( 22) , ( 25)、( 26)和( 27)有

  +PQ1 - PQ2 +L
p ,2

[ A+Q1 - Q2 +L
p ,2

, KP [ A< 1# ( 28)

对于零元素 H= 0, 有

  PH= q1( z , LX #g ) ( LXc#g + LX #c
g ) + q2( z , LX #g ) ( LXc#g + LX #c

g ) + F ( z , LX�g ) ,

  +PQ+L
p, 2

[ q0( LLcHg + LLHc
g) + +F( z , LX #g ) - F( z , 0) +L

p , 2
+ +F ( z , 0) +L

p ,2
[

    q 0( LLcHg + LLHc
g) + LLHg +F 0( z ) +L

p , 2
+ +F ( z , 0) +L

p ,2
,

所以当 L及F ( z , 0) 在 Lp , 2( E ) 中的范数适当小时,又有

  +PH+L
p ,2

< ( 1 - A) r ( 29)

由此利用广义压缩原理, 同样可知方程( 19)在空间 Lp , 2( E ) 中有唯一解 Q# 

而当 x = IndG( t) > 0时,类似可得此问题同样有解,并且解依赖于一个 k 次多项式# 
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On the Nonlinear Riemann Problems for General

First Elliptic Systems in the Plane

LI Ming_zhong1,  SONG Jie2

( 1. Mathema tics Depa rtm ent , Shan gha i Univer sity , Shanghai 200072, P . R . China ;

2. Mathem atics Depa rtm ent , East China Un iver sity of Science and Technolo gy ,

Shangha i 200237, P . R . China )

Abstract: The nonlinear Riemann problem for general systems of two first order linear and quasi_lin-

ear equations in the plane are considered. It translates them to singular integral equations and proves

the existence of the solution by means of contract principle or general contract principle. The known

results are generalized.

Key words: Riemann problem; elliptic system; singular integral equation
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