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摘 要

本文提出了对粘性阻尼线性振动系统的复模态二次广义特征值问题进行高效近似求解的一种

新的矩阵摄动分析方法
,

即先将阻尼矩阵分解为比例阻尼部分和非比例阻尼部分之和
,

并求得系

统的比例阻尼实模态特征解
;

然后以此为初始值
,

将阻尼矩阵的非比例部分作为对其比例部分的

小量修改
,

利用摄动分析方法简捷地得到系统的复模态特征值问题的近似解
.

这一新方法适用于

振系阻尼分布不十分偏离比例阻尼情况的问题
,

因此对大阻尼 (非过阻尼 ) 振动系统也有效
.

这

是它优于以前提出的基于无阻尼实模态特征解的类似摄动分析方法的重要特点
.

文中建立了复模

态特征值和特征向虽的二阶摄动解式
.

并通过算例证实了其有效性
.

此外还讨论了利用比例阻尼

假定估计阻尼系统固有振动的复特征值的可行性
.

关锐词 振动分析 阻尼系统 复模态 二次特征值问题 矩阵摄动法

一
、

引
一

言

工程中的许多机械和结构振动系统都可被简化为具有粘性阻尼的多自由度线性振动分析

模型
,

其复模态二次广义特征值问题的求解技术仍是振动 工程界感兴趣的研究对象
.

文献〔1〕

和 仁3〕提出了基于小阻尼振动系统 的无阻尼实模态特征值问题的解对其复模态特征值问题进

行近似求解的矩阵摄动法
,

它对于一大类小阻尼线性系统 的振动分析具有重要 的 实 用价值
.

但对于振系阻尼较大的问题
,

尚缺乏类似 的高效分析方法
.

本文将提出一种基于比例阻尼实

模态特征解对一般粘性阻尼线性振动系统 的复模态二次广义特征值问题进行高效近似求解的

矩阵摄动分析方法
.

这一新方法 的适用前提是振系阻尼分布 比较接近于比例阻尼情况
,

而不

受限于阻尼的量级(但过阻尼非振动情况应被排除在外 )
.

因此
,

它对具有较大粘性阻尼 的振

动系统 的复模态特征参数分析也 是有效的
.

文中所给算例证实了这一点
.

此外
,

本文还通过

一些实际算例继续讨论了用比例阻尼实模态 的复特征值近似相应的复模态特征值的可行性
,

这是对文 [3 〕中有关讨论的补充
.
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二
、

预 备 理 论 [z]

考虑
n
自由度粘性阻尼线性振动系统 的复模态二次广义特征值问题

(
￡苦M + s‘C + K )

u ‘~ {o} (i( i( Zn
) (2

.

1 )

其中M
,

C 和K 分别为质量
、

阻尼和刚度矩阵
,

现设它们均为
n x ” 阶实对称方阵

,

且M阵正

定
,

K 阵和CJ 诈半正定 或
J上二定

,

根据代数特征值理论
,

对于欠阻尼
_

Ll 复特征向量系不亏损的

系统
,

复特征对(
s ‘, u ‘

)共有2n 个且以复共辆对出现
,

本文只考虑这种情况
,

并记

s ‘一 ‘
。 + ‘二一 a ‘+ J o d ‘~ 一占‘。

。‘+ J(1一 占: )
‘l么。。‘

“‘一几
+ ‘
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其中a ‘

和睿
‘

分别为 复模态阻尼因子和阻尼比
,

有振频 (均为圆频率 )
; , ‘

和夕‘均为
n维实向量

.

化条件
u
不((

s ‘+ s ,
)M + C )

u , = a :占‘,

。“和 。
。 。

分别为复模态阻尼固有振频 和特征固

复特征 向量系 {。‘}釜竺
,

满足如下加权正 交 正规

(1簇f
,

j簇Z n
)

u专((
: ‘十 s , )K + s ‘s , C )

。, = 一 : 于a ‘d‘,

(2
.
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其中

占‘,
(i二 j)

(i铸j)

-nUf少l
一一

a ‘= 一 4。“= 一 4(l 一 鱿 )
‘l 么。

e ‘

(2
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因此
, n
个线性独立的复特征向量晰(1簇‘( n) 张成一

n维复向量空间C
” ,

并有关于任意
n 维复

向量 u 的展开定理

u 二 乙
。‘u ‘

(2
.

5 )

。‘= u
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; ‘
M + M U [ ; ] U

一 ‘+ C )
u
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其中 U = [ 。
1 , u : ,

⋯
, “”〕

,

〔s ] 二 d ia g (
s , , s : ,

⋯
, s 。

)

当不计振系阻尼时
,

方程(2
.

1) 成为无阻尼实模态线性广义特征值问题

(
s孟‘M + K )

“。‘= {o } (i簇i《Zn
) (2

.

7 )

其解为
s 。

一
。。

, 。 + ‘= J。
。‘, u 。‘= ‘。

, 。 + ‘= (l + J )
。‘

(1簇‘簇 n
) (2

.

5 )

令击二 一 : 若‘~ 。急
‘,

方程(2
.

7 )即成为它的经典形式

(K 一几‘M )
。‘= {o} (1( ‘《 n

) (2
.

9 )

这里
,

。。‘即为振系的无阻尼 固有振频
,

街为无阻尼固有振型实向量
.

实特征向量系 {。
‘

}了
. ,

满足如下加权正交正规化条件
。
丁M

v , 一6
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万K
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,

j簇 n
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式(2
.

3 )与(2
.

10 )是相一致的
.

又若振系阻尼矩阵C具有在如下意义上的特殊形式C
。

。
万C

o v , ~ Za 。‘
占‘, 二 2占

。‘。。‘占
‘,

(1( l’
,

j簇 n
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则方程(2
.

1) 成为所谓的比例阻尼实模态二次广义特征值问题

(
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其解为
s 。‘~ 牙。
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这种比例阻尼实模态振动系统 实际上一般并不存在
,

因此它只不过是一种理论上的概念
.

尽

管如此
,

这种特殊形式的解析模态分析理论在数学处理方面的简明性一直受到重视
,

并在许

多工程振动问题的计算分析中起到了重要作用
.

下面将要给出的求解问题 (2
.

1
.

) 的矩阵摄动

法
,

是又一个受益 于比例阻尼模态分析理论的成功实例
.

三
、

粘性阻尼复模态特征值问题的矩阵摄动新解法

如前所述
,

对于一般粘性阻尼线性振动系统
,

虽有式 (2
.

10 )
,

但式 (2
.

1 1) 一般并不成

立
,

即有

其中

M
N 二犷 T
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。
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⋯
, e 二 。 ,

)
,

△C二 = C二 一 C , 。

(3
.
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若令 C
。

~ 犷
一 , C 二 。犷

一 ‘
= M 犷C 二。犷 r

M
,

△C = C 一 C
。

(3
.

3 )

则可知C
。

是 C中满足 比例阻尼条件(2
.

1 1) 的部分
,

而 △C 则为 C 中不满足 比例阻尼条件的部

分
.

将方程(2
.

1) 中的 C 改记为 C
。+ △C

,

并略去 △C
,

即给出比例阻尼实模 态 特 征值问题

(2
.

1 2 )
,

其解(2
.

1 3 )可通过求解线性实特征值间题(2
.

的而简单地得到
,

其中

a 。‘~ 占
。,。。‘二 c , , ‘

/ 2 (z( i( n
) (3

.

4 )

如果矩阵C N是主对角占优的
,

即△C N 的元素相对
一

于C N 。

的主对角元均为小量 (按绝对值)
,

则

△C 将按模小于甚至远小于C
。 .

因此
,

若将△C 作为对C
。

的一个小量修改
,

则可从比例阻尼实

模态特征值问题(2
.

]
.

2 )的解(2
.

13 )出发
,

利用矩阵摄动分析方法简捷地求得一般粘性阻尼复

模态特征值问题(2
.

1) 的解(2
.

2 )的近似值
.

设方程(2
.

1) 的特征 解
s ‘和 u ‘ 是非比例阻尼矩阵八C 的元素的连续函数

,

按照摄动理论的

基本方法
,

可将
s ‘和u ‘展开成级数形式

s 。二 s。‘+ △s ‘+ △
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。
) (3

.
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u f
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其中(△
f : 。,

A
r。‘

)为第 i 个特征对
‘

(
s‘ , u ‘

) 的第

号

r 阶摄动量
,

一般只需确定到第 2 阶
,

引入记

△
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尹
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将近似到二阶摄动量的式 (3
.

5) 代入方程(2
.

1)
,

仅考虑其前
n
个特征对

,

有
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“s 。
)

Z
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)~ 笼。} (1簇 i(
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展开上式
,

按各摄动量级分别得出相应的摄动方程
:
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阶

:
(
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,
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,
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.
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.

1 0 )
,
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:

△
0

阶 : u 百
‘

(2
5 。‘

M + C
。

)
u 。‘- 一 4 o d 。‘

(3
.

1 2 )

A
‘

阶
: Zu 了

‘

(2
5 。‘

M + C
。

)△
u ‘+ u百‘(ZA

s ‘
M + A C )

u 。 ,

~ 一 4A 。“ (3
.

13 )

△
“

阶
: Zu ;

‘

(2
5 。‘

M + C
。

)A
“。‘+ △u百(25 。‘

M + C
。

)△
u ‘十 Z u

百
‘

(ZA s o

M

+ 么C )△
u ‘+ u

百
’

‘
(ZA

Zs ‘
M )

u 。: = 一 4 △
2。“ (5

.

1理)

(i( i( n
)

根据方程(3
.

5 )
、

(3
.

9 )
、

(3
.

1 3 )和(3
.

1 4 )
,

即可依次解出第一阶摄动量(△s ‘,

△“。)和第二阶

摄动量(△
“: ‘,

八
2“‘

)
.

本文仅考虑方程(2
.

1 2 )无重复特征值的情况
,

即设

s 。‘手 s。,
(‘笋 j

,

1( i
,

j( n
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事实上
,

尽价实特征值问题(2
.

9 )存在重特征值元
‘
= 。若

‘

的情况较多
,

但问题(2
.

1 2 )存在重特

征值 s0 ‘= 屿
‘
(一 氛

‘+ J(1 一鱿
‘

)
““

)的情况是极少的
.

因此
,

基于假定(3
.

15 )得出的结果已可

满足一般实际应用的需要
.

但万一遇到方程(2
.

12 )有重复复特征值 s0 ,

的 例外情况
,

也易于

仿照文献〔们和 [ 5〕关于实特 征值问题(2
.

9) 对应于重特征值的摄动分析方法建立相应 的摄动

计算公式
,

而不存在任何理 论上 的困难
.

这里略去该部分内容
,

可节省较多的篇幅
,

不日不影

响对所提出 的矩阵摄动分析方法的阐述
.

对方程 (3
.

5) 前乘可
‘,

有

ZJ (2
5 。‘A s‘+ Za 。。

A : ‘+ s。, 。{
’

△C o .
)= o

由式(3
.

1)一(3
.

3 )知

。
:
、

AC。 ‘= △e 二“ = o (l( i( n
)

则得 A s ‘= o (1簇i( n
) (3

.

1 6)

取特征向量系扭
。‘

}飞
. ;

作为
n维复向量空间C

”

的加权正交正规化基
,

则可 将△。‘和△2“‘表示为

△
·u ‘

= 乙
e
共

, u 。,
(

r ~ l
,

2 ; l( ‘(
n
)

j 留 l

再对方程(3
.

5 )前乘
u百,

(j手 ‘)
,

并引入式(3
.

1 7 )
,

可得
5 0 , A e 那 , ‘

e 二丫 ~ 一
- -
一

—
- -一 狱 一 , ‘ 了 - - - -

一 ( , 二去 t 、

s言‘+ 艺s 。‘口。了十 。公了

其中 八e , , ‘~ 。
于△C 。‘~ 。

丁C
。‘二 e , , ‘

(j手 i)

为确定可l
, ,

利用方程(3
.

13 )和(3
.

1 7 )
,

有

4 J (2
: 。‘+ Za 。‘

)
。
万l
’+ ZJ (2△

s ‘+ △e 二“ )= 一 4△。‘.

因△
8 ‘= △。“ = △c 二“二 O

,

则得

(3
.

1 7 )

(3
.

1 8 )



粘性阻尼复模态特征值问题的矩阵摄动新解法
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于是
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又可给出△
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△、‘一

贰
。‘

沁一
2‘

协
一

鑫
(

: 。‘十 。。,
)(

·

; ;
)
)

2

))一

十

只不。丫猛言含幸面:刀
J s 。‘A

“c 万 , ‘

“。,
(l成‘《

”
) (3

.

2 4 )

综合 以上结果
,

即得问题(2
.

1) 的二阶摄动解(仅对非刚体型模态)

(3
.

2 5 )

、..、IJ

、,
J

n砚簇

s ‘= 否。 十 ‘澎 s。。+ △
2‘。

u ‘二 忍。 十 ‘刘 u 。‘+ △“‘+ △乞“
‘

对于刚体型 模态
,

则有可预料到的结果

“ == 5 0‘== 0
, u ‘= u o‘ (3

.

2 6 )
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四
、

算 例

设M = d la g (3
,

2 ,

l
,

1
,

2
,

3 )

�

⋯
IJ

勺山O八

一

8

一 2

一 2

l0

一 3

C
一 3

l0

一 2

K 一

12 0 一 5 0

一 5 0 1 1 0 一 4 0

一 4 0 10 0 一 3 0

一 3 0 9 0 一 2 0

一 2 0 8 0 一 1 0

一 1 0 7 0

月任9自n口

一1一

nOO‘迁
、

一l一

先解线性实特征值问题( 2
.

9 ) (本文采用了广义 Jac ob i

问题 ( 2
.

1 2 ) 的解

「s 。」= d ia g ( s 。, ,

⋯
, s 。。)

= d ia g ( 一 1
.

5 2 5 6 + J 4
.

3 4 s4
,

一 1
.

2 1 9 1 + J 4

一 2
.

5 0 6 2 + J 6
.

9 4 5 1
,
一 4

.

4 2 3 1 + J 7
.

8 6 8 1

U
。
= 仁。

。; ,

⋯
, 。 。。〕= ( 1 + J )〔。

, ,

⋯
, 。。] = ( 1 + J )犷

算法 )
,

得比例阻尼实模态二次特征值

5 6 4 2 ,

一 2
.

2 2 1 2 + J 5
.

6 0 9 9

,

一 7
.

9 6 5 6 + J 8
.

3 3 3 s )

一 ( l + J)

0
.

3 7 6 1

0
.

4 3 6 1

0
.

2 7 8 4

0
.

1 5 4
‘

6

0
.

1 1 8 4

O
_

1 4 8 4

一 0
.

1 2 7 8

一 0
.

1 3 5 6

一 0
.

0 6 1 8

0
.

0 2 0 7

0
.

1 6 2 8

0
_

5 3 4 5

一 0
.

1 2 0 5

一 0
.

0 2 60

0
.

1 2 6 4

0
.

3 0 2 6

0
.

6 2 1 4

一 0
_

1 5 8 5

一 0
.

0
.

O
.

0

一 O

3 6 9 4 0
.

15 2 5 0
.

0 3 7 3

3 2 1 7 一 0
.

3 7 9 4 一 0
.

2 0 8 3

4 6 9 5 0
.

3 1 1 5 0
.

7 6 5 0

2 8 2 9 0
.

6 9 8 3 一 0
.

5 6 2 6

2 0 2 3 一 0
.

1 6 9 5 0
.

0 6 0 6

0 2 1 6 0
_

0 0 9 7 一 0
.

0 0 18

然后应用本文的矩阵摄动法近似求解复模态二次特征值问题( 2
.

1 )
,

所得复特 征值为

「s 」= d i a g (
s , ,

⋯
, s 。

)

、 d ia g ( 一 1
.

3 6 + J 4
.

4 1
,

一 1
.

2 1 + J 4
.

5 7
,

一 2
.

2 4 + J 5
.

6 3 ,

一 2
.

3 5 + J 7
.

1 3 ,

一 4
.

4 6 + J 7
.

7 6 , 一 5
.

0 3 + J 7
.

s 4 )

再将问题 ( 2
.

1) 变换为状态空间中的2n 阶矩阵特征值问题
,

利用 H Q R 算法解得复特征值的精

确结果

fs ] ~ d ia g ( 一 1
.

3 6 7 1 + J 4
.

4 2 0 5 , 一 1
.

1 9 7 3 + J 4
.

5 5 7 0 , 一 2
.

2 3 4 5 + J 5
.

6 2 7 6 ,

一 2
.

3 7 0 4 + J 7
.

1 5 lo , 一 4
.

4 2 9 6 + J 7
.

6 ss l
,

一 5
.

0 6 7 5 + J7
.

8 9 2 6 )

可见
,

所求得的 : ‘

( 1 ( ‘簇 6 ) 的近似解的实部和虚部的误差均在 1肠以 内
.

值得指出的是
,

本

算例代表一大阻尼系统
,

其各阶模态阻尼 比睿
‘( 1( i ( 6 ) 中最小者为 占

: = 0
.

2 5 4 1
,

最 大 者为

占
。
~ 0

.

7 1 4 8
.

这表明本文的矩阵摄动算法对于大阻尼复模态振动特征值问题也是十分有效的
.

考察式 ( 3
.

2 ) 和 ( 3
.

3 ) 中的几个矩阵将有助于理解这一结果
,

现将C N ,

C
。

和△C的结果列举于

下 :
.

6 5 7 1
.

8 1 1 1 5
.

0 12 4

.

3 9 0 0 0
.

6 6 8 6 1 5
.

9 3 7 2

.

0 7 8 6 1
.

5 6 9 8 一 1
.

8 14 5 8

.

0 7 8 8 一 0
.

4 4 5 9 一 0
.

0 2 14 0

.

15 1 7 一 0
.

2 2 6 2 一 0
.

1 3 8 5 0

对

C 那

称
.

8 4 6 1

.

0 3 5 2 4
.

寸4 2 3

.

0 6 16 一 0
.

2 5 3 2 2
.

4 3 82

,曰0�目nUnUO

一一

厂百eelweweeeeeleses!l�
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、....!,12
.

5 2 8 4

一 4
.

4 3 5 9

0
、

7 0 6 5

0
.

2 0 9 5

一 0
.

4 9 8 6

0
.

3 4 7 5

一 4
.

5 2 8 4

2
.

4 3 5 9

12
.

14 7 0

一 4
.

9 9 9 1 1 1
.

5 7 6 3

0
.

2 3 5 1 一 3
.

9 8 8 1 1 0
.

2 3 0 4

0
.

2 1 2 4 0
.

4 1 5 3 一 1
.

9 7 0 2 9
.

3 4 0 1

0
.

1 3 0 8 一 0
.

0 1 2 5 一 0
.

0 5 5 2 一 1
.

3 0 12 7
.

8 2 9 2

⋯
l
侣welL

一一
C

。

△C

一 2
.

14 7 0

1
.

9 9 9 1

对

称
一 0

( 一 )

4 2 3 7

0 1 1 9 1
,

7 6 9 6

一 l
_

0 2 9 8 0

一 O

6 5 9 9

6 9 8 8 0 1 7 0 8

△C的(一 )区中各元素均为 C
。

的对应元素的相反数
.

可见
,

C N是严格主对角占优的
,

因此△C

相对于C
。

是较小的
,

亦即C
。

是C 的主要 部分
.

于是可 以说
,

凡具备此特点的粘性阻尼振动系

统
,

不论其阻尼量级的大小如何
,

均可利用本文的矩阵摄动法简捷地求得其复模态特征参数

的 良好近似解
.

这正是这一分析方法的实质和重要应用价值所在
.

五
、

补 充 讨 论

式 (3
.

1 6 )和(3
.

2 1) 表明
,

阻尼矩阵C 中不满足比例阻尼条件的部分△C 对复特征值
: ‘的影

响仅是二阶以上 的摄动量
,

亦即按比例阻尼假定确定的
s 。‘已是 : ‘的具有一阶摄动精度的近似

解
.

即使对
_

L述大阻尼算例
,

s0
‘

与s‘的实部和虚部的误差仅达(0
.

2 ~ 6
.

0) 肠
,

这在对某些工

程振动问题的研究中已是可 以接受的初步结果
.

为 对此做进一步的考察
,

下面再举几例
。

1
.

在上述算例 中将阻尼阵C改为

!
l

c 一

}
}
、.

5
.

0 一 1
.

5

一 1
.

5 8
.

0

一 2
_

O

一 2
.

0

1 0
.

0 一 2
.

5

一 2
.

5 9
.

0 一 2
.

一 2
.

0 7
.

一 1
.

复特征值的精确 解为

「s J= d ia g (一 1
.

0 9 7 1 + J 4
.

5 4 2 7
,

一 0
.

8 9 6 2 + J 4
.

6 3 1 3 ,

一 1
.

6 3 3 7 + J 5
.

7 9 5 0
-

一 1
.

9 3 8 7 + J 7
.

2 7 6 9
,

一 3
.

4 6 5 6 + J 8
.

0 1 8 1
,

一 6
.

0 5 2 0 + J 9
.

6 6 8 5 )

各阶模态阻尼比的最大值为睿
。
二 0

.

5 3 0 6
.

基于比例阻尼假定的复特征值为

「s 。
一

J= d ia g (一 1
.

0 6 4 9 + J 4
.

4 2 0 4
,

一 0
.

9 0 8 3 + J 4
.

6 3 6 0 , 一 1
.

6 3 5 6 + J 5
.

8 0 7 7 ,

一 2
.

0 2 7 1 + J7
.

09 9 8
,

一 3
.

4 3 2 6 + J s
.

3 4 7 9
,

一 6
.

0 1 4 5 + J 9
.

8 3 7 3)

其实部和虚部的误差均为(0
.

1~ 4
.

6 )肠
.

2
.

将上面例 1中C阵的主对角元素依次分别改为 3
,

4 , 5 , 5 , 4 ,

3
,

句和s0 ‘
分别有

「; 」二 d ia g (一 0
.

2 4 7 3 + J4
.

5 4 7 9 ,

一 0
.

3 7 3 4 + J4
.

7 2 7 2 ,

一 0
.

7 8 4 7 + J5
.

9 9 7 1
,

一 0
.

9 0 6 5 + J 7
.

3 1 0 0
,

一 1
.

8 4 6 9 + J8
.

8 4 3 7 , 一 3
.

8 4 1 2 + J10
.

7 9 3 3)
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最大模态阻尼 比为 省
。

二 0
.

3 3 5 3 ;

r s。」= dia g (一 0
.

2 4 7 7 + J4
.

5 4 o l
, 一 0

.

3 字6 6 + J 4
.

7 o g l
, 一 0

.

一 0
.

9 1 0 5 + J 7
.

3 2 7 1
,

一 1
.

8 6 05 + J 8
.

8 3 2 3
,

一 3
.

其实部的误差为(0
.

16一0
.

8 6 )肠
,

虚部的误差为 (0
.

1 3一 0
.

4 8 )肠
.

3
.

再考虑系统阻尼进一步减小的情况
,

设

7 7 9 7 + JS
.

9 8 3 f)
,

8 2 5 1 + J 1 0
.

8 7 7 5 )

{
一

‘
·

。 一 。
·

2

(一 0
.

2 1
.

2 一 0
.

4

。 i 一 0 4 1
_

5 一 0
一

6
C = }

】 一 0
.

6 1
.

5 一 O

一 O

一 0

)
一

:
·

:}
, ‘和 s0 ‘

将分别有

「s」= d ia g (一 0
.

1 6 2 3 + J 4
.

5 4 4 7 , 一 0
.

1 5 6 3 + J 4
.

7 2 1 3
,

一 0
.

2 5 4 8 + J 6
.

0 2 9 0 ,
一 0

.

2 8 7 7 + J 7
.

3 8 0 8 ,

一 0
.

5 2 9 4 + J g
.

0 1 1 4
,
一 1

.

0 4 2 9 + J ll
.

4 7 4 s)

最大模态阻尼 比为省
。二 0

.

0 9 0 5 ;

r s 。」二 d ia g (一 0
.

16 2 2 + J 4
.

5 4 3 9 ,

一 0
.

1 5 6 3 + J4
.

7 2 1 6
,

一 0
.

2 5 4 8 + J6
.

oZs Z ,

一 0
.

2 8 7 9
一

卜J 7
.

3 7 7 9 ,

一 0
.

5 2 9 8 + J 9
.

0 10 6
,

一 1
.

0 4 2 4 + J ll
.

4 8 3 2 )

其实部和虚部的误差均为(0
.

01 一0
.

08 )肠
.

综上所述
,

可得出结论
: 利用比例阻尼假定估计某些粘性阻尼振动系统 的复特征值是合

理的 , 当振系阻尼不太大时
,

由此给出的复特征值的近似解具有可接受的 乃 至 良好的精度
.

这对于一些机械和结构振动系统的固有特性分析和参数识别显然是有意义的
.

但对于不同类

型 的振动系统
,

其适用范围可能是不同的
,

需通过实际计算分析 加以确定
.

应该指出
,

这一

结论并非显而易见
.

因一般认为仅当振系阻尼分布接近 比例阻尼情况 (亦即矩阵C N
为主对角

占优 ) 时
,

采用比例阻尼假定才是合理的
,

但以上讨论预示了放松这一条件的可能性
,

即只

要振系的阻尼较小
,

按 比例阻尼假定一般可得出其复特征值的较好近似解
.

这一结论的正确

性实际上 已在文〔3〕的有关讨论中得到了证明
,

在那里给出的结果 比上述结论更为具体
,

即 :

对小阻尼振动系统
,

按比例阻尼假定 (2
.

11) 近似确定 的模态阻尼因子 a 。、 a 。‘

二氛‘。。‘二 c N ‘,
/ 2

几乎是精确的
,

甚至不必考虑勺
, 。
(j手约与 勺

“ 的相对大小
; :

石时对由此近似确定 的阻尼固

有振频。“、 。 d 。‘~ (1 一鱿。
)
‘/ “。。。

相对于其精确值的误差有如下近似估计式

。“ 一 。d 。‘《雪若, 。。。
/ 2 (5一)

此外还有一些文献(如教科书〔6 〕)曾对上述问题进行过讨论
,

但文〔3了和本
·

文利用矩阵摄动法

的分析结果对其所做的证 明仍是十分必要的
.

六
、

结 语

本文提出 了近似求解一般粘性阻尼线性振动系统的复模态二次广义特征值 问题的一种新

的矩阵摄动分析方法
,

它以系统的比例阻尼实模态特征值问题的解为初值
,

只需进行一些简

单的线性运算
,

即可给出系统的复模态特征值和特征向量的近似估计
,

其精度取决于振系阻

尼分布接近于比例 阻尼情况的程度
.

算例表明
,

即使对于大阻尼系统
,

这种矩阵摄动解法也
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是十分有效的
.

与直接求解二次复特征值问题的其它算法相比
,

本文的解法不仅有更高的计

算效率
,

而且可继续利用求解线性实特征值问题的标准算法
,

因此可十分简便地在计算机上

实施
,

并易于被广大工程技术人员掌握和应用
.

另一方面
,

这种矩阵摄动分析方法也是深入

研究阻尼线性系统的复模态振动特性的一个有效的理论工具
.

这也是炸它计算分析方法一般

所不具有的优 点
.
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r it hm 15 illu s t r a t e d b y a n e x e m P la r n u m e r ie a l p r o b le m w ith he a v y d a 皿p in g s
.

In
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a d d it o n .
t五e p r a e t ie a b ility o f a p p r o x i扭 a t ely e s titn a t in g th e e o m p le x m o d a l e ig e n

·

v a lu e s , u n d e r th e p r o p o r tio n a l一 d a m p in g hy p o th e s is
,

o f d a m p e d v ib r a tio n s y s t em s 1 5

d is e u ss e d b y s e v e r a l n u m e r ie a l e x a m p le s
.

K ey w o rds v ib r a ti o n a n a lv s i s ,

d a m p e d s y s t e m
, e o m p le x m o d e ,

q u a d r a t i e e ig e n v a lu e

Pr o b le m
.

m a tr ix Pe r t u r b a ti o n m e th o d


