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摘 要

本文讨论带小参数的反应一扩散方程组的数值方法
.

由于边界层效应
,

使得这类 问 题的数值

求解十分困难
.

我们根据奇异摄动理论和 G r e o n 函数方法建立起一种适合求解这类问题的差分格

式
.

在文中
,

我们引人了可行等距度a
,

并证明了若 a 》2则格式在 l,

(。 )意义下一致收敛且收敛阶

为O (h + △才)
.

关键词 边界层 G r e e n
函数方法 可行等距度 一致收敛

本文讨
一

沦反应一扩散方程组的故值方法
.

激光等离子体能量交换和生理现象等的模拟可

归结为这类问题
.

由于物理过程在边界附近变化激烈
,

使得这类问题的数值求解十分困难
.

为 了确信数值

解的精确程度
,

我们远取 {h‘卜
,

使得在边界层内有一些网格点
.

又根据奇异摄动理论和 G r ee n

函数方法建立起一种差分格式
。

我们采用类似于〔7 〕的技巧来获得 L : 〔O
,

1〕和C〔O
,

1〕范数意义下的解的性态估计
,

并引入

可行等距度 a
,

若a 乒 2
,

那么格式在 I: (。)意义下一致收敛
,

且收敛阶为 O (h 十△0
.

一
、

问 题 和 范 数

我们考虑下述问题的数值方法
:
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即刃是一个不变区域
〔。’;

(iii ) a “八/a 衅(1《 , ( 3 ,
l( i

,

j《的是其变量的连续函数
,

即其在刃中一致有界
;

(iv )
a ‘,

阮是变量的光滑 函数
.

设
“ , a

(O为向量
,
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, ,

犷号, ,

⋯
,
犷 : ,

)
r为网格函数

.

取范数
:

,

⋯ 咨 f
‘ . , , 、 : ,

,, “”‘’“’一台!
。 ’“‘灭劣 ’‘少’““ ’ 110 11。

, 。 = 艺 。 a x l
。‘
(二

,

m △t)}
心一 I

a 11
: : ( : ) 二 乙

名一 1
{;
}一(‘, ,d ‘

; ”·”一 n la X
O “ ”八‘

l
a ‘
(t) I

·

乙,-l
一一

lla }}
。 , . = }{a i{

一 , 。△。

份 K

{犷 12
. (. ) 二 乙 乙 IV 丁

。
卜h

, ;
l犷 1

. ,
. =

‘一 1 介一 1 系摺之轰’
犷 , · l

这类问题解的性态曾在〔1〕
、

〔幻
、

〔5]
、

〔创 中讨论过
.

在本文中
,

我们建立了解的导数的

估训

二
、

解 的 性 态

我们作出下述估计
:

引理 1 若假设条件(i)一(i
v
)满足

,

又令。(x
, t)是问题(1

.

1 )的解
,
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f, fl d
_ ,

,
、 _

一J
。

j
。爪‘u ‘· “‘

, ·

裔
一

Ls g ,
L乙 )」‘一

u ; · d ‘“‘

在(2
.

3 )
、

(2
.

5 )中
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我们利用了关系式
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: .
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、

(2
.
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、
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.

5 )诸式
,

利用方程(1
.
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,
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,
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其中M
。

为笼f
。 ,

}的界
。

利用G r o n w al l不等式即
一

可推得引理的结论
。

引理 2 在引理 1的同样条件下
,

问题(1
.

1) 的解成立估计式
:

l。
二 :

j】:
, (, )簇M

Z

(T )

证明 对(1
.

1) 的两边分别关于劣和 t求导
,

再乘
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: ‘
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,
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类似于引理 l 的证明可得
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利用G ro o w al l不等式即 可知引理的结论成立
。
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引理 3
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在引理l的同样条件下
,

问题(1
.

1) 的解成立下述估计
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, “ l:
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《M
3
(T )

证明 对 (1
.

1) 的两边关于二求导一次
,

关于 t求导二次
,

再乘
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(脚
.
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.
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,
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。
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三
、

差分格式与网格划分

记

h
。

二 (
。/ m )}I

n 。
!

,

m - rlla X
1杯 i ( f。一 1

1。
‘

l

为 了确信 数值解的精度
,

我们选取网格步长笼h
‘}

,

使其在边界附近小于h
。 .

定义 设 {x , }为网格点
,

诬h , }是网格步长
,

h = m a x 笼h . }
.

若存在正的常数a 和C
,

11 一 h , 一 , / h ,
l《C h

“

(k = 1

成立
,

则称 a为网格划分 {h 。}的等距度
.

⋯
,

K )

使得

(3
.

1)

此外
,

若

h
a

P , 今 O

其中P 。= h
。

/ 。
,

h
七

(当h o o , 。、 0时 ) (3
.

2 )

~ x 。十 , 一 x , ,

那么则称a 为可行等距度
.

在子区间〔x
* , 二。十 ,

〕中
,

问题(1
.

1) 的解被表示为
:
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r ‘( s 一 x , + :

) ) 一 e x p ( r 。( , , 一 s
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省
‘
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‘
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,
⋯

, u ,

(
s , t ) )

在网格点上
,

利用“‘, ( x ,

t) 的导数连续性
,

我们可得下列 常微分方程组
:

A ‘* u ‘( x 。十 , , t ) + B ‘。。‘( , 。 , 才) + C。: u ‘( x 。一 : ,

t )

二d u ,
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(
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,

⋯
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矛) )
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‘

( x 。 ,

t) / dt 作差分离散
,
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:
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。
二 u 。。
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)
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U 于
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⋯
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; 0簇0簇 l)

( 3
.

3 )

若
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⋯
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姓
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四
、

差分格式的一致收敛性

定理 1 若 {U
‘*

} 呈差分格式(3
.

3)的解
,

并 且满足

(l一 0)A 才(五
‘、 (了

‘*
)《 l (4

.

1、

!
u
}
一 , 。
成m a x { }{a }{.

, 。 ,

}{b l!
的 , 。 ,

}lu 卜
, 。 , , 几拼

。
T }

证明 利用离散的极大值原理
,

我们可容易地证 明这个定理
.

为 了证 明差分格式的一致收敛性
,

不妨将格式的误差表示为

厂 ,
, 二 u ‘

(二
, ,

。△t)一 U 甲
。

(4
.

2)

(4
.

3)

则俨于
。

}满足
’

F列差分方程
:

〔犷今, 一 V 令。〕/ △才= OL 。犷臀
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。犷左
‘+ 乙 户、

:』,
·

犷介
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。
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.

4 )
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。
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,
= O
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气.

!!
J

I户‘
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釜
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u
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, ,

(。 一 l)△t)一“T
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,
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〔{之{二
、
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·
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,
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、
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·
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, ‘,
,
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‘(p ‘·
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‘,
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,
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)
; 0

2
〔(x

。_ , ,
二 。
)
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.
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‘,一〔
“

刃
一
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一
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‘) 一;

一
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器

(X
, ,
‘,」
△‘仑

�

at

舀‘( “( s ,

t )
,

6 ) 一夕雪
‘( : , t ) + ( l一 0 )占

, (s
,

t 一△t )

由推论1和推论 2
,

我们有

IJ考,
!( M

一
△t ( 4

.

6 )

! , :
,

, ( 。
·

{ 蹂(· (·
, , )

; “){
d ·

引理4 记
: ‘, = e x P( 一

r ‘h ,
)

,

P . = h ,

/ 。

若 a是可行等距度
,

那么可有

!l一
: ‘卜

1
/ 二 . 。

}《C h
‘

p 。+ :

( 4
.

7 )

0 < Z ‘ , 十 ,

/ Z ‘。

( Ch
“

( 4
.

8 )

证明 利用 ( 3
.

1) 和 ( 3
.

2 )两式容易证明引理
.

推论3 设 a 是可行等距度
,

△t /h
2 = r是正的常数

,

则

A ‘, △t< A ‘ 。 + 1
△t + C h气 C ‘, △t ( C ‘ 。一 ;

△t + C h
“

( 4
.

9 )

证明 利用 ( 4
.

8 )
,

( 3
.

4 )两式
,

且 注意到 l / ( a 一 x )《 1/
a 十 2二/ 。

“

( 当a
邝> , > 0)

,

即知

推论成立
.

定理 2 设 {犷 7。}是 ( 4
.

4 ) 的解
,
。是可行等距度

.

若 a 》 2且条件( 4
.

1) 满足
,

则

}犷 !z: 。, 》《M
e

( h + △t )

证明 由 ( 4
.

4 )式
,

我们可得
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艺 〔l + 0 (A
‘, + C ‘。

)△t〕!V 甲
。
}h

, < 乙 姓‘, 0△t !犷丁
, 十 ,

lh
。 + 乙 C ‘, 0△tl犷下

, 一 ;

Ih
。

介一 0 白一 0 今一 1

+ 乙 A ‘* (l一 0 )△t !犷冷公
十 ,

Ih
。+ E C . 。

(l一 e)△t l犷r石王
,

}h
。

奋一 0 扮一 1

+ E [ l一 (l一 0)(A
‘。+ C ‘,

)A t〕}厂含
‘

lh
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。 , 厂吉
’
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。

奋一 0 奋 . 1 夕二 1

+ 乙 }J季
。
I△th

, + E !J I
。
}△th

,

七 一 l 奋 . 1

利用估计式 (4
.

6 )
、

假定条件(iii )
、

条件(4
.

1) 和 a 异 2
,

我们可有

. K 一 1 ” K _ 1

艺 E IV 丁
,
!h

, ( (1
一

。M
。
△t )乙 乙 l犷介

‘

lh
。 + 乙M

o
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。
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“

‘. 1 告 . 1 J . l 七 . 1

于是一致收敛性定理获证
.

五
、

数 值 试 验

试验 函数
。
(x

, t)~ 二 + sin 二二e x p (一 t) + ts in 二二e x p (一
a x / 。)

。
(x

, t )~ 二 + s in 二 x e x p (一 d , Z t)
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