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摘 要

基于 v o n K 打。如 薄板大挠度方程
,

本文研究了经受非均匀轴对称温度场的环形薄板在多

种边界条件下的热屈曲问题
.

采用分析与计算相结合的方法着重讨论了热屈曲的线性化 问 题
,

获

得了反映环板失稳特征的稳定边界
.

关锐饲 环形薄板 热屈曲 线性化问题 临界载荷曲面 稳定边界

一 己 ! 性全
、 J I 「 J

受 约束的薄板当其面 内温度超过一定值时
,

将会产生屈曲状态
.

如果在板的周边还作用

着径向面内压力则这种状态就更易产生
.

因此
,

研究薄板热弹性屈曲问题对结构稳定性设计

具有重要意义
.

有关薄板热屈 曲问题基本理论 已早有论述
【‘’「2 , .

在具体问题的讨论和求解方

面也己有不少有意义的工作
〔”’一 〔“’.

但是
,

这些文章中只考虑了板中面内变温为均布的 特 殊

情况
,

而未曾涉及温度非均布情形以及同时有面内力载荷作用的多载热屈曲问题
.

本 文试图

分析和讨论环板在面对轴对称非均匀无源温度场和周边面 内压力共同作用下的热弹性稳定性

问题
.

首先根据薄板大变形理论建立问题的数学模型
,

弃简化为一组二阶常微分方程边值问

题
,

然后分析和讨论非线性方程在平凡解处 的线性化问题
,

它将归结为一多参数的线性特征

值伺题
.

我们拟用数学分析与数值计算相结合 的方法求解该特征值问题
,

获得载荷空间环板

失稳的临界曲面 (或曲线 )
.

二
、

数学模型及其简化

设一内半径为
a ,

外半径为 b
,

厚为h的环形薄板
,

经受一轴对称无源温度场 T
,

在柱坐

标中描述为
:
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为轴对称形式的
.

D
一
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我们只考虑轴对称问题
.

于是可得环板热屈曲控制方程
:
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抗弯冈IJ度
.

在(2
.

3 )(2
.

4 )中消去U
,
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.
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:
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式中 A 为积分常数 ; B ~ a ,
·

E
·

K
,

当温度均匀时
,

B 二 0
.

横向边界 (不包括有一周 边 横

向自由) 统一记成
:
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式中 月 : ,

A Z
为横向约束参数

,

中面内的边界条件考虑以下三种
:

( 1 ) 内外边界固定 ;

( 2 ) 内边界受均布法向压力尸
。 ,

外边界 固定
;

( 3 ) 外边界受均布法向压力尸
。 ,

内边界固定
.

利用 (2
.

4 )可以将位移边界条件转化为薄膜力的边界条件
,

于是以上三种面内边界条件可统

一记成
:
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式中 常数B l ,

凡
,
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Q
Z

是反映 以上三种面内约束的参数
.
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『环形薄板的热屈曲

并令
鱿劣 , 一

居岁 刀(二 )= 劣N (x )
,
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于是由(2
.

6 )、(2
.

1 0 )得无量纲控制方程
:
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式中 参数 价
,
山

,

认分别是边界条件参数 Q ‘,

A
‘,

及(i ~ 1
.

,

2) 的无量纲形式
.

数
,

且有切 = o今 a 鑫。
.

显然
,

(2
.

: 3 )、〔2
.

1 7 )有平凡解
:

(占
, 冲, a )= (0

, 刀气 0 )
‘

函数刀关满足边值问题
:
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由弹性理论的唯一性定理知 (2
.

1 9 )有唯一解
,

其形式为
:
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.
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式中 刀
,

A 气 B 苦
均为无量纲载荷 r0 , : : ,

P0 (或 P,
)的齐次线性式(见附录 )

.

(2
.
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因此可将 斤气己

为
:

冲关 (x )= 几
v 。

(x ) (2
.

2 ]
一

)

参数 几可任选 几
, T , ,

P
。

或 P」
,

这样
,

我们在形式上可将多载荷参数的边值问题化为一个梦

数的边值问题
.

当考虑载荷按 比例增加时
,

这样做显然是合理的
.

另外
,

我们已证 明对应于

本文考虑的三种面 内边界条件
,

环板的径向薄膜刀 均为压力
,

亦即函数v0 (x )满足
:

v 。

(二 )< o (
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.
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条件(2
.

22 )对证明屈曲解的唯一性十分重要
〔’〕.

采用变换
:

占(二 )=
u
(x )

, 叮(x )= 几
v 。

(二) +
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(二 ) (2

.

将(2. 23 )代入(2
.

1 3 )、 (2
.

1 7 )
,

并注意到 (2
.

J
.

9 )
,

(2
.

2 1 )
,

可得到齐次非线性边值问题
:
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我们把( l) 作为环板热屈曲问题的基本方程
.

如果非线性方程有非零解
,

贝J称这组解为( I )

的分叉解
,

或称为环板的屈曲状态 【了’.

由常微分方程分叉理论知
,

方程( I )发生分叉的必要

条件是其线性化问题有非平凡解
.

为此
,

我们下面讨沦( I )的线性化方程
.

三
、

特征值问题和临界载荷

非线性边值问题( l )在平凡解(2
.

1 5) 处的线性化问题为
:
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我们分别考察下面两个边值问题
:
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由常微分方程理论知
,
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方程(3
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一族 曲面
.

其中和平面 T 。二 o , : ; 二O 和 P 二 O构成的体积最小者 称为临界 曲面或稳 定 边 界
。
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(3
.

1 7 )或 (3
.

1 6 ) 的解析解难以求出
.

我们采用数值微分和积分来确定 (3
.

1 7 )上的临界

点
.

选取两个适当曲面并使它们与曲面族(3
.

1 6 )相交
,

从而可获得一系列交点
,

而落在曲面

(3
.

1 7 )上的点正是临界点
.

四
、

数值结果及其分析

利用有限差分法可以求得环形薄板在各种几何参数和边界条件下的临界载荷 曲 面 或 曲

线
.

表 1、6给出了对应于文中所述的三种面内边界条件下的数值结果
.

图 1一 3表示临界曲线

和 曲面
.

在这些图表 中
,

字母 S 和C分别表示简支边和夹紧边
.

计算时
,

取 户 = 1/ 3
.

计算结

果如下
:

.

( 1 ) 如果环板两周边完全固定
,

则载荷参数为
T 。, : : .

于是临界曲面(3
.

1 7 )退化为坐

标平面(介
, : ,

)上的临界曲线
.

数值结果表明这些曲线是近似的直线
,

满足方程
:

几 / X 十州Y” 1 (T0
,
勺》0)

‘

(4
.
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其中 X 和 y分别是 : ; 一 。和 T 。= 洲寸的临界温度
.

表 1 给出了对应于不同比值
a
/b 的X

,

犷值
.

从中可以发现
,

当 a/ b增大时相应的稳定区域迅速扩大
.

这一现象正与物理事实相吻合
.

如

果温度均匀分布
,

即 : 。~ : 1 = T ,

则临界曲线(4
.

1 )退化为一 点
.

表 2 是不同几何参数下的临

界温度
.

在 c 二 0
.

5 时对应于内外周边完全夹紧条件下的临界温度
: 。 ,

二 1 05
.

61
.

与文献〔5〕中

结果几
,
= 1 0 3

.

4相 比前者 比后者约大 2
.

1 孙
.

这是 由于〔5〕中采用了非对称屈 曲模 式
、

因此
,

非对称屈 曲可能先于轴对称屈曲发生
.

( 2 ) 若板的内周边受均布径向面内压力
,

外边界面内固定
,

载荷空间是三维 的
。

表 3

给出了(几
, : ,

)
r
~ (0

, O)叭清况下算得的临界压力和〔7 〕〔8〕中结果的比较
.

由于在 [8 〕中采用

了能量法
,

因此结果稍偏小
.

就两周边横向简支
、

几何参数
“一 。

.

3 的情形
,

计算出平 面 p

= rl 几(
r , = O, 0

.

5 , 1
.

5 )与临界曲面 (3
.

1 7 )的交线在坐标平面(几
, T :

)上的投影以及 平面 勺

“ 八抓八= 0
.

0 , 0
.

5 , 1
.

0 , 2
.

0) 与临界曲面(3
.

17 )的交线在坐标平面(P
, : 。

)上的投 影
,

从

而得到载荷空间的临界曲面 (见 图1、 3 )
.

这一曲面可近似地用平面方程

: 。
/ X + : :

/ Y + P/ Z = 1 (
r 。, : : ,

P> o) (4
.

Za
)

表示
,

其中

(X
,

Y
,

Z )
T = (6 4

.

2 , 5 5
.

6 , 5 5
.

7 )
, ·

(4
.

Zb )

分别为载荷 介
, : , ,

P 单独作用时的临界值
.

对应两周边横向夹紧几何参数
c = 0

.

3的临界曲

面是
:

: 。

/ 2 0 9
.

6 + : :
/ 一4 2

.

7 + P/ 2 4 1
.

5 一1 (
: 。, : : ,

P》o ) (4
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3 )

( 3 ) 对于板内周边不可移而外边界受均布面内径向压力作用 且 r 。= : :
, o 的屈曲问题

已在〔7〕中有详细讨论
.

表4是本文结果与〔7〕[ 8〕中结果的比较
.

表 5 中反映了均匀变温对临

界压力的影响
.

从中发现
,

随温度升高临界压力 尸
。 ,

迅速增加
.

这是由于外边界不受面内位

移约束
,

温度升高产生的 自由膨胀要抵抗一部分 周边压力
,

因而环板的临 界压力相 对 提 高

了
.

表 6 中的结果进一步表明环板失稳的主要因素是周边压力
,

而温度升高却增强了板的稳

定性
.

但值得注意的是在此种面内边界条件 厂
,

不存在象(4
.

2 )那样的有限稳定边界
.

最后应 当指出
,

本文只讨论了载荷参数 、
, ‘ , ,

p ) o的情形
.

实际上我们也可以分析某

个参数为负的情形
.

因为环板失稳 是全部载荷 共同作用的结果
.

虽然本文求得了多种边界条件下对应于不同几何参数的环板的临界载荷
,

但是还不能肯
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定非线性方程( I )一定在临界点处 发生分叉
.

这些问题我们将有另外文章讨论
.
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