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摘 要

本文利用奇异摄动法研究了具有刚性中心的边缘固定的开顶扁球壳在中心集中载荷作 用 下的

非线性稳定问题
,

得到了几何参数 k值较大时的一致有效的渐近解
.

关镜词 圆球壳 非线性稳定性
’

渐近解

引 含

在近代航空工程
、

白动控制
、

精密仪器工程和建筑工程等领域中
,

经常使用具有刚性中

心的边缘固定的开顶扁球壳
.

按照设计要求
,

需要研究它的稳定性
,

从理论上得出尽量精确

可靠的计算公式或图表
.

由于扁球壳屈 曲问题的基本方程是非线性方程
,

求出这些方程的精确解在数学上存在很

大困难
.

所 以
,

多年来人们大都采用某种近似方法讨论较简单的扁球壳
、

圆柱壳和扁锥壳的

稳定性问题的近似解
,

而对于结构较复杂的开 顶 扁 球 壳 的 研 究 比 较 少
.

刘人怀〔几一 “’、

Ti ll m an
〔‘’
等人先后利用修正迭代等方法对开顶扁球壳的非线性稳定问题作了研究

,

获得了

一些有益的结果
.

但对于几何参数 k 值较大的开顶扁球壳的非线性稳定问题至今未见有人讨

论过
。

本文利用文献〔5 〕提出的奇异摄动方法研究 当几何参 数k 值较大时
,

边缘固定
,

受中心

集中载荷作用下
,

具有硬中心的开顶圆底扁球 壳的非线性稳定问题
.

导出了此边值问题的一

致有效渐近解
,

得出了余项误差估计
.

为决定临界载荷提供了较精确可靠的计算公 式
.

二
、

基本方程和边界条件

考虑如图 1 所示
}

的具有硬中心的开顶扁球 壳
.

0 0 为中心轴
,

壳厚 度为 h
,

跨度为 2a
,

“

创刊十周年暨一百期纪念特刊 (l )论文
.

江福汝推荐
.
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内缘半径为b
,

中曲面半径为 R
.

在中心集中载荷 P 的 作用下
,

扁球壳的大挠 度弯 曲 方 称

为 〔“一 7 ’:

卜
下 -

一 } 门
l创

叮川
一

护奈)
一

盗
, 一N

,

(i+
一

韵
一 。

)

公
* ·

豁 :
一

翻rzN
·

) +

万
一

留
一

十

认李)
“
一 。

{
(2

.

1 )

N
, ,

d 。/ dr 求得之后
,

利用以下公式可求得其余的内力及位移分量
:

、 / d 么田
.

v d 功 \
ZU f

= 一 Z少【丫不万
~

十 气犷 - 面 , ,
\ 口r 一 r a r l

。 1 l d切
二

少山 \
Z玫 t

= 一 月 爪一
- -

一万二一 十 V
一
一 , 飞 .

\ r a r a r 一
I

(2
.

2 )

N
‘
= N

, + r
d N

,

d r

一耘{(卜
·

)N
·

+ r

祭}
假定球壳外边缘固定夹紧

,

而内边缘固定在可上
、

下移动的无变形的硬中心上
,

则 。
, 。

满足下列边界条件
:

当r = a 时
,

山二 o ,
‘。/ d r 二 o

, “二 o (2
.

3 a
)

当r , b时
,

d , / d r = o , u = 0
’ .

(2
.

3 b )

式中 D , E h
s

/ 1 2 (1 一沪)为抗弯刚度
, v
为泊松比

,

E 为弹性模量
,

N
,

为径向薄膜内力
, 切为球壳中曲面的挠度

,

r 为球壳中曲面上的点至对称中心轴 0 0 的距离
, “
为径向薄膜位移

,

M
, ,

M
:

分别为径向和切向弯矩
,

N 伪切向薄膜内力
。

为了简化计算
,

我们引进下列无量纲量
:

p 一
二

, 。一、 。(卜
, 2

)芬
“

一
.

貂
,

,
一石

“
· ,

了Oa

一一a,

么一,月
Qp
‘

尸 一澎 1 2( 1 二公勺
a 么P

.

2兀D h
’

S = p刃
, ,
掩= 斌1

一

2白
_

二沪)

将基本方程(2
.

1) 和边界条件(2
.

3) 化为无量纲边值问题
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·2 一
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粼二勃砧
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卜
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戈
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,
。一。

,

韶
一、一 。
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.

4 )
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.

s a
)

{
当。一时

,
“一。

, ·

嚣一vs 一。

、 一、
一

共纵
‘俨)

(2
.

s b )

其中

这样
,

我们的问题就化为在边界条件(2
.

5 )下求解带小参 数
。> 。 的变系数的非线性微分

方程组(2
.

4 )
.

三
、

摄动边值问题的求解

1
.

外部解

先应用正则摄动法求其外部解
.

假 设边值问题(2
.

4 )和 (2
.

5 )的外部展开 式为

0
0

= 艺
。“ 0

。

(户 )
,

5
0

~ 艺
。”S

。

(p ) (3
.

1 )
n . 0

代入方程(2
.

4 )
,

令 。的 各次幂系数为零
,

得到关于 e式p )
,

凡(p ) (
n = O

,

1
,

2
, “

·

) 的递推

方程
:

一 p 么
S
。
= 0

, 一 p 么S x = 0 5

p 2
0答(p ) + p o乙(户 )一 0

。

(p ) + P户一 p s
o
s
。 + p 么

5
2

= o

p 2
8了(p ) + p o l(p )一 0 ;

(p )一 p (S ,口
。+ 5

0
0 ,

)+ p Z S
3
= o

(3
.

2 )

、、‘

!1
.

!
、

‘,.,....产
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. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⋯ ⋯
月 一 2

p 2
0了

一 : + p s二
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一 0

。 一 : 一 p艺 S * 0
。 一 2 一 。+ p Z

s
。

= o (
n 二 3

,

4
,

舌 = 0

、、...

!
了‘.......p 2

8 o = o ,

户2
5 9+ P S 石(p )一 S

。

(p )

户2
口l = o -

1
十 二

一二

艺P

一0落一 p 么
0 : = 0

, 。 ,
.

0
. 0

.

1
p

一
。 ; 十内 i一 。 1 十 一

2P
0

0
0一 +

1 。 。

玄万
一

U , “。一 p
一口“= ”
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。 一 : 十艺

I n 。 。

挤
口, 口ft 一 2 一“一 p 口ff

~ U

由(3
.

2 )和(3
.

3 )解出0
。 ,

S
。

(
。= o

,

1
,

2
,

⋯ )后
,

代入 (3
.

1 )得

0o ~ o ,

So - 一尸p
一 ‘扩 (3

.

4 〕

显然
,

(3
.

4 )不满足两端边界条件(2
.

5 )
,

故在p = 1和 p 一 a 近旁出现边 界层
.

下面应用 “两变

量” 展开程序在P = 1 及p 二 a 的邻域内构造边 界层校正项
.
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2
.

边界层项

在P ~ 1的邻域内引进两变量睿和刀
:

占
= 匹川

巴

, 叮~ P

将关于P的导数换成关于变量雪
,

刀的偏导数 :

= 。一 ‘

(。
1 , 。+ 。占: , :

)
,

= 。 一么

(占
2 , 。+ 。j

: , ; + 。念d : , :
)

,
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a
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4 )所对应的齐次方程变换成
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D
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Z
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D
:
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Z

设在P ~ 1的邻域内边界层校正项的N 阶近似式为

{
, : 十 刀占1 ,
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.
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.
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.
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其中奴和 h
,

是在p ~ 1的邻域内的待求的边界层型函数
.

将(3
.

6) 代入(3
.

的式得
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在上式中逐次地比较

。的同次幂的系数
,

得到
。。 ,

h
。

的递推方程 :
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.
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.
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,
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,
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,

则得
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丽
一
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容易求得具有边界层性质的解为

,
, _ _ 、 _
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其中 C C
.

表示前面表示式的共扼复量
.

把(3
.
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.
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.
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,
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方程(3
.
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D
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.
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再由以后导出的关于
v ‘,

h ‘的边界条件
, 一

可以逐步求得 v ‘,

从 (‘= 1
,

2

类似地
,

在p 二 a 的邻域内引进两变量

N )

互~ 可月
叮一 P

,

可以把(2
.

4) 对应 的齐次方程变换成
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假设在p = a 的邻域内的边界层项具有下列形 式的N 阶近似式
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.
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,

可得关于。
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万
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的递推方程
。
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同样地
,

若取澎 (厅) = 1 ,

即取 武厅) = 厅一 a ,

则可逐次求出上述递推方 程的具有边界层

型的解为

。。= 口。(厅)
e x p〔

一

穿
(卜‘, 要」

+ c C
·
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。

(命)

由取口
。
二 0

,

可得

公。= 0 ,

h
o = 0

而。, 和万
:由下列方积

二 p

卜介
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和 以后导出的关于。
1 ,

万
l的边界条件确定

.

类似地
,

可逐步求得叭
,

万
‘

(i = 1

假设边值问题(2
.

4 )和(2
.

5 )的解S
,

0的N 阶近似式为

万 万 万
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。
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.
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.
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.
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.
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1
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.
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.
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,
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。
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”
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:

⋯
,
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.
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。
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.
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余项估计

我们以R N ,

Z 二分别表示边值问题 ( 2
.

4 )和 ( 2
.

5 )的真解0
。 , S

。

与形式渐近解ON ,
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项
,

即

R 万 = 8一 8万
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一 S 万
.
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列边值 问题
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.
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落
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为了估计余项 R N和 Z N ,

我们把边值问题 ( 3
.

5 7 )化为以下积分方程组
.

下面为简便起见

省去了R 万和Z 万的上允标
.
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我们把(3
.

5 9 )式写成下列向量形式
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.

5 8 )
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lo a d 10 s t让d i e d b y m e a n s

p a r a m e t e r 介 15 la r g e ,
t h e

o f t h o si n 名u la r p e r t u r b a ti o n m e 七h o d
.

W h e n t h e g e o m e tr i e a l

u n i fo r m ly v a lid a s ym p to t ie s o lu ti o n s a r e o b t a i n e d
.

K e y w o r d s sP五e r i e a l s h e
ll

, n o n li卫 e a r 一 s ta b ili tv
, a s y田P to ti e s o lu ti o 且。


