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摘 要

在本文中
,

我们对非线性随机V ol te rra 积分方程在 B an ac h空间的弱拓扑下的随机解证明了几

个存在定理
.

然后作为应用
,

我们得到了随机微分方程的弱随机解的存在定理
.

还得到了这 些 随

机方程的极值随机解的存在性和随机比较定理
.

我们的定理改进和推广了 〔4
,

5
,

10
,

1 1
,

1 2〕中的相

应结果
,

引 言

最近 V a u g h n 〔’, : ’
和 L a k s hm ik a n th a m 【3 , 弓’

在 Ba n a e h 空间的强拓扑下得到T 非 线 性

V o lte r r a 积分方程解的存在性和比较结果
.

L a k sh m ik a n th a m ‘弓’
和 M ite h e ll

,

S m ith【”’ 在

B a n
ac h 空间内研究了微分方程弱解的存在性

.

熟知B a n
ac h 空间内随机积分和微分方程理论已广泛应用于许多应用科学领域之中

‘. , , ’.

在〔8
,

9] 中
,

我们在紧性型条件下对非线性随机积分和微分方程的随机解给出了某些存 在 性

准则
,

也得到了非线性随机 V ol te r r a 方程的一比较结果
。

在〔1们中
,

我们对 Ba n ac h 空间内

随机微分方程的弱随机解证明了几个存在性定理
。

这些定理推广了〔1 ~ 5〕中和其它人的相应

结果
。

在本文中
,

我们在 Ba n
ac h 空间的弱拓扑下研究非线性随机积分和微分方程的随机解的

存在性和比较结果
.

利用弱紧性型条件
,

我们在弱拓扑下对非线性随机V ol te r
ra 积分方程证

明了随机解的存在性定理
.

作为应用
,

我们得到了随机微分方程弱随机解的存在性定理
。

同

时还得到了这些随机方程极值随机解的存在性和比较结果
.

我们的定理改进和推广 了【4
,

5
,

1 0
,

1 1
,

1 2〕中的相应结果
。

二
、

预 备 知 识

令 (口
,

并
,

尸)是一完备概率测度空间
,

(X
,

穷)是一可测空间
,

其中X 是一可分Ban ac h空

·
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间
,

穷是X 的一切Bor e l子集的a 一

代数
.

C C (X )表X 的
一

切非空有界闭凸子集的族
,

C L (X )

是X 的一切非空闭子集的族
.

定义 2
.

1 称映射 E : 口、 C L (X )是可测的 (弱可测的 )
,

如果对每一闭 (开 ) 子集月〔X

E
一 ’(A )二 {。〔口 : E (。 )自A 铸功}〔并

由〔1 3〕的定理 1 3 0 ,

可测性和弱可测性是等价的
,

我们用

G
,

(E ) = { (。
,

% )〔口 又 X : 戈〔E (。 )}

表E 的图
.

定义 2
.

2 称映射二口。X 是X
一

值随机变量
,

如果对每一B〔牙

戈一 ’(B ) = {。〔g
: % (口)〔B }〔并

定义 2
.

3 称映射州 口。 X 是弱 (或 P e tt is ) 随机变量
,

如果对每一 尹〔X 气X 的对偶空

间 )
, 二气 , (。”是一实值随机变量

.

由仁6
,

p
.

1 6〕知在我们的假设下X
一

值随机变量和弱随机变量是等价的
.

引理 2
.

1 (仁6
,

p
.

1 9〕) 设X
一

值随机变量序列{二
。

(。)} 几乎处处弱收敛于 双。 )
,

则 以。 )

是一X
一

值随机变量
.

定义 2
.

4 令E : 口、 C C (X )是可分和可测的映射
,

称映射T
:
G

,

(E )、X 是具有随机定义

域E 的一弱连续随机算子
,

如果

( i ) 对每一 。〔口
,

T (。
, ·

)
:
E (。 )。X 是弱连续的

,

(i i) 对每一%〔X 和刀〔君

{口〔口 : %〔E (。 )
,

T (。
, % )〔B 圣〔并

令S 二笼x 〔X : }1川 ( 1 }是X 的闭单位球
,

A是 X 的一 非空有界子集
,

我们定义 A 的弱非紧

性测度刀如下
:

八左)二inf {t> 。:
存在弱紧子集C c X 使得A c C + tS }

对弱非紧性测度口的性质
,

读者可参考〔4
,

第1章」
.

引理 2
.

2 (〔1 0 D 令 T : G
,

(E )、 X 是具有随机定义域E 的一弱连续随机算子
.

如果

( i ) 对每一。〔口
,

T (。
, ·

)
,

E (。 )。 E (。)

( 11 ) 对每一。〔口和 B c E (。)

刀(T (。
,

B ))( 切(。
,

刀(B ))

其中 切: 口 x 仁0
,

oo )* 仁O
,

。 ) 使得对每一 。〔口
,

切(。
, ·

) 是非减的和 lim 切粉

(。
,

才)= 0
,

. 呻 ‘劝

护(。
,

约二叫。
,

护
一 ‘

(。
,

约)
,

丫n > 1 ,

扩(。
,

t) = t
.

则 T 有一随机不动点
,

即存在一X
一

值随

机变量x 苦(。 )〔E (。 )使得尹 (。 )二T (。
,
二苦(。))

,

丫。〔口
.

令G 是X 的一开子集
,

J = [t
。 ,

t。+ 。〕C R
,

记

C〔口 x J
,

G 〕== {二口 x J * G }丫。〔日
,

x( 。
, ·

)连续和 V ( J
,

双
· ,

约是X
一

值随机变量}

C叮口 x j x j x G
,

G 」二{二口 x j x j x G o GI 丫。〔口
,

K (。
, · , · , ·

)弱连续和

丫(t
, : ,

劝〔J x j x G
,

K (.
,

t
, 。 ,

x) 是X
一

值随机变量}

C〔J
,

G 〕= {二 : Jo G }
二
连续

,

}}二 (才) }IJ = s o p l}二(t) }!}
.

显 然 (C仁J
,

G 〕
,

}卜 !{, ) 是 一可 分
心〔 J

B a n a e h空间
。

对于抽象函数弱连续
、

弱可积
、

弱可微等概念的定义和性质
,

读者可参见仁4
,

第一章〕和

t s
,

I 〕
。

引理2
.

3 (〔8〕) 令二 。
〔C〔口 又 J

,

G 〕
.

如果对每一 。〔口存在 a (。 )> 0 使得 S (二
。

(。
,

t。)
,
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a( 。” c G
,

(S( %
, ; )表中心在二半径为

: > 0的开球 )
,

则存在一实值随机变量 刀 : 口、 (0
,

, ) 使

得 S (二
。
(。

,

t。)
, 刀(。))c G

.

而且如果存在函数口
: 日、 (o

,

二 )使得 S (二
。

(。
,

才。)
,

口(。 ))二G
,

则

刀(。)> 夕(。)
,

丫。〔口
。

引理 2
.

4 (〔8 〕) 令丸〔C〔口 x J
,

G I和刀: 口、 (0
,

二 )是一实值随机变量
,

则存在一实值随

机变量占
:口。 (0

,

的 )使得

!才一 t。}< 6 (。) 二= > }}、
。

(。
,

云)一 二。
(。

,

f。) }}<
刀(。)

2

引理 2
.

5 (〔1 4 」) 二〔C〔日 X J
,

‘」的充要条件是映射。~ 双。
, ·

)是 一 C〔J
,

X 〕
一

值随机变

量
。

引理 2
.

6 (仁1 0 〕) 令M
,

冲, 口。 (o
,

旧 )和 , : 日、 (0
,

a) 是实值随机变量并令

L ip , 〔。 )仁口 义 J
。 ,

G 〕二{二〔C仁口 火 J
。 ,

G 」
:

{}二(。
,

才,
)一二 (。

,

‘2
) {}《M (。 ) }才

,
一才

2

}
,

V t : ,

t :

以
。

}

其中J
。

= J
。
(。)= 〔t

。 ,

t。 + , (。 )〕
.

假设二。
〔L ip , ‘。 [口 x J

。 ,

G 」
,

则 由

E (。 )一

{
, 。L ‘p 卫 ‘一 : “ x J

。 ,

G 〕
:

}}/ (。
,

‘)一 二。
(。

,

‘) }{, 。、 刀(。 )

2 }
定义的映射 E :口。 C C (C〔口 丫 J

。 ,

G 〕)是可测的
.

显然对每一。〔口
,

E (。 )是C仁J
。 ,

X 〕的一强闭凸子集
,

因此它也是 C仁J。 ,

X 」的弱闭凸子

集 (见 t1 5
,

定理 2
.

9
.

3 〕)
.

三
、

弱拓扑下随机解的存在性

在本节中
,

我们将考虑非线性随机V ol te r r a 积分方程

·‘。
,

‘,

一
‘。

,

‘, +

{:
。

K ‘。
,

‘
,

一‘。
, ·, , “·

(3
.

1 )

其中
‘。
〔L ip 汀

1
(
。。)〔口 X J

,

G J
,

K 〔C w 〔。 x J X J X G
,

G 〕
,

J = [ t。
,

t。 + a 〕
,

G 仁尤 是
一

开子集
,

M
; :
口、 (。

,

二 )是一 实值随机变量和此积分是弱积分
.

定理3
.

1 假设

( i) 存在实值随机变量M
: : 口。 (o

,

帕 )使得对每一。〔日
,

1}K (。
,

了
, s , 戈) {}( M

Z
(。 )

,

V (才
, 。 , 戈 )〔J x J x G

(i i) 存在实值随机变量M
3 ,
口、 (。

,

的 )使得对一切功〔X 关 ,

。〔口
,

有界B c G
,

区间 I仁J
,

戈〔C〔口 x l
,

B 」和 t
, : 〔J

,

1{
,

。: K ‘。
,

‘
,

一‘口
, ·, , 一K ‘。

,

一
‘。

, ·, , 」“· 镇岭(。 )

}II
!才一

:
}

其中 !引表区间I的长度
.

(i 11) 对每一。〔口和有界B 二G

刀(K (。
,

J
,

J
,

B ))( 切(。
,

刀(B ))

其中函数沪满足引理2
,

2 内假设
.

则存在一实值随机变量 厂 口。 (O
,

a) 使得非线性随 机 积 分 方 程 (3
.

1) 有 一 随 机 解
戈苦 (。

,

才)〔L ip , (。 ) [日 x J
。 ,

G 」

其中 M (。 )二M
:

(。) + M
。
(。 ) + M

:
(。) 和 J

。
= J

。

(。)= 仁t
。 ,

t。+ ? (。 )〕
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证明 假设刀(。 )和己(。)如在引理2
.

3和 2
.

4内一样定义
.

当令, (。) = m in {a ,

占(。)
,

, (。) /

Z M
: (。)

,

i }时
, , : 口。 (0

, a )是一实值随机变量
.

由M (。)= M
, (。 )+ M

:

(。) + M
3

(。)和引理

2
.

6
,

映射E : 口。C C (C〔口 x J
。,

G 3)是可测的且对每一。〔口
,

E (。)是C [J。 ,

G ]的一非空有界

弱闭凸子集
,

由

T (。
, · (。

,

‘))
一

(口
,

‘, +

{{
。

K (。
,

‘
,

一(。
, ·))“·

(3
.

2 )

定义算子T : G
,

(E )。C[ 口 x J 。,

G 」
,

其中的积分是弱积分
.

由 K (。
,

t
, : ,

以。
,

才”的假设知此

积分有定义且对每一 二〔C〔口 x J 。,

G 〕和 ( J
。 ,

作为 X
一

值随机变量的有限和 的序列的极限
,

T (.
,

以
· ,

O )是一X
一

值随机变量
.

对每一。〔口
, x 〔E (叻和桩J。.

由H ah
n 一

B an ac h 定理
,

存

在功
‘
〔X 许

使得 11功
:

l}二 i 和 (功
。

〔T (。
,

% (。
,

t))一‘。(。
,

才) ] }二 flT (。
,
戈 (。

,

t))一戈。(。
,

才) !}
.

因此对

每一。〔口

}IT (。
, * (。

,

t))一 % 。

(。
,

才)l}= }协
。

〔T (。
,
二 (。

,

t))一x 。

(。
,

t) ] }

《 1!
‘

I,
‘:、 (。

,

,
, : ,

二(。
, : ))。1

。:

!《 }{
‘、

2 (。)。:

!( 、
2 (。) , (。 ) ( “

妙,

1 J to 1 1 1 万J to J ‘

另一方面
,

对每一。〔口
, , 〔E (。 )和才

, T〔J
。,

由H a h n 一

B a n
ac h定理存在功〔X 苦

使得 }娇}二 1和

!功〔T (口
,
二(。

,

t))一T (。
,
二

,

(。
, : ))」!“ j}T (。

, 二(。
,

才))一T (。
,
二 (。

, : )) 11
.

因此由条件 (i) 和

11)有

}}T (口
,
二(口

,

t ))一 T (。
,
二(。

, : ))}}= !功〔T (。
, 二(。

,

才))一 T (。
,

二 (。
, : )) ] 1

、 }诱〔一(口
,

‘)

一
(口

, · )〕, +

1{:
功〔K (。

,

‘
, · ,

/ (。
, ·)) : d·

+

{};
‘〔K ‘。

,

‘
,

一‘。
, ·

, , 一 K (。
,

一
(。

, ·) ) :“·

1
、、}/

。
(。

,

‘)
一

(口
, ·) }! +

!!:
M

Z
(。, d ·

1
+ M

3

(。 ) }‘一 }

( (M
, (。 ) + M

:

(。) + M
3

(。 )) !才一
:

}= M (。 ) 1才一
:

! (3
.

3 )

因此T : G
,

(E )。C〔口 x J
。 ,

G 〕是一随机算子且对每一 。〔口
,

T (。
, ·

) , E (哟 , E (。 )
.

现在我

们证明对任意固定的 。〔口
,

T (。
, ·

) ,万 (叻 , C〔口 x J
。 ,

G 〕是 弱连 续 的
。

令
二〔E (。) 和令

N (T (。
, : (。

,

才))
,

功
, 。)是 T (。

, 二 (。
,

才)) 在空间 C仁J。 ,

X 〕内的一弱邻域
,

其中 功〔C [ J
。 ,

X 〕
资

(C〔了
。 ,

X 〕的对偶 空间)
.

因为 (3
.

3) 式蕴含T (。
,

E (。)) 是 C〔J
。 ,

X J的一等度连续子集 (对每一

。〔必
,

由〔5〕的引理1
,

9假设功= 乙 功
‘就足够了

,

其中功
。 “= 1

,

⋯
,

N ) 是点泛 函 (见 [5
,

p
.

3 94 〕)
.

我们假定功有此形式
.

因为 功
‘

是点泛函
,

则存在 咖〔X 关 和 儿〔J。
使得功

‘〔双。
,

O 〕=

价‘〔x (。
,

t。)]对每一
二〔C〔日 x J。 ,

G 〕成立
.

由〔5」的引理1
.

1 0 ,

对每一劝
‘和 t。,

存在有限多个点

泛函刀
‘, 〔C〔J

。 ,

尤〕关 (j二 1
,

⋯
,

N ‘)和之‘> o使得如果夕〔N (%
,

且 , , ,

几, ,

N ‘)
,

则对一切
s〔J

。

有

因此如果

我们有

l、
‘(K (。

,

“
,

一。‘口
, ·, , 一 K ‘。

,

“
,

一 “口
, “

, , , ‘< 、

提
。 )

。〔E (曰 )。
!户

,

挥 (/ ,

“
‘, ,

之‘
,

了V
!
)

〕
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l功(T (。
,
、 (。

,

才))一T (。
,

, (。
,

t ))) I= }E 功
‘(T (o,

, 、 (。
,

t))一 T (。
,

g (。
,

*)))

一

}

(

}

‘K ‘。
,

‘
,

一‘。
, ·, , 一K ‘。

,

‘
, ￡ ,

。‘。
, ·) , )d ·

)1

‘K ‘。
,

“
, : ,

“ (。
, 。

, , 一K (。
,

“
, : ,

。(。
, : , , )d :

)

�曰

子‘鑫‘
.

I
J

了‘.、

"

艺间

,劝
‘(K ( 。) ,

才‘
, s , 二 (。

, s ) ) 一K ( 。
,

t‘
, s ,

万(。
, s ) ) ) ld

s

( E
。、
兵
。 ) },

‘
一才

。

}、
。

所以对每一 * E (。 ) n !户
I N (·

,

“ ‘, ,

“。
,

N ‘)
〕

有 T (。
,

夕 (。
,

t ) ) 〔N ( T ( 。
,
二 (。

,

了) )
,

功
, 。 )

.

由此推得对每一 。〔口
,

T (。
, ·

) 弱连续
.

因此 T :

G
,

(E )、C[ 口 x J 。 ,

G 〕是一弱连续随机算子
.

现在证 明T 满足引理2
.

2的条件 (i i )
.

对每一硬口
,

令B c E (。 )
.

由刀的性质

“‘T ‘。
,

B “, , , 一”({
一‘。

,

‘, +

!:
。

K ‘。
,

‘
,

一‘。
, ·

, ,“一( 口
, ·)。B

})
一 刀({{:

。

K ‘。
,

‘
, ‘ ,

·‘。
, ·

, ,“一‘。
, ·, 〔B

})
( 刀( !t一 t。}

e o K ( 。
,

t
,

J。 ,

B ( J
。

) ) )

( ? (。 ) 刀( e o K (。
,

J
。 ,

J。 ,

B (J
。

) ) )

《 ? (。 )刀( K ( 。
,

J 。,

J。 ,

B (J。 ) ) )

簇 , (。 )甲(。
,

刀( B (J。) ) )镇 丫(。 )甲(。
,

刀( B ) )

( 切(。
,

刀(B ) )
,

V t〔J
。

其中B ( t ) = {x (。
,

t ) : x 〔B }和B ( J
。) 二 { x ( 。

,

才) : 二〔B
,

屹J。

}
.

因为 T ( 。
,

E (。 ) )是C [J
。,

X ]的一

等度连续子集
,

由〔5」的定理2 ,

刀( T (。
,

B ) ) = s u P 刀( T ( 。
,

B ( t ) ) )簇甲(。
,

刀(B ) )
t〔Jo

因此从引理2
.

2推得T 有一随机不动点 二苦〔Li p , ( 。 )【口 x J。 ,

G 〕它 也是非线性随机积分方

程 ( 3
.

1 ) 的一随机解
.

定理3
.

2 假设定理3
.

1的条件 ( i) 和 (i i) 成立且存在一实值随机变量 吞: 口。 ( O
,

。 )使得对

每一。〔口和有界B c G

刀(K (。
,

J
,

J
,

B ) ) ( k (。 )刀( B )

则定理3
.

1的结论成立
.

证明 假设叭。 )和叔。 )如在引理 2
.

3和2
.

4内一 样定义
.

今

, (。)
一

, 。

{
· ,

“( 。)
, 刀(。 ) b

2M
2
(。 )

’

寿(。 ) }
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其中b〔(0
,

1 )
,

则 , : 口。 (o
,

a) 是 一实值随机变量
.

利用与定理3
.

1的证明中相同的论证
.

我们

能证明由(3
.

2) 式定义的算子 T : G
,

(E )。 C〔g x J
。 ,

G 〕是一弱连续随机算子和对每一 。〔口
,

T (。
, ·

) : E (。 )今 E (。 )
.

现在对每一。〔口
,

令B已E (。 )
,

由刀的性质有

刀‘T ‘口
,

B “, , , 一月({
一 (。

,

‘, +

{}
。

K (。
,

‘
,

一 (。
, ·))

/
子

一(口
, ·)〔B

})
一、({{:

。

K (。
,

‘
,

一(。
, ·, , “

￡: ·‘。
, ￡

,〔B

})

( 刀( }t一 t。}
e o K (。

,

t
,

J
。 ,

B (J
。

) ))

( },
(。 )刀(K (。

,

J
。,

J
。 ,

B (J
。

)) )

( ? (。 )k (。 )刀(B (J
。
)) = 丫(。 )几(。 )刀(B )

因此由「5」的引理2有

刀(T (。
,

B ) )( 下(。)k(。)刀(B )簇b刀(B )

由具有侧 。
,

t) = bt
,

V 。〔口
,

的引理 2
.

2 推得T 有一随机不动点尹〔Li p 、 (。)〔日 火 J
。 ,

G 〕
.

因此

x 气。
,

t) 也是非线性随机积分方程 (3
.

1) 的一随机解
.

定理3
.

3 假设定理3
.

1的条件 (i i) 成立
.

如果K 〔C叮口 火 J x J X G
,

G 」和 X 还是自反空

间 (G 表有界开集G 的闭包)
.

则定理3
.

1的结论成立
.

证明 因G 在刃内有界
,

则G 是弱紧的
.

由K 的弱连续性推得K (。
,

J
,

J
,

G )对每一 。〔口

是弱紧的
.

令 M
Z
(。 )= s o p { }}K (。

,

t
, s ,

二 )}}: (t
, s ,

二 )〔J x J 又 G }

则M
Z :
口。 (o

,

二 )是一实值随机变量
.

现在令对每一 。〔口
,

B c E (。 )( E (。 )如在定理3
.

1一样

定义 )
.

因K (。
,

J
。 ,

J
。 ,

B (J
。
))仁K (。

,

J
,

J
,

G )和 B (J
。
)c G

,

所以 刀(K (。
,

J
。 ,

J
。 ,

B (J
。
)) )= 0

和刀(B (J
。

)) = 0
.

由此推得刀(T (。
,

B )) 二 o和刀(B )二 0
.

由定理3
.

2知定理 3
.

1 的结论成立
.

作为定理3
.

1
,

3
.

2
,

3
.

3 的应用
,

我们容易得到随机微分方程弱随机解的存在定理
.

下面我们将考虑随机 C a
uc h y 问题

d戈 (。
,

d 才

t) 二f (〔。
,

t
, 二(。

,

才) )

(3
.

4 )

“(。
,

t。)二 % 。

(。 )
,

V 。〔口
,

t〔J = [ t。
,

t。 + a 〕

的弱随机解的存在性
,

其中二。 :
口。 G 是一 X

一

值随机变量
,

f〔C

数是弱导数
。

叮口 x j x ‘
,

G 〕和这里的导

称函数二口 x J
一)

G 是随机 C a o c hy问题(3
.

4 )的一弱随机解
,

如果

( i ) x 〔C 价〔口 火 J
,

G 〕

( 11 ) % (。
,

才。)二% 。
(。)

(111)
d 戈 (。

,

才)

d t
= f(。

,

才
, 、(。

,

t))
,

V (。
,

r)〔口 火 J

定理 3
.

4 假设

( i) 存在实值随机变量M
: 口、 (O

,

co )使得对每一。〔口

l}f(。) ,

t
, % ) l}( 万 (。)

,

V (t
, 、 )〔J 火 G

(i i) 存在满足引理2
.

2内条件的函数 卿 g x 〔o
,

二 )、石。
,

。 ) 使得对每一 。〔口 和有界集

B C G

刀(f(。
,

J
,

B ))( 甲(。
,

刀(B ))
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则存在一实值随机变量 下: 口。 (o
, 。) 使得随机 C a uc h y

〔L ip , (。 。[口 x J
。 ,

G 〕其中J
。
= 仁才

。,

才。+ , (。)〕
.

证明 为了寻求随机C a uc h y问题(3
.

4) 的弱随机解
,

方程

问题 (3
.

4) 有一弱随 机解 二气。
,

t)

我们考虑等价的随机 V ol t e r r a 积分

·(口
,

! )

一
(。) +

!:
。

‘(。
,

一(口
, · ) ,“·

(3
.

5 )

其中的积分是弱积分
.

当其在定理3
.

1中令二。(。
,

才) = 二 。

(。 )和 K (。
,

t
, : ,

x )= f (。
, s ,

x )
,

V 才〔J

时
,

容易检验定理 3
.

1的 一 切假设在M
I

(。 )= M
3

(。 ) ~ 0和 M
Z

(。 )= M (。 )
,

V 。〔口
,

的情形

下成立
.

因此由定理 3
.

2 ,

随机 V o lte r r a 积分方程(3
.

5 )有一随机解二关 (。
,

了)〔L ip , (。。[口 X J
。 ,

G 〕
.

从 [ 5三的引理3
.

1推得二气。
,

t) 也是随机C a
nc h y 问题 (3

.

4) 在J
。_

L的一弱随机解
.

定理 3
.

5 假设定理 3
.

4 的条件 (i) 成立且存在一实值随机变量 k : 口。 (O
,

帕 ) 使得对每一

。〔口和有界集B 〔G

刀(f(。
,

J
,

B ))( 左(。 )刀(B )

则定理 3
.

4 的结论成立
.

证明 利用定理 3
.

2 和定理 3
.

4 证明中的相同论证
,

我们容易证明本定理结论成立
.

注 3
.

1 定理 3
.

1 和 3
.

2 是【1~ 4
,

8
,

幻中相应结果在弱拓扑下的改进和推广
.

定理 3
.

4 和 3
.

5 推广了

〔5〕的定理 3
,

[ 1 0〕的定理 4
.

2 和 [ 1 1〕中相应结果
.

定理3
.

6 令二。 :口、 G 是X
一

值随机变量
,

f〔C叮口 义 J x G
,

G 」
,

G 是X 的有界开集和X

还是 自反空间
.

则定理3
.

4的结论成立
.

证明 当在定理 3
.

3 中令 二。(。
,

t )= 二 0

(。)和K (。
,

l
, s ,

二 )= f (。
, s ,

二 )
,

V t〔J时从

定理 3
.

3 推得随机 V o lt e r r a 积分方程 (3
.

5 ) 有一随机 解尹 (。
,

t) 〔L ip , 。。 ) [口 x J
。,

G j
,

其中M (。)二 s u p { {If(。
, s ,

二 )】1
:
(s ,

二 )〔J x G 卜 因此二关 (。
,

t)也是随机 C a u e h y I’ed 题 (3
.

4 )

在 J
。
一〔t

。 ,

t。+ 袱 。)〕上的一弱随机解
.

注 3
.

2 定理 3
.

3 和 3
.

6 是〔5
,

10
,

12〕中相应结果的改进和推广
.

四
、

弱拓扑下极值随机解的存在性

在本节中
,

我们将研究随机积分和微分方程在弱拓扑下极值随机解的存在性
.

令H 二 X 是一真锥
,

11
。

表11 的内部
.

假设万
。
手功

.

对
u , v〔X

,

我们定义
u簇。 ,

当且仅当
。一“〔H

,

“< 。 ,

当且仅 当
v 一 “〔H

。 .

令万
关 和 I--I 言分别表下列泛函的集

:

万
关 = {e〔L (X

,

R ) : x 〔H 今
e (x )》0 }

万言= {c〔L (X
,

R ) : 戈〔H
。

今 e (% )> o }

其中L (刃
,

R )是X 到R 的一 切连续线性泛函的空间
.

利用「4 」的定理 5
.

5
.

2 的证明中相类似的论证我们容易证 明下面结果
.

定理4
.

1 令K 〔C . 〔日 x j x j x X
,

X 」和 x 。, u , v〔C w 〔口 x J
,

X 」
.

假设对每 一 (。
,

t
, s )〔日 x J x J

,

K (。
, t

, : , 二 )关于 二单调非减 (即是若二( 梦
,

对每一(。
,

t
, s )〔日 x J x J

,

蕴含K (。
,

t
, s ,

二 )( K (。
,

t
, s ,

夕) )
.

如果对每一 (。
,

t )〔口 x J
,

·(。
,

‘)、 X 。

(。
,

‘) +

!;
。

K (。
,

‘
, · , ·(。

, · ))d ·
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·(。
,

‘, 》/ 。

(。
, ‘) +

!:
。

K (。
, ‘

,

一
(。

, ·
, , d ￡

且其中一个不等式是严格 的
,

则 u (。
, t。)< v (。

, t。)
,

V 。〔口
,

蕴 含 u (。
, t)< v (。

, t)
,

V (。
, t)〔口 x J

。

定理4
.

2 假设定理 3
.

1的所有条件成立且对每一(。
, t , s )〔口 x j x J

,

K (。
, t , s , 二)

关于 二 单调非减则存在一实值随机变量 件口、 (o
, 。 )使得随机积分方程 (3

.

1) 有 一极大随

机解 x 井(。
, t)〔L ip , ( 。 ) [口 x J

。 ,

G 〕
,

其中 J
。
= [ t。

,

t。+ 丫(。)〕和 M (。) = M
,

(。)+ M
:

(。)

+ M
3 (。 )

.

证明 假设 刀(。 )和 改。 )如在引理 2
.

3 和 2
.

4 内一样定 义
.

今

、、1
.

,1
: (。,一

‘n

{
。 ,

“(。 ,
, 刀(。 )

4 M
: (。 )

’

则 v: 口 , (O
,

a) 是一实值随机变量
.

由 M (动 二M
,
(。 )十 M

。
(。 ) + M

3
(。 ) 和引理 2

.

6
,

映射

E :口 , C C (C [日 x J。,

G 〕)是可测的
.

定义T : G
,

(E ) , C〔口 x J
。,

G 〕如下
:

令 梦。(。 )〔H
。,

(1 /
n )y。(。)

,

T (。
,

V 。〔口
,

二 (。
,

, ) )一 x 。(。
,

, ) +
!
‘

亢(。
, 才, : , 、(。

, : ))、s

J 吕0

是一X
一

值随机变量使得 }1夕
。
(。 )}】《刀(。 )/ 4

,

V 。〔口
,

和 令 , ,

(。 )二

(n = 1 , 2
,

⋯ )
。

定义T
。 : G

,

(E )。C〔口 x J 。,

G 〕如下
:

T
。

(。
,
劣(。

,

t)) = T (。
, % (。

,

t))+ , ,

(。) (n 二 1 , 2 ,

⋯ )

则 对每一 。〔g
,
二〔E (。 ) 和 〔J0

,

由 H ah
n 一

B an ac h 定 理
,

存在粼〔X 关
使 得 }{六 }}= 1 和

!价言〔T
。

(。
, 二(。

, 才))一 x 。

(。
,

t)〕}= 1{T
。

(。
,
二(。

,

t))一二。(。
, t) {1

.

因此对每一。〔日
,

ljT
。

(。
, x (。

, t ))一二 0

(。
, t) 11= l功飞[ T

,

(。
, 二(。

,

t))一 x 。

(。
, t)〕l

、

1{:
。

}。: (K (。
,

‘,

一
(。

, ·
, , , ,“

￡

!
+ ,‘, ‘。

·

‘。 , , ,

簇 }}夕
。

(。) }1+ M
Z
(。 )}t一 t。1(

刀(。 )

4 刀

+ M
Z (口 , : (。 )、 ”‘

犷, (一
1 , 2 ,

⋯

利用定理3
.

1证明中同样的论证
,

我们能证明T
。

有一随机不动点
二 。

(。
, t)〔Li p , : 。 ) ,

〔口 x J
。

G 」
,

(n = 1
,

2 ,

⋯ )
.

因为对每一。〔口
, t〔J

。

戈 :
(。

, t)二 x o (口
,
‘) +

{:
。

K (。
,

‘
,

‘) +

{:
。

K (口
, ‘

,

s , % :
(口

, 。) )d 。+ 夕;

(口 )

> 义。(口
, s ,

叉 :
(口

, s ))d s + 夕:
(。 )= T Z (口

, 劣 ,
(口

,

t))

和 劣 : (。
,

t。)= % 。(。
,

t。) + 梦;
(。 )> % 。

(。
,

t。) + , 之
(。)二工

,

(。
。

t。 )
。

从 定 理 4
.

1 推 得 戈 , (。
,

t)> 义 : (。
, t )

,

V 。〔口
,

t〔J
。.

类似地
,

我们有
劣。。(

,

t)> 劣。(。
, t)

,

V 。〔口
, t〔J

。

和 n > 侧

利用刀的性质
,

对每一。〔口有

刀({x 。

(。
,

t )}几
,

)二刀({T (。
,
二

。

(。
, t )) + 夕

。
(。 )}几

, )

一刀({!:
。

K (。
,

‘
, · ,

%
·

(。
, · , , d·

}二
,

)
《刀( !t一 t。}

e o K (。
,

( , (口 )刀(K (。
,

J
。 ,

,

J
。 ,

{ x 。
(。

,

J
。
)}界 : ))

J
。 ,

{ x
,

(。
,

J
。
)}二

,
))



随机积分和微分方程在弱拓扑下解的存在性和比较结果 1 0 4 7

《? (。 )甲(。
,

刀({二
.

(。
,

J
。

) }几 : ))

《甲(。
,

口({二
。

(。
,

J。)}乳
: ))

由【5 〕的定理 2 推得

刀({x 。

(。
,

J。)卜认 : )《价(。
,

刀({戈
。

(。
,

J。) }咒
; ))

因为 lim 切”

(。
,

t) = o 蕴含 中(o, , t)< t
,

V 。〔口
, t) 0

,

从上 面不等 式 推 得 刀({x 。

(。
,

J
。

)} 几 , )= 0
.

因此对每一(。
,

t) 〔口 x J。,

{戈
。

(。
,

f) }界 :是弱相对紧的
.

容易着出对每一。〔口
,

{二
。

(。
,

t) }咒 :
在 J

。

上是等度连续和一致有界序列
。

所以由【4 1的定理 1
.

1
.

6
,

存在{戈
。

(叭
t)}咒 : 的一子序列 {二

n ,

(。
, t)}在 J

。

上一致弱收 敛 于 二铃(。
, t)〔L ip , 。。,

〔口 x J
。 ,

G ] (因为

Li p M‘。 ,〔口 x 几
,

G 〕是弱闭凸集 )
.

因为
劣n‘

(。
,

t)= T
n ,

(口
, % 。 ,

(o, , 才)) = T (o, , 戈。 ,

(。
, t)) + 夕

。‘(。)

由T 的弱连续性
,

有

x 带(。
, t )== T (。

, % 朴(。
,

t))

即 二气。
,

t) 是随机积分方程 (3
.

1) 在 Li p , (。 )〔口 x J。,

G 〕内的一随机解
.

现在令 二(。
, t)〔L ip , 。。) [口 x J。 ,

G J是方程 (3
.

2 ) 的任意一个随机解
,

即有
X (。

, ‘)
一

(口
,

‘) +

{:
。

K (。
,

‘,

一 x (。
, : ))d ·

因为对每一。〔口
,

X
·

(。
, ‘)
一

(。
,

‘) + 。
·

(。) +

{:
。 K (。

, ‘, ·, 二·

(。
, ·))“

> / 。(。
,

‘) +

{:
。 K ‘。

, ‘
,

一
‘。

, ·
, , d ·

和 “(。
, t。)= “。(“

, t。)< 戈。(。
, t。) + 夕

,

(“ )= 劣 .

(。
, t。)

,

从定理 4
.

1推得
x (口

, t)< x 。

(。
, t)

,

V 。〔习
, t〔J。 和 ”= 1

, 2 ,

⋯

这蕴含对每一 。〔口 和龙H
怜

e (戈补 (。
,

t)一 x (。
,

t)) = c (x 补 (。
, t)一 x 。 ,

(。
, t) ) + e (戈

。‘(o, , t)一戈(。
,

t))

) e (x 餐(。
, t)一戈。 ,

(。
,

t)) , 0
, n 、。

从[ 4 ]的引理 4
.

3
.

2 推得对每一。〔口和 t〔J
。

工(o, , 才)《x 朴(x , t)

因此
x 气。

,

t) 是随机积分方程 (3
.

1) 在L IP , (。 )〔口 x J。,

‘〕内的一极大随机解
.

定理4
.

3 假设定理 3
.

4 的条件 ( i) 和(i i) 成立且对每一 (。
,

习〔口 x J
,

j( 。 , s ,

劝关

于 二 单调非减
.

则存在一实值随机变量 , :口 , (0
,

a) 使得随机 C au ch y 问题 (3
.

4) 有一极

大随机弱解二补 (。
, t)〔L ip , (。。[口 x J

。,

G )
,

其中 J 。= [ t。, t。+ 丫(。) 1
。

证明 为了寻求随机 C au ch y 问题 (3
.

4) 的极大弱随机解
,

我 们 考 虑等 价 的 随机

V o lte r r a 积分方程 (3
.

5 )
.

当在定理 4
.

2 中令 x 。

(。
, t )= 劣。(。)和 K (。

, t , s ,
二)= f(。

,

s ,

劝
,

V ( J 时
,

从定理 4
.

2 推 得 随 机 积 分 方 程 (3
.

5) 有 一 极 大随 机 解 二气。
,

t)

〔L ip , (。 ) [口 又 J 。,

G 〕
.

因此它也是随机 C a u e h y 问题在 L ip , (。 )〔口 x J
。,

G 〕内的一极大随

机弱解
。

注 4
.

1 在定理 3
.

2 和 3
.

5 的假设下
,

我们也能得到随机积分方程 〔3
.

1) 和随机 Cau ch y 问题(3
.

4 )的

极大随机解的存在定理
.

我们省去
.
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五
、

弱拓扑下的比较定理

在本节中我们将对随机积分方程 (3
.

1) 和随机 C au
o h y 问题 (3

.

4) 分别证 明 比较定

理

定理 5
.

1 假设定理 4
.

2 的假设成立和令。〔Li p , ‘。 )「口 x J
。,

阴 (。
,

‘)、 / 。

(。
,

‘) +

{:
。

K (。
, , , · , m (。

, ·))d 一

G 」使得

V 。〔日
,

t〔J

则有
n ‘(。

,

t)簇% 关(口
,

t)
,

丫。〔日
,

t〔J
。

其中 二 ,
(。

,

i)〔L IP , 。。 、

[口 x J
。 ,

G 」是随机积分方程 (3
.

1) 的极大随机解
.

证明 按定理 4
.

1 的证 明
,

我 们 令 夕。
(。)〔H

。

具 有 }{夕
。
(。 )}}( 刀(。 )/ 4 , 夕

。

(。) = (1/
n )

·

夕。(。) (n = 1 ,

x
,

(。
,

2
,

⋯ )和 二
。

(。
, r)〔L ip , (。 ) [口 x J

。 ,

G 」是随机方程

‘)

一
(。

,

‘)+

{:
。

K (。
,

‘
,

一
‘。

, ·
, , d · + 。

·

‘口 , ‘一
‘

,

2
,

⋯

的
‘

随机解
.

不失一般性
,

我们能假定对每 。〔。
,

{x
,

(。
,

t) }几
,

弱一致收敛于尹 (。
,

t)

〔L ip 、 ( 。) [口 x J
。 ,

G 〕
.

因为对每一 。〔口
,

阴 (。
,

t。)( 二。
(。

,

t。)< 二。
(。

, t。) + 夕
。

(。)二二
。

(。
,

t。)和

% 。

(臼
,

所 以定理 4
.

1 蕴含
,n( 。 ,

论 证
,

我们有

”z(。
,

定理5
.

2 假设定理

d 阴 (。
,

d t

t )> 义。(。
,

t) +

t)< 劣 。
(。

,

t)
,

{:
。

K ‘臼
,

‘
,

一 “
·

‘。
, “”““

丫。〔口
,

婚J
。 , 。) 1

.

利用定理 4
.

1 证 明中同样的

t)( % 关 (。
,

i)
,

V 。〔口
,

t〔J
。

4
.

3 的假设成立
.

令 m (。
, t)〔L ip , : 。 : 仁习 x J

。 ,

G I使得

兰)簇j(。
,

t
,

。 (。
, t))

,

v 。〔。
, t〔了

。

(5
‘

1 )

其中 d 。 : (。
, t )/ d t是 弱导数

.

如果 。 : (。
,

t。)簇二。

(。)
,

则 有 。 (。
,

t)( 二朴(。
,

t)
,

V 。〔口
,

t〔J
。 ,

其中 二关 (。
,

t)〔L ip , ‘。 , [。 x J
。 ,

G 〕是随机 C a u e hy 问题 (3
.

4 ) 的一极大随机弱解
.

证明 由弱导数的定义和〔4 」的引理 4
.

3
.

2
,

容易证明微分不等式 (5
.

1) 等价 于 下面

积分不等式
:

m (口
, ‘)、 一(。

,

‘。)+

{:
。

, (口
, 召 ,

切(口
, ·, , d ·

(5
.

2 )

其中的积分是弱积分
.

因为m (。
, 才。)( 二。(。)

,

V 。〔日
,

我们有

。(。
,

‘, 、X 。

(。) +

{:
。

‘(。
,

一
(。

, ·) )d ·

从具有 二。
(。

,

t)= 二。(。)
,

K (。
,

r , s ,
二) = f(。

, s ,
二)

,

V (。
,

t)〔幻 火 J 的定 理 5
.

1 推得

对每一。〔g
,

tE J
。

有

阴 (。
,

t)簇% 关 (口
,

t )

其中 二关 (。
,

才)〔L ip , (。。[口 x J
。 ,

G 〕是随机积分方程(3
.

5 )的一 极大随机解
.

因此 二关 (。
,

t )〔

L IP , ‘。 。〔口 x J
。,

G 〕也是随机 C a uc hy 问题(3
.

4) 的一极大随机解
.
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