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摘 要

尽管广义相对论形式优美
,

成果辉煌
,

但在以下几个方面却未尽完善
:

( 1) 它不能容纳不对称的总能量
一

动量张量
,

这种不对称性已经在电磁理论中被证明是存在

的
。

( 2 ) 场方程可以导出线动量平衡定律
,

却不能导出角动量平衡定律的精确方程
.

( 3 ) 如果没有附加 (非物理) 的假设
,

缩并的第二 Bi a n c hi 恒等式的四度任意性使场 方 程

无法获得唯一解
.

为了解决这些问题
,

我们在本文提出
,

把纤维丛 尸【M
,

S U (2 )」定律作为四维时空的 基 本 几

何结构
.

于此
,

结构群 S U (2) 是特殊二维复酉群的实表示
.

S U (2) 同时使定义在整个M 上的度

规型 d 孕 = g
。

斌砂J砂 和基本二型 诱= (1/ 2 , )。
。

斌xo 八d 砂 不变
.

以 S U (2) 连络定义的爱因斯坦

方程利用了时空流形以及把非齐次麦克斯韦方程作为辅助条件
.

于此
,

电磁张量与曲率张量 的 缩

并形式是等价的
.

我们得到的结果是关于 16 个未知场变量 (g
。 , , 。。

,) 的 16 个独立的基本方程
.

另

外
,

角动量平衡定律恰好是推广的爱因斯坦方程的斜对称部分
.

这里
,

自旋角动量张量直接 被证

明与扭转张量成比例
.

一
、

引 言

人们认为广义相对论(G R )的主要优点在于线动量平衡定律 (L L M B )
,

即运 动方程
,

是

爱因斯坦场方程的一个几何结论
.

相比之下
,

牛顿引力理论中的场方 程 (Poi s so n 方程 ) 和

运动方程是相互独立的假定
.

而对于角动量平衡定律 (L A M B )
,

情况就大不相同 了
。

事实

上
,

到 目前为止
,

L A M B 还不能从 G R 中导出—在这方面我们取得的最好成 果 就是用能

量
一

动量张量 (E M T ) 的对称性不那么明显地导出了 A M 在
“

渐平
”

时空中保守的结论
。

从

开始
,

场方程和 G R 几何理论就缺乏关于 A M 的实质性定律
.

这恐怕就 是 在 G R 中难以定

义 A M 的主要原因
.

时至今天
,

这种困难还不能认为已完全解决—W in ico ur 的长篇文章

〔1 ]及其参考文献为这个问题的重要性提供了证据
,

并说明了人们为解决这个问题付出了多

大的努力
.

由最近的工作看来
,

我们处在这样的奇怪境地里 我们得到的只是在渐平时空中渐

近精确的近似 L A M B
.

无疑
,

近似定律总能从一个精确定律导出 (例如忽 略 一 些 次 要效

应)
,

反之不真
: 一个近似定律并不隐含一个其形式尚未为人所知的精确定律

.

基于这样的

考虑
,

我们就有必要把爱因斯坦的广义相对论推广
,

使 L A M B 成为时空 结构的几何结论
,
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而不是一种附设
.

另一个概念相关
、

内容相异的问题与弯曲时空存在内在自旋角动量有关
.

关 于 这 个 问

题
,

E
.

C a r ta n 早已给出自旋的扭转理论
〔“’,

随后 T r a u t m a n ‘3 ’,

H e h l等
t 4 ’
使其 进一步完

善
,

现在 Ei ns te in 一
C ar tan 理论 (E C ) 已臻完善

.

但从以下的意义上看来
,

这种理论还有猜

测的成份
.

因为在这种理论中
,

内在自旋在弯曲时空中的存在是一个预先的假定
,

这种自旋

又假定与扭转张量的一个线性函数相关
,

而这种 自旋的实质尚未阐明 (例如
,

它是否与量子

力学中的自旋角动量相联系)
.

所提供的证据有点牵强
;
它们不能构成一个证 明

.

如果弯曲时空中的内在 自旋与量子力学中的类似概念完全相关
,

就 会出 现一个等 价 的

问题
:

旋量是否能嵌入广义相对论的弯曲时空中? 通常赋与 G R 弯曲时空中的
“

旋量结构
”

是指
“

内蕴空间
”

结构群和覆盖在 G R 纤维丛结构 巨的 L 结构群之间 的 同 构 (参阅
,

例如

Bl ee k e r〔5 」)
.

可是这种同构不允许旋量的嵌入
,

因为这种旋量 结 构 以 及 二〔M (时空流

形) 中的每 一个张量
,

与 M 在 x 处的 切空间 T
二

(M ) 的某些 旋 量 相对应
,

但并不 是 每个

T
,

(M )中的旋量都与一个张量对应 (例如
,

与半整数相对应的旋量在 二处的L张量空间并没

有
一

与之等价的张量)
.

因此
,

显式解答是对旋量结构的更强要求
:

同构实际上应是不同构
.

在解决以上提出的问题的尝试中
,

本文从最近的要求入手
,

研究了 G R 理 论 能 否这样

地
“

推广
”

使
:

( 1) L A M B 作为场方程的结论包含在该理论中
.

( 2 ) 内在自旋 (整数或半整数 ) 是否在某种意义上存在于得到的弯曲时空结构中
.

这样构造的几何理论把电磁理论也包含在其中
,

于是为 Ei ns te in 和 W
e y l意 义 上的经

典统一场论 (U F T ) 提供了基础
.

二
、

宇宙旋量结构的运动学和动力学

在构造推广的理论时
,

我们首先把旋量嵌入在弯曲时空 M 中
,

然后察看这 种 旋量结构

所提供的关于宇宙定律的线索
.

流形的几何就能根据加于其上的G 结构来分类 (参阅 St e r n
-

be
r g〔6〕)

,

因为主纤维丛 (PFB) 尸(M
,

G ) 的结构群是切空间 T
,

(M ) 的自同构 群
.

如要

求这自同构群为 S L (2
,

C )或 S U (2 )
,

则四维切空间 T
二

(M ) 可 嵌 入 旋 量 的
“

内 空 间
”

中

(S L (2
,

C )
,

S U (2) 均为二维特殊复酉群 )
。

然而结构群的选择又要保留 G R 的外对称
,

G R

的几何基础是简化丛 尸〔M
,

5 0 (1
,

3 )〕
,

其结构群 5 0 (1
,

3) 的不变量具有阂可夫斯基 (M in
-

k o w s k i)度规形式
:

d S Z = 一 (夕0 )
么
+ (0‘)

2
+ (口

么

) 2 + (口3 ) 2 ( 2
.

1 )

这里
,

少 是定义在整个M 上的规范 1 一

型
.

如在 ( 2
.

1 )中令 少 = 砂 (‘= 斌 一 1 )
,

则 我 们可

以得到欧几里得度规形式
:

d S
Z
二 (口

o
)
艺

+ (0‘)
2
+ (8么)

2
+ (口

3

)
2

( 2
.

2 )

它在 ‘O( 4 ’群的变操中是不变量
,

因此 G R 可以认为是建立在
,

黔
至’结构之 上 的

·

这 说明

推广理论的结构群 G 必然是 5 0 (4) 的子群
:

G c SO (4 )
.

现在S U (2) 的实表 示 S U (2) 就 由

下式给出 (见 K o b a y a sh i[ 7 〕)
:

S U (2 )= {A 〔G L (4
,

R ) }A J= JA
,

A
‘

A = I
,

d e tA = 1 } ( 2
.

3 )

这里 0 一I

)
,

I = 单位矩阵 ( 2
.

4 )
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表示式 (2
.

3) 与下式等
一

价
:

S U (2 )= {A〔G L (2
,

R ) }A
‘
JA = J

,

A
,
A = I

,

d e tA = 1 } (2
.

5 )

于是

S U (2 )= S P (2
,

尸)门5 0 (4 ) (2
.

6 )

于此
,

S P (2
,

R )表示实辛群 (r e a l s y m p le e tie g r o u p )
.

显然
,

S U (2 )c S O (4 )
,

这 样 选择

的 S U (2) 结构保证了广义相对论 (G R )的对称性在推广理论中得以保留
,

并且具有整数
、

半

整数的旋量牢固地嵌在时空流形中
,

即在 二 的张量空间和在 T
,

(M ) 的旋量空间是一一对应

的
.

然而 S L (2
,

C ) 不具这种性质
.

由(2
.

6) 式给出的 S U (2) 群 同 时保留了欧几里得度规形

式不变量 d s
,
= 夕

。
, d 二

a

d护 和 S y m p le e tie 形式不变量 功二 (1 / 2 旦)a。 , d护八d尹
,

它 是 定义在

整个 M 上的
.

于是 S U (2) 结构为实现 Z
:

等级李代数提供了场所
.

它是 H e r m a n 彭
吕’
为

“

费

米子微分几何
”

定义的一种
“

超 对 称
” .

最后
,

集 (汤 ,
,

aa 户形成一个 16 元素的
“

超势
”

场
。

用 E h r e s m a n n 的方法 (见 K o ba ya s h i和 N o m iz u [9 〕)
,

我 们定义 S U (2 ) 丛 上的连络

如下
:

用 : “(2 ) 表示 S U (2 )的李代数 (L ie a lg e b r a )
,

则 S U (2 ) 丛上的连络就由
s u (2 )值

,

1 一

型 。 给出
,

它具有以下性质
:

i ) 。 (A常)= A
,

P〔P [ M
,

S U (2 )〕 (2
.

7 )

这里
,

A 是 s u (2 )的元素
,

并有
:

, :
‘“’

备
〔, 一 p〔tA 〕〕卜一

(2
.

8 )

A 称为在 P〔尸【M
,

S U (2 )」的基本矢量场
。

11 ) 。 一,

(R , 赞x ) = 夕一 1。 , (x )夕 (2
.

9 )

V g〔S U (2 )
,

P〔P 及 戈〔T , (P )

在 (2
.

9) 式中 R 。 表示 g 的右微商
.

一个水平子空间 H ( (尸)可以如下定义
,

使

。 (H
, ) == 0 (2

.

1 0 )

微分方程 (2
.

10 )式的解是一个曲面 少(t)
,

称为 尸【M
,

S U (2 )〕的水平曲面
.

则切矢量在 p (t)

的射影给出具有沿着曲面平移的框架的场

夕(才)== 砰 (t ) (2
.

1 1 )

于是
,

S U (2) 的李代数由下式给出
s u (2 )= 5 0 (4 )自

s P (2
,

R ) (2
.

1 2 )

这里
,

小写字母表示李群的相应的李代数
.

因此(2
.

7)
,

(2
.

1 2) 给出

。 ,
+ 。 = 0 (正交性 ) (2

.

1 3 )

及 。‘

J + J。二 o (对偶性) (2
.

1 4 )

定义对 S U (2 )
一

连络的绝对微分 D
,

则 由(2
.

1 3 )
,

(2
.

14 )给出

D g
a

, = O (2
.

1 5 )

D a a
, 二 0 (2

.

1 6 )

因为 S U (2 )
一

丛是一丛线性标架
,

它允许我们定义一个
“

规范 1
一

型
”

0二夕ae
。 .

这里 (‘)

是 R
‘

的自然基
;
而这又允许我们进一步定义扭转 2 一

型O

O 二忿 0 (2
.

1 7 )

这里 幼 表示
“

外协变微分
” ,

类似地
,

曲率 2 一

型 口 由下式定义

口= 幼。 (2
.

1 8 )
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则可导出

日= d o + 。八0 (2
.

19 )

及 口= d 。 + 。八。 (2
.

2 0 )

它们被称为结构方程
.

根据局部坐标系统 (护
,

咋 )
,

我们有
:

口
o

= 夕菩d、尹
,

(夕二)“ (, ; )
一 ,

(2
.

2 2 )

。言= 夕宝(d 二合+ 厂二
, 二

; d x 门
) (2

.

2 2 )

则结构方程可以写成
:

日
。

= d o
口 + 。右八8尹 (2

.

2 3 )

口石“ d。篇+ 。艾八。合 (2
.

2 4 )

对 (2
.

2 3 )
,

(2
.

2 4 )式微分
,

我们得到

牙日
。

== 口言八0夕 (2
.

2 5 )

幼口孟= o (2
.

2 6 )

它们分别称为 Bi a n c hi 第一
、

第二恒等式
.

我们定义一个局部横截面 a: U 。尸〔胚
,

S U (2 )了
,

U c M
,

则可分别得到 (2
.

2 1 )
,

(2
.

22 )

式的拉回 (p u ll
一

ba e k )

a 铃0
“

二 d 戈
“

(2
.

2 7 )

a 铃。昙= 厂: , d 戈
声

(2
.

2 5 )

类似地
,

由(2
.

2 3 )
,

(2
.

2 4 )可得

口 ·”一 六
““

“

d / ‘八d 戈
’

a ·“ ; 一

六
R“‘

。
d %‘八““

’

(2
.

2 9 )

(2
.

3 0 )

这里
,

扭转张量 S茄
“

及曲率张 量 R j.’万
“

分别由下面两式给出
:

S笼万
“

= (厂呈
,
一厂 : ; ) (2

.

3 1 )

R 牙声汤
“

= 口*
厂二, 一 a ,

厂艾, + 厂丈, 厂二, 一厂 : , 厂弋, (2
.

3 2 )

根据 E
.

C ar t a n ,

对 (S
,

R) 完全表征流形 M 的曲率
,

我们称之为宇宙场 (U F)
.

(2
.

2 5 )
,

(2
.

2 6 )的拉回 (p u ll
一
b a e k )分别是

a 朴幼 日
“

== a 补口言八a 资0夕 (2
.

3 3 )

a 关幼口备= o (2
.

3 4 )

再由(2
.

2 7 )~ (2
.

3 0 )给出

R (又,.石, “ 二 v : ,

S 升飞〕
“

(2
.

3 5 )

V r ; 尸
.

口
, 声〕尹 二 0 (2

.

3 6 )

这里
,

方括号表示斜对称
,

算子V 由下式定义
*

V x 几 , 声 l声

“
+ S 。又二

‘
R !谷

.

声〕云
“

(2
.

3 7 )

其中
,

V 是协变微分算子
.

以上所述的是时空的运动学图景
,

关系式 (2
.

1 3)
、

(2
.

14) 表示 S U (2) 在丛 标 架 上的

效应
,

并暗示了超势 (ga , ,

‘户 协变守恒
.

结构方程根据连络系数表示了宇宙场 (S
,

R )
,

并

且 Bi a nc hi 恒等式是宇宙场必须满足的基本关系式
.

然而
,

宇宙的运动学图象如果没有物理
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学要求 户约束就依然不完善
.

广义相对论的支柱之
1 ,

就是等 效 原 理 (P E )
.

根 据 等效原

理
,

时空流形 M 必须是局部欧几里得的 (阂可夫斯墓的 )
.

特别地
,

每个 局 部的欧几里得

标架 (或普通坐标系统) 必须满足 (见 M is n e r e t a l
,

[ 20 〕和 S te p h a n i [ 1 1〕)
:

, , (P
。

)= 冲
。

, (2
.

3 5 )

口r g 。 , (P
。
)== o (2

.

3 9 )

d
Z% 几

d s Z (P
。
)= o (2

.

4 0 )

其中
,

尸
。

表示普通坐标系的原点
,

刀咔 是欧几里得 (洛 伦兹) 度规
.

条件 (2
.

3 9) 要求相当独

立于(2
.

40 )使 (阂可夫斯基 ) 切空间 T , (M )在 P0 〔M 和 M 相会
,

并使普通 坐 标 和它们在

切空间的射影在 M 的 尸
。

处只是二次项不同
.

条件 (2
.

4 0) 要求局部欧几里得标架 是 局 部内

标架
.

对在非扭转黎曼流形中的普通坐标架
,

(2
.

3 9) 可 以从(2
.

40 )导出 (根 据 度规条件)
.

然而宇宙以 S U (2 )作为其三维结构 群
,

根 据 W
e y l和 C a r ta n 的 基 本 定 理 (见 H e r m a n n

〔12 〕)
,

没有一种自然方式来定义具有零扭转的连络
,

因此 (2
.

3 9) 不能从 (2
.

4 0) 导出
.

相

反
,

对于 S U (2) 连络
,

一个在 尸
。

的普通坐标系给出
:

, , (P
。

)= 刀。 , (2
.

4 1 )

厂 (态, ) (P
。

)二 0 (2
.

4 2 )

而且 由度规条件(2
.

15 )可以看到
,

(2
.

4 2) 给出

口,

岛, (P
。

)= S
, 。 , (P

。
) + S , , 。(P

。

) (2
.

4 3 )

因此
,

等价原理要求

S
, 。

, (P
。

)= 一S
r ,

。

(P o )
’

(2
.

4 4 )

但(2
.

4 4) 是一个张量关系式
,

它在一切坐标系的一切点均成立
,

因此有

S
, 。

, 二 S 一, 。 , ] (2
.

4 5 )

条件(2
.

4 5) 是根据等效原理加于 S U (2 )
一

连络上的基本约束关系式
.

不然该条件 就 为 另 一

重要的物理考虑所要求
.

因为费马最小光程原理 (FPL T )似乎在弯曲空间中依然成立
,

但这

个原理能被证明
,

当且仅当具有同一端点的
e xt re m al 曲线和侧地线在 M 上重合 (见 Fr

an
-

ke l〔13 〕)
.

这与我们的直觉经验是一致的
:

最平直的曲线同样是局部
“

最短
”

的
,

否则是难

以置信的
.

可是在扭转出现之下
, e xt re m al 曲线和测地线一般是不重合的

,

如 果 没有特殊

约束的话
.

条件 (2
.

45 )恰好是
e x tre m al 曲线和测地线等价所要 求的约束

,

因此它也是费马

原理在现在提及的宇宙中成立的必要条件
.

一个重要的直接推论是象 L e vi
一

Ci vi ta 张量 扩几声 尸

那样的协变常量 4 一

矢量成为可能 (见

S e h o u te n 〔1 4〕)
:

V
a : p 人产 f

二 0 (2
.

4 6 )

没有 (2
.

4 5)
,

在扭转出现的情况下
,

条件 (2
.

46 )是不能成立的
.

广义相对论的基石之一
,

几何化的物理学的严格定律这样陈述
:

给定世界的物质内容
,

则它的时空几何结构完全确定
; 相反给定时空的几何结构

,

这个结构的结论必须具有物理意

义
·

特别是 U F 的基本几何关系Bi a nc hi 恒等式
,

必须或是一个陈述自然的定律
,

或对导出

这样的定律起根本性作用
.

在广义相对论中我们已经看到
,

缩并的 Bi a
nc hi 第二恒等式和爱

因斯坦方程一起给出了运动方程 , 我们现在就要看到
,

Bi a
nc hi 第一恒等式同样扮 演一个角

色
—

塑造出角动量平衡定律
.

而且
,

Bi an ch i第二恒等式的另一种缩并 给出推广的齐次麦

克斯韦方程
.
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三
、

宇 宙 的 动 力 内 容

以上的方程并不足以确定 M 的几何特性
.

然而我们要求时空动力内容 和它的 几何满足

一个关系
,

使得它的结构可以被决定
.

推广的爱因斯坦方程 (G E E )就提供这个关系式
:

G
, ,

二仔T
, ,

(3
,

1 )

这里
,

G
, ,

一 R
, ,

一

;
。

,

(“一 2“ )

R
, ,

= R ‘声石
“ ,

R = 夕声
’

R
产,

(3
.

2 )

(3
.

3 )

上面所有元素均是根据 su (2 )
一

连络定义
.

包括电磁场的总能量
一

动量张量 (E M T )的不对称
,

使我们必须推广爱因斯坦方程
.

因为 D e G r o ot 和 S ut to rp “ ”’已经毫无疑问地显示物质和

电磁场的总 E M T 无论在宏观介质
、

还是在微观磁畴都是不对称 的
; H ey de 和 H eh l〔’

。, 亦

已显示狄拉克电子也有总 E M T 不对称现象
.

S U (2 )
一

流形中存在非零的扭转张量 就 保证了

爱因斯坦张量 G
, ,

的不对称性
.

运动学图象的 S U (2) 性质由(2
.

15 )
,

(2
.

16 )给出
,

或

V
,

ga 声= 0 (3 4 )

及 V
, a a

, = O (3
.

5 )

因此方程(3
.

1)
,

(3
.

4) 和(3
.

5) 一起构成关于 80 个未知量 (厂 : , ,

go , ,

几户的 80 个方程
.

它

们完全确定了 S U (2 )
一

时空流形的几何性质
.

为了以 16 个势能元素 (, ,
,

‘户 来表示r 知
,

我们需要下面的式子
:

S * , ,

== S t ; , , ]

因此 S丈‘
“

= S石丈
“

= o

(3
.

6 )

(3
.

7 )

由(3
.

4 )式可解出 r 含, :

二}
+

;
“

· ’

(S
, * ,

一 S ; , , + S
一 , ; ) (3

.

8 )

其中

厂盘, 二

{二于
一

雪
、二 (”

·g 几户 + ”几g

一
”·g一’

(3
.

9 )

S 的完全斜对称给出
:

r , 乌 一

{二}
+

;
““

“

(3
.

1 0 )

类似地
,

(3
.

5) 式给出

价
。 , ; = a , 。

S声父
”

+ a , , S 舀声”+ a , ,
S二石

户

这里

(3
.

1 1 )

,
· , ; 一

;
一

(a , 。几·

+ ”
·。一 + ”人“二 ,

(3
.

12 )

方程 (3
.

n ) 可解 S 给出 (见附录 1 )
:

3 l

一

A 声
a

功
a , 、 (3

.

13 )

这里
== 1
尹鱼

一

= 一A ; ,

a 口口产几

a == d e t la , 、
} (3

.

1 4 )

-

久人
·
声娜

SA
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把 (3
.

13 )代到 (3
.

10 )式中
,

我们有

r , 久一

{二}
一

犷
: A

·
, ‘, 一

(3
.

1 5 )

现在连络系数 厂:
*

就单独由超势 (g 叩
,

几 , ) 的 16 个元素表示了
.

把 (3
.

1 5) 代到 (3
.

1)

中并由(2
.

3 2) 和(3
.

3 )
,

只要能量
一

动量张量 (E M T )T
, ,

预先描述
,

我 们 就 可 以 得 到关于

16 个未知量 (g 呷
,

aa 户的 16 个元素的爱因斯坦方程
.

因此只要 (ga ,
,

ao 户在
“

时空边缘
”

的

边界条件给出
,

超势以及 U F (S
,

R ) 就能完全确定
,

时空结构也就因此而 确立
.

缩并的第二

B ia n e h 恒等式给出决定场量 (g
。

,
, a a

, ) 的四种任意性 (由(2
.

3 6 )得到 )
.

v
,

G 、一S、; , R 、一 ;
S ; ; , R ; ; 二

(3
.

16 )

对 Bi a
nc hi 第一恒等式 (2

.

35 )作适当的缩并
,

并考虑到 (3
.

6 )
,

我们有

n l _ 。 二
。 .

_ 。

二
。

1 。 二
。 。 二

。

托 r么产 z =
。 V 户 0 几 ,

’

十 V t久0 , 1 户
’

十
。 0 几一 尸

。 刀户
’

“
(3

.

17 )

考虑到(3
.

7) 式
,

上式可得

,

R l““〕- v , S丈声
”

(3
.

18 )

而且
,

(2
.

3 5) 的另一种缩并给出
:

R ; ,
=

这里再次用到了 (3
.

6) 式
,

起给出

汽
.

1
_

。 二
。 .

1 。 二
。 。 二

。

式 “”十 2 V p 。 , , 『

+ 4 O p ““
。 夕, 『 (3

.

19 )

户
* ,

是根据连络 (5
.

9 )定义的 R ie e i张量
.

方程 (3
.

15 )及 (3 一 9 )一

* 厂* , )一”
么· +

;
S ; ; , S、;

‘

其中下标的圆括号表示对称化
.

根据 (3
.

18 )
,

分别给 出

(3
.

2 0 )

(3
.

20 )式
,

G E E (3
.

1) 的 对 称和斜对称部分

六 1
,

六
_ 刁 、 .

1 / 。 二
。 。 二

。

1 。 二
。 。

. _

八 。
R

* ,
一 二

g , · (R 一 “刀 ) + 应又S 声又
夕S万石

户
一 主

g * ,
s声‘夕S 万

“”

)一
H T ‘: ·) (“

·

“‘)

及

v
,

S丈万
夕
“ 2 、T 〔; , 〕

(3
.

2 2 )

方程(3
.

2 2) 是基本场方程的斜对称部分
,

只要我们把扭转张量 S = (S刃应
”)理解成规范自

旋角动量张量
,

则 (3
.

2 2) 表示角动量平衡定律
,

的确
,

方程的形式不允许有 其 他 解 释
.

因

此
,

L A M B 是 S U (2 )
一

结构的自然几何结论
,

而 G E E 根据 su (2 )
一

连络定义
.

方程 (3
.

2 1) 是

对称部分
,

与 G R 中的爱因斯坦方程不同于一项
,

它包括自旋角动量张量的乘 积
,

而 这 乘

积必须确实小得可以忽略
.

L L M B 可由(3
.

21 )的普通形式
,

联立缩并的 Bi a
nc hi 第二恒等式 (3

.

1 6) 得到
.

六
二

1 「。
. 。 。 。

.
‘

。

1
。 ‘ 。

. _ 。 。 二
。

飞 小⋯
P , 一v

,
G 丈

“
+ 七v

,

15 二
久“S云

‘ ”
一 文6笠S 声

“
夕S云二

尸

1=
、V

,

T 又
”

(3
.

2 3 )
4

’
尸 L

尸 “ 2
” 一 r “ “

」
’ 尸 一 ‘ 、 -

·

一
‘

其中
,

p
几
一 S ; ;

·
R ;一 ;

S ;‘
·

R ;、二
(3

.

2 4 )
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亏又
,

= 夕p ,
G : : , 〕二 g p ,

R 仁; 。〕 (3
.

2 5 )

及

T 丈
“

= g p p
T (; , ) (3

.

2 6 )

方程(3
.

2 2) 及(3 23 )是弯曲时空中的运动方程
,

它们分别由
,
第一

、

二 Bi a nc hi 恒等式及

G E E (3
.

1) 导出
.

看起来
,

时空象是产生自己的力并推动自己运动
,

但是
“

力
”

当然是牛顿

理论中的概念
,

这概念在这里只能提供不同项可能含义的直觉理解
.

四
、

电 磁 场

构造广义的爱因斯坦方程(3
.

1 )的主要理由之 一
,

是由于电磁场的作用而导致总能量
一

动

量张量(E M T )存在非对称性
.

人们 自然要问
:

S U (2 )
一

结构作用于时空流形是否也意味着电

磁场的存在? 如果时空曲率 (S
,

R )是对物质和场存在的反应
,

那么对于(S
,

R )的恒 等 式
,

则必须是时空中相同的物质和场的表征
。

我们已 经 知 道
,

L L M B 和 L A M B 是 BI 和 G E E

的几何结果
.

我们又要问
:

是否这同一模式也能得出电动力学的规律呢 ?

首先我们注意到
,

鉴于缩并的 Bi a n c hi 恒等式 (3
.

16 )
,

确 定 (, ,
,

aa , ) 的 16 个 变 量的

16 个方程式 (3
.

1) 不全是彼此独立的
.

为使 16 个未知量 (ga , ,

aa , ) 唯一地确定
, 4 度的任意

性自然地需要 4 个额外的场方程
.

在广义相对论的情况下
,

微变 (di ff e o m or p hi s m s )所需的

4 个 自由度是由假设
“

协坐标条件
”

而除去 (见 Fo e k [一7〕和 W
e in b e r g 〔1 8〕) ; 无 论 这些

条件有什么优点
,

它们不是张量关系
,

并且这些条件不具一般的可应用性
.

例如
,

它们不能

应用到宇宙学 问题
,

那里
,

时空的曲率对长距离仍是重要的
‘’7 ’.

因此它们不能上 升 到场方

程的地位
,

我们不采用它们
。

我们假设额外的场方程以取而代之
:

忍芳F = J (4
.

1 )

其中
,

, 尸一

去
￡

一
尸一d % ’

八‘/ ”

(4
.

2 )

F
; , “。f Qa a

, R 二二
“

p ,

Q = 物质 r&’量

J 是总流 3 一

型
,

它由下式给出
:

(4
.

3 )

其中刀是物理常数
,

(见(5
.

1 ))
:

一

级
、 }9 . J几己几, , p

d 义
/

八d X ’

八d 二
’

(4
·

4 ,

J
几

是规定的总流量 4 一

矢量
.

鉴于 S 的完全非对 称 性
,

(4
.

1) 式可化为

v
,
F “” 二刀J“ ,

v , d e ‘口, + {

方程 (3
.

1 )和 (4
.

5 )便构成了确定 16 个场变量 (g
a

, ,

式
.

只要规定了合适的边界条件
,

数学模型便构成了
.

(4
.

5 )

‘砂 的 1 6 个函数上相互独立的方程

场方程(4
.

2 )的假设
,

其物理证 明如下
:

对比 B l(2
.

3 6 )与 a 。 ,
,

并考虑到(3
.

5 )式
,

我们

有

带
、
F

, ,

十
于

,
F

, : 十
寻

,

F
; ,
一 。 (4

.

6 )

其中 F : ,

由(4
.

3 )确定
,

而
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V
;

F
; ,

丝 v : F
, ,

十又石
“F , ,

(4 7 )

(4
.

6) 式等价于

必 F = O (4
.

8 )

其中

。 1 二

尸 = 2 ! 气声军
’

/ \a 犷 (4
.

9 )

(4
.

6 )与(4
.

8 )的等同性是建立在将结构方程 (2
.

17 )的局部方式用之于 (4
.

8 )
,

亦即

_
, , 、

1 。 二
。 , . 人

勿 川犷 ) = 21 。 。刀
‘

瓜 % 一

八a 岁 (4
.

10 )

所 以
,

如果 F 与电磁 2
一

型一致
,

那么(4
.

8) 立即可看为齐次的麦克斯韦方程的协变型
.

换言

之
,

考虑到 (4
.

8 )
,

F 仅只能解释为电磁 2 一

型
.

在 Ei ns te in 一
C ar ta n 一

M a x w e n 理 论基 础上

P ra s s
an na

““’已证明
,

于非黎曼流形上齐次的麦克斯韦方程应取 (4
.

6) 式的形式
.

然而
,

尽

管在形式上等同于(4
.

6) 式
,

P r as s a n n a
所得到的结果在概念上是不 同 的

.

在 P r as s a n
na 的

处理中
,

电磁张量 F : ,

是在给定的几何形状之外独立被假定的
;
而在 (4

.

6) 式中
,

F ; ,

是 S U (2)

结构的时空的表现形式
.

结果
,

方程 (4
.

1) 自然地可看为非齐次的麦克斯韦方程
.

(4
.

3) 式中的物理常量 Q 是现今的理论与传统的电磁学的关键联结所在
.

人 们 一 直 认

为
,

电磁存 庄于 M in k o w s ki a n 时空中
,

此时 R ~ 0
.

这一事实与 (4
.

3) 式不符
.

按现今的理

论
,

电磁的存在总伴随着电磁能的存在
,

而后者又引起时空弯曲
:

在平展时空中
,

除却真空

状态
,

别无他物
.

可以很 自然地发现
,

电磁就是时空的表现形式
.

如果曲率小
,

物理常数 Q

则大
,

电磁场就依然保持为有限
.

当然
,

Q 必须是 电荷量度 ; 若无 电荷存在
,

Q 则为零
.

尽

管 Q 为常量
,

其值由经验确定
,

人们可以推测
,

但鉴于小的空间弯曲
,

Q 的大小 应 该可与

E d di n g t o n 值比较
,

后者是电子与质子间电力与引力的比值
.

最后
,

我们需要说 明广义相对论中测量 (g a u g e ) 条件与现今理论 中 的场方程 (4
.

5) 两

者所起的作用有何不 同
.

在广义相对论中
,

具有相同边界条件的爱因斯坦方程的所有解是相

同的
,

测量 (g a u g e) 条件仅能决定相同的度量类的别殊值 (H a w ki n g 和 El lis 仁20 〕)
.

在现

今的理论中
,

只要适当的 C au ch y 问题被建立
,

便能有唯一解
,

而不是整个相等的解系
.

若

时空流形作为一个超曲面嵌入高维欧几里得空间
,

那么广义相对论将能得出
, 它能等比例地

变形到任何其它超曲面上
,

而在这变形的状态下
,

它们仍然表征同一宇 宙
; 测量 (g a u g e )

条件便引出了这个超曲面的一个特殊的变形状态
.

另一方面
,

在现今的理论中
,

宇宙仅仅是

由高维欧几里得空间中的一个特殊的超曲面表达
.

五
、

麦 克 斯 韦 方 程

时空流形中电磁场的构造叙述如下
:

首先
,

考虑到(2
.

1 6) 和 (2
.

34 )的关系
,

齐次的麦克

斯韦方程 (4
.

8) 可作为时空理论的最重要的方程
,

而(4
.

3) 式则可作为电磁张量的最重要的方

程
.

其次
,

在基本的场方程 (3
.

1) 中
,

四个自由度的存在意味着导出时 空 流形唯一解须四个

额外的彼此独立的场方程
.

所缺的这些场方程必须描述物理场
,

它们还应是能被验证的自然

法则
.

在量子现象领域之外
,

电磁场是另一个唯一的人所共知的经典场
.

所以场方 程 (4
.

1)

的假设
,
对体系的关系

,

在逻辑上是充分必要的
.

在 (4
.

1) 中
,

采用外部的协变微商 幼 而不

同 d
,

或许需要证明
.

首先
,

(4
.

D 中用 幼 与(4
.

8) 是一致的
,

而 (4
.

8) 是背景几何的显然的
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结果
.

其次
,

当写出三维欧氏空间(E
“

)中麦克斯韦整体方程时
,

我们需要考虑
“

环路变形
”

的经典的相似
:

手
。。
百

·

“一 刻
。
“

·

““

上式给出

c u r l厂二一蹂
+ C一“护八万’

因为

d
,

、
.

己t (d A ) 祷。

类似地
,

因 勿 (d妙八d尹 铸 O,
但 d( d砂八d砂 )= 。

,

幼 曾用于 (4
.

1) 式
.

这便是

的动因
,

而且我们将看到〔(4
.

1 )
,

(4
.

8 )〕形式上等同于经典的麦克斯韦方程组

d 怜F 二J

d F = 0

为建立此等同性
,

我们只须证 明如下定理
.

定理 对任意的定义于具有度规联络的可微流形上的 2 一

型

首先采用 勿

(5
.

1 )

(5
.

2 )

。 1 。

占甘 =
一。 口洲 , a % ”

/ \a %
-

‘ !
(5

.

3 )

我们有 勿口= d口

证明 考虑到(4
.

1 0) 我们有

(5
.

4 )

~ 。 1
, ,

n n
、 , . , , , .

n ~
, , . ,

翔“ =
。

_

LL刀力
尹 ,

) a 义 尸

/ \a 劣 十 刀户 ,

勿 气a x 尸

/ \a x ) 」
乙 !

1
, 。

.

。 二
。 n

=
一

示
一

以 V 么力 拼 ,

十 0 枷 刀 p ,
, a 丫

’

八 a %尸

八 a x 」
乙 !

(5
.

5 )

但
(V

;
B

, ,

)d 二久八d % ”

八d犷

“ (入B
, ,

一厂竺
,
B

, ,

一厂呈
,

B , ,
)d尹八六

“

八d犷

了_ n l 。二
。 n l 。二

。 n 、
, , 人

= 气
““刀 ,

一 2 。“,
『

刀’ ,

一 2 。 , ,
‘

刀 ’,

尸军
’

八“ “ ”

八“ x
-

~ (a * B
, ,

一 s又厂B P. )d护八d % ,

八d二
’

(5
.

6)

把(5
.

6) 式代入 (5
.

5) 式中
,

我们就得到(5
.

4) 式
.

证毕
.

可见
,

扭转的存在并不影响电磁场方程的基本结构
,

不过
,

F 的对偶性的确定依赖于度

规张量
,

而后者的值通过(3
.

2 1) 式依赖于 5
.

换句话说
,

电磁场有这样的表现形式
,

亦 即
:

从它无法知晓时空弯曲的存在
,

尽管电磁场本身就是弯曲的表现形式
;
并不是弯曲是否存在

的问题
,

而只是没被注意到而已
.

特别地
,

在垂直 (局部惯性的 ) 坐标系中
,

度规张量可在原点取其欧氏值
,

此种情况方

程 (5
.

1) 与平展时空中的麦克斯韦方程相同 (方程 (5
.

2) 在弯曲的和平展的时空两种情况下是

相同的
,

因为它是度规和联络为独立的 )
.

因此 我 们 甚 至 不 必 知 道 电磁 张 量 F ; ,

是否

是时空弯曲的表征
.

很简单地
,

它就是我们通过实验时常观察到的电磁场
.

因为按照 P o yn
-

tin g 定理 (S t r at to n[ 2 1〕)
,

满足麦克斯韦方程的具有相同边界条件和相同流通分布的两个
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场 F ; ,

和 户
* ,

必须相等
.

所以我们无法区分由(4
.

3 )给出 F , ,

和由实验确定的电 磁场 卢
; , .

为使基本的场方程 (3
.

1) 和(4
.

1) 彼此显得一致
,

在点 尸〔M 的爱因斯坦方程可以改写成

由 M is n e r
等

f’。’给出的形式
:

朴(必 P八Q )= 中 (5
.

7 )

其中

Q = e ,

八 e ,

R 公分
, ,

d x “

八d 二尸 (5
.

8 )

幼P二 e几d戈
人 , e ; = a ,

(5
.

9 )

勿 p 八Q = e ,

八e ;

八e ,
R 二汤

人,
d 二

,

八d 二
a

八d x 产 (5
.

1 0 )

朴(必 P八Q )= e , 。, ; , p
R 二万砂 d 二

,

八d二
。

八d二 夕 (5
.

1 2 )

及

中= e , 。
a 、, ,

T
a
夕d二久八d 二

声

八六
,

(5
.

1 2 )

考虑到(2
.

26 )
,

运动方程便为
釜 (勿

艺
P八Q )= 勿中 (5

.

1 3 )

另外
,

分别考虑到(2
.

1 7) 和 (2
.

25 )
,

上式等同于

铃

旧八Q )= 必中 (5
.

1 4 )

或 朴(勿日 )= 幼中 (5
.

1 5 )

六
、

回 顾

尽管形式优美
,

结果显著
,

广义相对论从没被认为已达到了完美的境界
.

爱因 斯 坦
〔““’

在评价其广义相对论中的场方程时写道
: “

当然
,

没有一刻我 曾怀疑过这公式仅仅是为给出

广义相对论原理一个闭合的表达而取的权宜之计
,

它就是引力场理论
,

在某种程度上
,

它倒

象是从还未知其结构的总场中人为地分离出来的
. ”

另外
,

关 于 爱 因斯坦
一

麦克斯韦理论
,

爱因斯坦
‘2“’还说道

: “

以逻辑上性质不同的结构出现的引力场和电磁场 这 样一种理论更为

可取
. ”

我们发现
,

E
一

M 理论在如下几方面还不够完美
:

( 1 ) 它不能容纳非对称的总能量
一

动量张量
.

( 2 ) 虽然 L L M B 可以从它导出
,

但 L A M B 却不可
.

( 3 ) 缩并的第二 Bi a
nc hi 恒等式的四度任意性使场 方程无法获得唯一解

.

情况( 3 )或许会引起一些争论
.

然而我们可以从 F oc k「1 7] 得到支持
,

F oc k 写道
: “

为

了求解爱因斯坦的 10 个引力方程须由 4 个另外的方程所取代
,

这一事实是显 然 的
.

而困难

仅在于选择这些补充的方程式和写出边界条件
.

与我们对问题的叙述相对照
,

爱因斯坦给出的方程摆脱了数学的不确定性
,

因此不存在

解的唯一性的问题
. ”

如已经论述过的
,

传统的电磁理论从另一角度
,

亦即从场方程不能导出运动方程这一角

度来看是不完整的
.

现阶段的任务便是将相互交错的零散的观点汇集起来
,

以使经典的时空

流形图景趋于完美
.

我们提出的用以完善爱因斯坦理论 的方式是将 S U (2) 结构作用于时 空 流形
,

并假定爱

因斯坦方程是通过与补充的方程 (4
.

1) 有关的 S U (2) 来定义的
,

而 (4
.

1) 式填补了由缩并

的第二个 B ia nc hi 恒等式所致的在爱因 斯 坦方 程 中 的 缺 陷
.

S U (2) 结构的选择需要在时
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空流形中置入半整数的旋量
.

另一方面
,

还需要维护度规
,

我们提出的场理论是经典的
,

但

愿它不致被排除在基本粒子领域之外
.

而就目前来看
,

基本粒子理论是被量子 力学 所 垄断

的
.

但是时空流形至少应以这样一种方式来构造
,

即切空间 T
二

(M ) 能 为平展时空 (量子力

学的) 物理提供一个合适的用武之地
.

由于 S U (2) 作为切空间的 自同构群
,

上 述 要求显然

是能满足的
.

宇宙场 (S
,

R )是时
一

空中从
“

平面
”

偏离的度量
,

而这偏离是由于物理场的存在所致
.

因

此从逻辑 卜来说
,

电磁
、

引力以及螺旋场是同一宇宙场的不同表现 方 面
.

(4
.

3) 式电磁场张

量的选择基于以下事实
:

考虑到第二 Bi a nc hi 恒等式
,

(4
.

3) 式自然地满足齐次 的 麦克斯韦

方程 (4
.

6 )
。

看来
,

精确地满足条件的宇宙场不会是简单的函数
.

非齐次的麦克斯韦方程 (4
.

5) 则填

补了由缩并的第二 Bia nc hi 等式所致的广义的爱因斯坦方程(3
.

1) 中的不足
,

遗漏 的 部分找

到了
,

理论的图景便完善了
.

而且
,

在这完整的横式中
,

L A M B 的结果是作为 广 义的爱因

斯坦与 Bi
a
二 hi 第一等式的交集 (int e rs e c tio a)

.

现今的理论证明了
:

固有的旋转 角 动量与

扭转张量
,

在 (3
.

2 2) 式对扭转张量无其它解释的意义上是成正比例的
.

现今的理论这一套方法与没有假定作用原则这一传统的探讨方式是有点相异的
.

所有的

内容都是从流形的几何特性导出
,

如结构方程和 B ia nc hi 等式
.

在时空流 形 S U (2 ) 结构的

主要部分
,

我们作了两个更进一步的假定
:

< 1 >相等原则 ; < 2 >爱因斯坦和麦克斯韦方程在

新流形土的有效性
.

假定< 1 >或许鲜为人知
,

而假定< 2 >可由
“

极小偶合原理
”

的广延得到

证明
:

只有重力时
,

黎曼流形
_

!二所成立的
,

当新场融合时对于修正的流形亦同样成立
.

人们有时认为
,

除非从作用原理导出
,

一个理论可以不用科学证明
.

构造一个理论时
,

人们可以首先假定拉格朗日乘子
,

并从变分原理导出场方程
,

或者也可以直接假定 场 方程
.

两种情况下 ,
都要适当引入一些假定

.

末了
,

正是场方程可以由实验验证
,

而拉格朗日乘子

则不然 (它必须满足一定的对称性)
.

场方程从作用原理的导出
,

使得这理论具有一定的简

洁性和统一性
.

但是
,

这一方法并非万能
,

特别是在如 B uc h d a hl 〔2 4 ’
所示的 包含有非线性的

拉格朗日乘子的情况
.

附 录

为获得 (3
.

1 3 )式的解答
,

我们有
:

(I.l)
, 一

坑
a 一“/ 人

八d 二 ,

上式给出

d , 一 犷
: ”
一

d 二几

八d 二 ·

八d 二
,

( 1
.

2 )

另外
,

辛条件 (s y m Ple e t ie it y )(3
.

5 )给出

日
, a , , = 厂了

, a 。 , + I’f
, a * ,

上式代入( 1
.

2) 可得

( 1
.

3 )

d , 一 犷
,

( “; ;
·。 , ,

一 “; ;
一

)“劣“八“、
·

八“二
,

= S 林
”。 , , d 扩八d 砂八d 砂

另一方面
,

( 1
.

3) 可写成
:

d ‘一

六
,
几· ,

d 二 几

八d 二
·

八d / ·

( 1
.

4 )

( 1
.

5 )
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因此
,

( 1
.

4 )和( 1
.

5 )给出

扩
.

必
孟 , ,

、, 人

八、二
户

八d 二一 “二;
户· , , d 二 岛

。d 二 ·

八d X ,

( 1
.

6 )

现在
,

我们定义一个协变矢最 v

v = w 声A 声护口,

其中
,
二 , 是一个任意的并矢并形成 、 和 d 功的

“

内积
” ,

由( 1
.

4 )我们有

( 1
.

7 )

i
,

(d功)“
3 硬

二, A 刀“ a , 。

S 升认
”d * p

八d 二人 ( 1
.

8 )

由( 1
.

5) 可得

云
,

(d 功)二
3 1

口一姓声
.

价
。 , 、d x ”

八d 二 人 ( 1
.

9 )

因此
,

我们有

切 , A 声“ a , 。

S 二二
“ =

3 !
w , A 声‘功

。 , * ( 1
.

1 0 )

因为 w , 是任意的
,

也因为(3
.

1约定义

月刀
‘ 。 , , 。

= 肖尸

因此
,

( 1 10 )式给出(3
.

13 )式
.
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