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摘 要

本文用 W il lia m s 〔2〕

给出的包含待定系数 A
,

(n = 1
,

2
,

⋯ )的应力场和泣移场无穷级数解表

示裂纹体系统的总势能汀
,

由最小势能原理
,

得到含未知数A
,

的线性方程组
.

解此方程组
,

取主项

A : ,

即得到相应的应力强度因子K
l二了 2刀 。A l .

文中对单边直裂纹拉伸板进行了具体计算
.

在板的裂纹长度与板宽比a/ 不 = 0
.

5
,

板半长与板

宽比h /附= 2
.

0 ~ 2
.

5的情况下
,

仅采用了 20 ~ 30 个系数
,

结果误差小于 5 肠
.

一
、

引 言

确定有限尺寸裂纹体应力强度因子的研究在实用上具有重 要意义
.

由于数学上的困难
,

人们都在探索这个 问题的数值解法
,

如近年来的边界配置法和有限元法等
.

但这些方法仍存

有一定问题
,

且相当繁复
.

本文尝试应用最小势能原理确定应力强度因子
,

获得初步成果
.

本文基本原理是
:

首先用 W ill ia m s〔“’给出的包含待定系数月
。

(n = 1 , 2
,

一 ) 的应力场

和位移场无穷级数解表示裂纹体系统的势能函 数 H
.

应用最小势能原理
,

得到 确定待定系

数 月
,

的 n
个线性方程组

.

解此方程组
,

求出 A
, ,

取其主项 A
工,

即 得 应力强度 因子 K
,
二

材 2汀舀A : .

本文对单边直裂纹单向拉伸试样强度因子进行了具体计算
.

计算结果表明
,

在裂纹长度

与板宽比a/ 研 = 0
.

5
,

板半长与板宽比 h/ 不 = 2
.

0 ~ 2
.

5的情况下
,

只采用了20 ~ 30 个系数
,

误差小于5肠
.

二
、

基 本 原 理 及 公 式

W ill ia m s 〔“ ,
首先讨论了单边直裂纹 I型平面问题

,

如图 1 所示
.

由他给 出 的 用极坐标

表示的应力函数的无穷级数解答如下
:
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是待定系数
.
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:
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,

—泊桑比
,

对于平面问题
,

(平面应力)
, 、= 3 十 4v (平面应变)

拼

—剪切弹性系数
.

不计体力
,

裂纹体系统的总势能 H
:
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,
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人 , )为应变能密度 ; 。为裂纹体体积 ; 戈
,

r 为边界上的面力乡 S
,

为给定

的应力边界
.

根据最小势能原理
:
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应用散度定理
,

且满足几何条件
,

则占H 可写成

胡 = 一 l{「了擎
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式中 l
, 。 为边界外法线的方向余弦

.

现在引入 W illia m s
应力分量表达式 (2

.

2 )

(2
.

6 )

因为对于每 一个
n ,

均能满足平衡 方
、

程

会
十“

翁
一 ”

,

日r
二 ,

中
, 二 。

O夕
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.

7 )

式中的面积分为零
,

则 (2
.

6) 变为

〔(a
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二 , z+ 口, m 一 r )。v〕Js = o
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.

8 )
口

、少S内勺
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.显然 (2

再来考察 W il li a m s
位移函数 (2

.

3 )
,

取位移变分 如
,

占内 但令 占A
.

中
,

只有 d A . 斗O
,

而其余 dA
。
二 0

,

因此

占u = U ‘(r
,

0)dA ‘,

6 v = 犷‘(r
,

8 )占A ,

将 (2
.

9) 式代入 (2
.

8 ) 式得

(2
.

9 )

!
:

o

再将 (2
.

2 )

〔(J
.

l+ T , , m 一戈 )U
‘
+ (:

. , l+ 口
, 协 一 r )犷‘」d s = o

式中的应力分量代入 (2
.

10 ) 式中

(f== 1
,

2
,

⋯ (2
.
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(2
.

1 1 )

取
n = 1

,

2
,

⋯
,

j
,

而 i= l
,

2
,

⋯
,

j
,

则式 (2
.

1 1 ) 可写成
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1 2 )

很明显此式是 了个未知数A
。

(。= 1
,

2
,

⋯
,

j) 的 j个线性方程组 (‘二 1
,

2
,

⋯
,

夕)
,

由它可

解出A
, ,

A
Z ,

⋯
,

A , ,

然后取主项A
:

便可以相应求 出应力强度因子K
,
= 斌 2方aA

, .

公式 (2
.

1 2) 就是本文提出的应用最小势能原理确定带裂纹体应力强度因子 的 基 本 公

式
.

(2
.
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更简些
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,

乙表示围线积分之和
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a
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最后
,

再根据 (2
.
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.
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,
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三
、

算 例 和 结 果

本文对单边直裂纹单向拉伸板试样进行了具体计算
,

如图 2 (因为对称
,

图 中表示上半

部分 )
.

计算时将边界分成三个区段又万
, 一

石己和C瓦 各区段的各有关量列入表 1
.

.

将表 z 中各项和公式 (2
.

lsa ) 一 (2
.

i s f) 各项 分 别 代 入 (2
.

i 7 a ) 一 (2
.

1 7 f) 中 积

分
.

不难看出
,

(2
.

1 7 a ) 一 (2
.

1 7f ) 的积分都是包含三角函数的积分
,

这些积分采用逐次

递推的方法 (l’= 1
,

2
,

⋯
,
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,

2
,

⋯
,

j) 推出
,

其结果可适 用一般情况
.

作:者作了

仔细推导制成积分表
.

为便于读者使用
,

列入文后附录内
.

下面给出单边裂纹长度与板宽比 a/ 班~ 。
.

5
,

板长与板 宽 比 h/ 班 == 1
.

5一 2
.

5 情 况下的
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具体计算结果 (其中泊桑比
, “ 1邝 ).

由表 2 中结果可见
,

因为最小势能原理近似地

满足
,

所以所有结果K
,
/ 。斌万均 大 于理论值

.

为

了确定最好结果
,

我们复算了相应的总势能
.

本文

计算的 K ;
均对应 于势能最小

,

说明本文原理是正

确的
。

当h/ W 二 2
.

0~ 2
.

5 时
,

误差小于 5肠
,

表明能

满足一般工程上的精度要求
.

按本文计算当h,/ 研《

1
.

5时
,

尺寸对K
,
有明显的影响

.

这同文献〔3 」曾

指出 h/ 不( 1 时有影响
,

基本上是一致的
。

本文方法
,

简单易行
,

它只要求求解20 ~ 30 个

线性方程就够了
,

这在一般计算机上都能做到
.
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