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(郑州铝厂
,

1 9 8 7年8月 10 日收到)二

摘 要

木文目的在于论述变换函数巾
仁‘」,

外延勾股定理用于运算任意三角形边的平方长并研究其几何

特征的实际应用问题
.

一
、

引 言 及 记 号

由V ol te r r a 产 s
第二类积分方程可知子序列是

f
。
= 。+ K f卜

l
= u + K 。+

,

⋯
,

+ K 卜
‘u + K

”

f
。

(1
.

1 )

式中K 是算子
,

f
。

是初始函数
,

则 {f
,

}是一个序列空间
.

若矢量空间是 g = 门(f
‘:
泥I) 并满足以下公理

:

( 1 ) g 的一切元素运算满足加法交换律及乘法结合律
.

( 2 ) g 中存在唯一的元
e ,

则其逆元
e 一 ‘

仍在g 中
。

那么就把列以做一个代数
.

在此意义上我们引用 以下的记号和定义
.

( 3 ) 设F (R 或C )是一个域
.

尸
”

表示一切 n元组 (二‘ : V 、〔F
,

泥I) 的集合并且满足

(1
.

2 )
了里

贬
.甲巨

、tfJ
% (劣‘)= % (戈

‘
)

(义
‘
) + (夕‘)二 (x ‘+ 夕‘)= X + Y

其中X + Y (或 X 一Y ) 表示一切 x ‘+ y ‘的和集 (或 x ‘
一 y ‘

的差集 )
.

则F
,

就认为是F 自身上的

一个矢量空间
.

( 4 ) 若丸是固定矢量而子空间是Y c F
” ,

则一切 x 。十夕
‘

(y
‘跑遍Y ) 的和集就是一个变

换子空间 x 。 + Y c F
” .

( 5 ) 若一个流型是一个代数偶 (砰
,

。 )并简记 (
· , ·

)
,

其中附是矢量空间
,

而 a 是 附上

的F
”

双型并且有四种情形
:

( a ) 若。(a ,

b )= a (b
, a )

, a ,

b〔附
,

则 (
· , ·

)就叫做对称流型
·

( b ) 若a (a ,

b )= 一 a (b
, a )

, a ,

b〔阿
,

则 (
· , ·

)就叫做斜对称流型
.

( 。 ) 若a (a
,

a) = o , a〔附 (亦即a 是交错型)
,

则 (
· , ·

)就 叫做辛流型
.

( d ) 最一般情况
,

若a (a , a )笋。或 }a (a ,

b) !手 }a (b
, a ) }不失双线型或一个半线型

〔3 ’的

一般意义
a ,

b〔附
,

则 (
· , ·

)就叫做非对称流型
〔‘’。

.

钱伟长推荐
.
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二
、

主 要 结 果

定义 1

( l )

设犷及犷
尹

是同一域F 上的矢量空间
.

若犷到V
产

的映射 f满足

(习
a ‘

)f == 习(a .
f )

(%a ‘)f= x (a ‘
f)

(2
.

1 )
、trJ

不
占

任( 2 )

其中V 久〔U
,

正F而 V 内 f〔犷
尹 ,

那么f就叫做线性同构
.

引理 1 设R 是F 上的矢量空间而 U
,
犷是 R 的子空间

.

若f
: F , R 是一个线性同构

,

则下

列二式成立
:

f(二 + 夕)= U
,

f (二一 夕)= V (2
.

2 )

证 由 (1
.

1) 知
,

F 可以认为是F 自身上的一维矢 量 空 间
.

若 f( 劝 = P 及 f( 妇 == q( 二
,

, 〔F )
,

则p , q〔R
.

因p 十 q及P一 q在R 中
,

就知 U已R 及犷c R
.

证毕
.

定义 2 设R
,

R
/

是同一域F 上的矢量空间
,

f是R 到R
产

的映射而兄 (R
,

R
尸

) 表示一切R 到

R
产

线性映射的集合
.

若R
尸
二F

,

则兄 (R
,

R
产

)= 黑 (R
,

F )就是R 的对偶
.

定义 3 令爬兄 (R
,

R
产
)而g 〔黑(R

产
R

“
)

,

则映射的积就是盯〔兄 (R
,

R
“
)

.

若R = R
“ ,

则艺 (R
,

R )就表示R 上一切 自同构的集合而 g f就叫做变换函数孕
〔” , 〔“’, 〔‘’.

定理 1 设 R
,

R
产

及R
“

是同一域F 上的矢量空间
,
少是 R 到R

“

的满射而 f
,

g 分别是R 到R
尹

及R
声

到R
“

的映射
.

当且仅当R
“
= R , 则知

少= 1 / 2 (2
.

3 )

证 若兄 (F
,

R )〕g : 二
,

g , u , v是单射 的
,

由(2
.

2 )得

g , 劣 + 夕令 g (劣 + y )” u , 劣一夕”夕(戈一夕)二 沙 (劣
,

夕〔F 一 “ , 沙〔R ) (2
.

4 )

在另一方面
,

若乞 (R
,

F )〕f
: “ , 。今二

,

夕是双射的
,

则 f一 定 有 逆
.

由R
“
二 R 及 di m 。十

di m 。“ di m 二十di m y则当f的广义逆是2 9 时
,

有

f
: u + 。今 f(

u + v )“二 , u 一 v今f(u 一。 ) = 夕 (2
.

5 )

因此
,

叮二小二 1/ 2就是所要求的
。

证毕
。

讨论

( a ) 当f= l而夕= 1 / 2 ,

则由 (2
.

4 )及 (2
.

5 )知

u ‘= (x ‘+ g ‘
) / 2 = u ‘、 ,

/ 2 , v 、一 (二
‘
一 , ‘

) / 2 “ 。 : * ,

/ 2 1〔I (2
.

6 )

戈 , = u ‘+ v , ,

夕‘= u ‘一 v : ‘〔I (2
.

7 )

其几何意义就是
:

若原像“
,

夕‘为一 组斜交基
,

则像 u , , 。‘就是一组仿射基 (见图1 )
.

( b ) 当f= 1 / 2而g = 1 ,

由(2
.

4 )
,

(2
.

5 )就知
:

“ = (u ‘+ ” ‘)/ 2 = %‘、 1

/ 2
, 夕‘= (u ‘一。 ‘

)/ 2 “ 夕
, + 1

/ 2 ‘〔I (2
.

5 )

“‘= 戈‘+ , ‘, v ‘= % ‘
一 , ‘ i〔I (2

.

9 )

其几何意义就是
:

若像集
“ ‘, 。‘

为一组仿射坐标基
,

则存在一组斜交坐标基就是
u ‘, v 。的反演

像 (见图2)
.

( C ) 对于特别情况
,

若了= g 二 1/ 刚 玄时
,

再 由(2
.

4)
、

(2
.

5) 知

1
, . 、

1 1
, 、

1 一
二

%‘ = 一 六示气u i十 v ‘) =
/

廿劣杆 l, 夕‘ = 一于育 吸晰 一 v口 =
一

份笼矛g 卜 l : 七 1
产

、/ 艺 入 / Z 入 / Z 入厂 艺

1
“‘ = 材万

1 1
, 、

1
气劣‘十 夕口 ==

,
下 u ‘+1

,

脚二
一 、

无万气X ‘一夕‘) = 一 , 三刀‘+l
习 乙 V 乙 丫 乙

i〔I

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )
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生一邹
.

, 、~

丫子上不
‘

一

厂卜
:

厂
.

厂
I , :

、、、、、、 . 、 了了

、、、 、 /\ 口
‘,,

内内火
,,

\\\
JJJ

于是显然可知
:

fg
一 ‘二 g f

一 ‘= 1满足可逆变换的条件
汇5 ’.

因此 (2
.

1 0 )
,

(2
.

1 1) 仅仅给出
u ‘, 。‘及

x ‘,

梦‘的正交变换关系
,

其几何描述可见图 3 所示
.

定义 4 设R 是矢量空间而U
,

F为R 的子空间
。

若关于 U
,
犷的范数比值记为

:

e 二 }}u l!/ 11
v
}} (u〔U

, 。〔厂) (2
.

1 2 )

则称 e
为 R 上的形角函数 (或系

、

数 )〔”
.

定义 5 若W 是F 上的矢量空间
, 。是广义的F

份

双型
,

则 (研
,

a) 就是广义线性流型
.

定理2 设代数偶 (W
,

的是广义线性流型
,
中是 (

· , ·

)上的变换函数而 U
,

犷为 研 的子空

间
.

若任意给定 ,
,

叭二
,

夕〔F )及范数比值
e ,

则 (
· , ·

)上的代数式是可解的
:

厂
2
一 甲(二

2
+ , 2

)
, 甲二 2 / (

。2
+ 1 ) ; U

Z
= 吵(二

2
+ 夕

2

)
,

势二 2 e 2

/ (。
2 + 1 ) (2

.

1 3 )

证 设% + 夕二 u , 二一 夕= 。 , 则由
v o n N e u m a n n 产s几何特征知

{ 】{u l】
“
+ }}。 !{

“

}/ 2 = }1二 1】
“
+ J{夕}

“
(2

.

1 4 )

若引用e Z
二 llu }}

“

/ llv }}
“,

且令卿= 2 / (
e Z

+ i )
,

势= 2 e 2

/ (e Z
+ 1 )

,

则定理显然
.

证毕
.

讨论之一 由U
,

厂〔W
,

知 (U
, ·

)
,

(厂
, ·

)c (平
, ·

)
,

所以本定理的解释仅需讨论a:

( a ) 若二是对称型
,

则a(
a ,

b) 二 a( b
,

a)
, a ,

b(研
,

所 以知尹 + 少二沪二沪
.

因此定理满

足对称流型 (
· , ·

)
.

( b ) 若 a是斜对称型
,

则 a (a
,

b) = 一 a (b
,

a)
, a ,

b〔研
,

所以又知 护 + 少 ~ 沪二沪
.

因此

满足斜对称流型 (
· , ·

)
.

( C ) 若a是交错型
,

则a(
a ,

a) 二 O
,

所以至少有一个O二。 (u ,

u) = 。(二
,

劝 十a( 二
,

功 + 以 ,
,

劝 十 a( 夕
,

妇
,

其含义就是 }a(
a ,

b) }= }a( b
, 。 ) 1= 0

.

所 以本定理两边变奇
.

因 此本定理满足

辛流型 (
· , ·

)条件
.

( d ) 若a是 R
”

或C
”

上的一般双型 (即双线型或一个半线型 )
,

则a(
a ,

a) 铸 。,

或 】a(
a ,

b ) !铸 la (b
, a ) }

,

所以我们有
:

口(u , “)= a (劣
,

劣 )+ a (义
,

夕) + a (夕
,
劣 )+ a (夕

,

夕)

a (v , v )= a (x
,

% )一 a (劣
,

y )一 a (y
,
劣 ) + a (夕

,

y )

而上述二式的相加恰巧给出了 (2
.

1 4) 式
,

因此仍然成立
.

所以本定理又 满 足 非对称 流 型

(
· , ·

)条件
·
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讨论之二

( e ) 当e 铸 1则中 (q7 丫妇 手 1
.

对于任意仿射空间变换
,

即使积U x V 不是交换群
,

本定

理也严格正确
.

事实上对于仿射空间
,

恒有U 犷+ 犷U 铸 0
.

( f) 当 e 二 1则少 (甲丫妇 = 1
,

变换仅对正交空间是正确的
.

因为正交的积U x 犷是交换

群U 犷十厂U 二 0
.

因此
,

本定理退变为著名的勾股定理
.

从本定理包含了一切对称的
、

斜对称的
、

交错的及非对称的 一般线性情 况的观点上说
,

我们就把它叫做广义的勾股定理
.

例题 设 四面体 (尸
。 ,

尸
: ,

尸
2 ,

尸
3
)是实仿射空间A

“

上的三维奇异单型
.

求其变换 少(叻
.

解 设尸
。
尸

:
= a ,

尸
。
尸

:
== b

,

尸
。
尸3 ~ c

而尸
,
尸

:
一P

,

尸
:
尸

3
= q ,

尸
3
尸

:
二 , .

由 (2
.

8a )知
:

a Z
二中

, , 2
(P

Z
+ 9 2

)
,

b
Z
= 切

2 , 3
(9 2

+ r “)
, c Z

= 甲3 , t

(r “+ 夕
2
)

.

于是可知

b
2

一 十 一二 +

a 2

甲l , 2

推论1

换少 就是
a 么

甲l , 2

甲z , 3

若 (尸
。,

⋯

e 2

甲3 , l
= 2 (P

Z
+ 9 2

+ r “ ) (2
.

1 5 )

,

尸
,

)是实仿射空间A
” _

匕的 。维奇异单形
, 其变

b
Z

.

c Z

十
一

—
+ 一 十

.

⋯
中2 , s 切3 , ‘

尹
门尸
— —沪, , -

= 2 (P
Z
+ 9 2

+ r “+
,

⋯
,

+ tZ
)

(2
.

16 )
特别

,

当甲
, , 2

= 切
2 , :

= ⋯ = 甲
, , :

= 甲时
,

则
a Z + b

Z
+ e Z

+
,

⋯
,

+ f
Z
二 2甲(P

Z
+ 9 2 + r Z

+
,

⋯
,

+ tZ ) (2
.

1 7 ) 图 4

而当V 甲二 1 ,
则对于正交空间有

a 么+ b
么
+ 。2

+
,

⋯
,

+ f
Z
= 2(P

艺
+ q Z

+ r Z
+

,

⋯
,

+ t艺) (2
.

1 8 )
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