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摘 要

H es s 和 Sm ith [1] 在用源汇法解三维无升力势流问题时导得了源四边形的法向诱导速度的解析表达

式
,

其结果用设在该四边形上的局部坐标表示
.

本文导出的源或偶极子多边形诱导势函数及 法 向速度

采用几何量表示
,

是对他们的结果的替代和推广
,

在实际计算时无需再作坐标变换和对11十dS 等进

行数值积分
.

设在三维空间中的多边形 二 (例 图 1 的A B CD ) 上布有等密度的源系
,

其诱导的基本势

函数为
, ,

。
、

r「 1
,
。

‘明
= JJ户沪皿严

“ ( 1 )

它沿某一方 向

a功
,

(尸)
al

的导数 (速度 ) 是

一

}{
,

令(硬抽了)
d s ! ‘2 ’

其中 l可与 二 无关或有关
.

式 (2) 也可认为是方 向

为负 l的偶极子多边形 二 所 诱 导 的 势 函数
。

下面

如无混淆
,

省写足标 二或参考点尸等
.

对于 l是二的单位负法向n 一 (一
n : ,

一 n : ,

一 n 。)时
,

a娇二。 * * 卜 。 , 二 二 _ L , 、 , arL , 林。一

子岑
~

可视为当点尸不动
,

而 二 上的 M 点 沿 正 法向
日n _ 刁 丫 “ / 甲
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八、、一 ‘

~ ”
, . J
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一
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一
’
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” 切
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)运动时的 功的方向导数
,

亦即是习用的

偶极子多边形所诱导的势
。

一一

牙丫⋯⋯

令 尸O 垂直于二所在的平面
,

Q是垂足
,

构作三角形 QA B
,

QB C
,

⋯OD A 并使A , B , C ,

刀、A的绕向是逆钟向 (图 1 )
,

于是有

补 何友声推荐
.
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上式右端每一项前的符号取决于沿该三角形走时绕向
,

即顺时针绕向取负号
,

逆时针绕向取正号
.

例在图 1 中

对 QAB 取负号
,

对 QB C 取正号
,

而它们又分 别 等 同

于 n
·

(PA八PB )和 n
·

(PB八PC户
, 的符号

。

( , ) 先求
价群扬

和

仃斋(五式厕)
““!

引入极坐标系 (图 2 )
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经进一步运算后可以证明
,

当垂足H 不落在点A 与 B之间
,

时 (如图2)
,

有

( 4 )
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其中
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这些量均可由点A
、

B 和尸的已知的全局坐标和法向n(
。, , n : , n 3

)确定
.

在式 ( 5 )中还有一

个量0
。 ,

它将随后在式( 3 )求和时一拼考虑
.

同样也可证 明
,

当点H 不落在点A 与B 之间时
,

有

aG
‘
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当点H 落在点A 与B 之间时
,

亦即当 !A H }+ }刀H }二 }A B }时
,

上述式( 5 ) 和式 ( 6 ) 分

别改变为

。 一

普
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(
1
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(8 )

井 PA表示从尸到月的矢量
,

八表示矢乘
,

其余记法同一般
.



其 中

亦同)
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。 ,

b, h
,

d 和 0
。

的含义与求法同前 (以下 扭

类似地
,

对三角形QBC
,

⋯
,

QD A 上的积

分也可求得相应的结果
.

当汇总代入至式 (3 )

并对所有的 e
。

求和时
,

注意到 当点 Q 落在凸

多边形 二之内时
,

每个三角形上积分贡献均为

正
,

于是 兄 (0
。

)
‘= 2二 (图 3 情形 )

,

如 点 Q

落在其某一边上则兄 (0
。
)
。= 二二 3

.

1 4 1 5 9
,

而当

O在多边形之外时则 E (0
。

)
‘= o (图 1 情形 )

.

而点 O是否落在二之内也可藉乘积

n [ n
·

(p p 。A p p ‘
十 :
) ]

图 万

的符号来判定
,

其中点尸‘是多边形二的第 ‘个顶点
,

例如尸
1~ A

,

尸
2
= B

,

⋯
,

尸
。

, A
.

( I ) 其次
,

为求沿任意 (单位)
矢副 (, : ,

‘:
,

,
:

)的导数

普 把 l分解为垂 直 于 和平

行于多边形 二的分量 l
。

和肠: (图3)
。

于是

雳
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爵一
‘,

,

T , ,
( 9 )

这里T :
指 ! , :方向的单位矢量

.

利用
粤

= 一

粤
和上面就

尊
导得的结果即得式(。 )右端第一项

.

对其第二项
,
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移动至 尸

, ,

同时令多边形 二 同步地平移至多边 形 丫 (= A
,
B ,C

,
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产

)
,
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,
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式 (1 0) 右端的每一项有一极限
。
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,

功
, , a , , ,

(P
,

)

!尸尸
/

}

『

ff
一

严共
;

JJ通
, a , a 通r 气厂

‘ , Jyl
’

)

}尸尸
/

} 一欣户厕万

从而

TOL�‘、.了乙
·

一
月主二
aT ;

( 1 0 )

x IA B le o s
(T : ,

n , ,
)

( 1 1 )

一
,

1
, 、

1 _ _
‘

二
, , ,

, 、
. ,

“
_

.
_

,

_ 1 , 。 ~
:‘ ~

县甲可兀石I 丐护二面
万

产不当点 川
‘

猫与 替动盯重护护 )矿)阴带羽但
,

n : 、

是线段 乙.
的外



“6 方 钟 圣

法线
.

例如
,
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在实际计算时
,

有一个简单的规则以确定
爵

的符号
:

如 。。s(o p
,

T :
)> 。则

黔
< 。

,

反之

爵
> 。

(1 4 )

其中O 是多边形二的中心
。

(I ) 为求偶极子多边形诱导的法向速度
,

需考虑下列表达式
:

斋(旦罕)
一
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,

备(
下

梢沁了)
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) (, 5 )

其中 l通常是二的法向 n (或严格地说是 n 一

)
, m 是点尸所在面元的外

法向 (单位矢量 )
,

但下面仍按一般的 !来推导
.
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于多边形 , 的两个分量
,

并记此时类似于 T , 的平行于 二 的单位矢 量 为

T 。
,

即
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(图4) , 同时对式( 9 )作类似的微导
,
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求算诸如
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1
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À
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韵
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事实上

,

由结果 º 和À可推得下列更一般的对任意方向m 成立的表达式
:

一旦
_

了_ 卫一 、=
a , 、r ( I,

, A B ) I
一 2

仃面沪〕下 l万歹序厄二俪画
* [ e o s ( AP

, m ) + e o s (BP
,

翎 ) 〕 ( 21 )

因此
,

可利用式 ( 11 )和 (21 )直接计算斋(雾户
。。 S ( ,

,

‘! ) 而毋需分开计算式 (‘7冲的二
、

四两项
.

特别地
,

对于通常的偶极子多边形势
,

式 ( 15 ) 中的 l被取为 二 的法向n 一 ,

故 co s ( l
,

T : ) = o ,

从而求算其诱导速度的式 ( 17 )只需考虑其右端的一
、

三两项
,

所涉及的 二 阶偏导

数可藉式 ( 15) 和 ( 1的算得
,

而计算第三项时的另一因子co s (T . , n , , ) (图4) 则可仿式 ( 13) 得

到
。

利用本文方法可进一步对多极子多边形的诱导势导出相应的结果
.

感谢何友声教授有益的讨论
,

使工作引向深入
。
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