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本文将讨论在杆系结构中用待定乘数法建立广义变分原理以分析超静定析架结构
.

同 时 导出

一个对称矩阵
,

并给出这个矩阵的解法
,

从而求出各杆的内力
.

一
、

引 言

在结构力学中用待定 乘数法去求某一泛函的极值的问题
,

约始于 1 9 6 4 年
「” , 〔“’,

钱伟长

在 1 9 6 4 年
t 3 ’【‘’〔“ ’于范围较广 阔的弹性理论中曾提出用拉格朗 日乘子法 以寻求广 义 变 分泛

函
,

以后鸳津久一郎(1 9 6 8年 )
『“’〔。 ,及卞学磺

〔7 ’,

薛大为
〔“’
等人对此均有论述

,

应用范围亦随

之扩大
。

本文仅讨论从最小余能原理导出线性超静定析架结构的广义变分原理
,

并利用矩阵理论

将它实际使用于计算超静定析架结构 中
。

二
、

杆系结构力学中的广义变分原理

我们来讨论有
n + m 个杆件的线性超静定析架结构

,

今以内力N ,
为未知量

,

我们能写出

m 个独立的平衡方程

Q‘
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N
Z ,

⋯
,

N
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) = o (‘== 1
,

2
,

3
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⋯
,

m ) (2
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1 )

相应于系统的余能函数是

犷一

专军
f

, N , (‘一 ‘
,

2
,

一
”+ , ,

J

(2
.

2 )

上式中

f
, 二

l,

E , F , (2
.

3 )

其中 I, ,

E ,
,

F , 分别为第 j个杆件的长度
、

弹性模量及截面积
.

于是我们有如下的

第一变分原理 (小变形线弹性杆系结构的最小余能原理 )
:
在满足平衡方程(2

.

1) 的所有

份

钱伟长推荐
.



时O 成 祥 生

容许的内力 N , 必使余能函数 (2
.

幻为最小
〔‘’「‘”

.

换言之
,

使 (2
.

2 ) 的泛函厂为最小的 N J 必

满足平衡方程(2
.

1 )
.

这是有条件的变分原理
,

或称条件极值问题
〔’“’.

最小余 能原理 的条件就

是 (2
.

1 )
。

若应用待定乘数法
,

则可将上述有条件 (2
.

1) 的最小余能原理转化为无条件的所谓广义

变分原理或称一般极值问题
.

设 几。为待定乘数 (它有m 个 )
,

于是根据 (2
.

2 )推导无条件的广

义变分原理的新泛函设为

1 一
, 、 , 。 .

~
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八
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将N J ,

久: 都当作独立的变量进行变分
,

则当新泛函 L 达到驻值时
,

应有

(2
.

4 )

“L 一

(‘
, N , +

军
, ‘

黯)树
, +

军
Q‘““。一 ”

(2
.

5 )

由于 6N , 及 拟
‘都是独立的

,

所以L 的驻值条件就给出了

Q ‘== 0 (2
.

1 )

介N , + 乙 从
a Q‘

丽厂
U

(i = 1
,

2
,

⋯
,

阴 ; j= 1
,

2
,

⋯
, n + m )

(2
.
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这样就把杆系结构的最小余能原理转换为把求解该结构的基本方程作为新泛函L 的驻值

条件的原理
.

由于 (2
.

1) 是原先的变分条件 (它有m 个 )
,

现在又增加了 (2
.

6) (有
n + 。个)

,

它等价于变形协调方程
〔“’。 由 (2

.

1) 和 (2
.

6) 可求出 m 个待定乘数和
n + 切个内力

。

若将几
‘
代

入(2
.

4) 就得到无条件的 (或完全的 ) 杆系结构的广义变分原理的泛函
,

于是就建立了

第二变分原理 (完全的小变形线弹性杆系结构的广义变分原理—
由最小 余 能 原 理导

出)
:

满足平衡方程 (2
,

1) 的 N , 的解必使由(2
.

4) 表示的泛函 L 为驻值
。

上述两个变分原理都是以 内力 N ,
为未知量的

。

如果我们以杆件 的变形为未知量
,

则也

可以建立与上述两个变分原理等同的最小位能原理及无条件的 (或完全的 ) 广义变分原理的

位能形式
。

由广义变分原理所得到的泛函的驻值条件(2
.

1 )
、

(2
.

6) 可以分析超静定析架结构
.

三
、

广义变分原理的应用

我们以广义变分原理来分析上述
n 次超静定析架结构

.

设该析架有
。 + m 个杆件

,

而 只

能写。出个平衡方程 (2
.

1 )
,

它在线性情形下可表示成如下最一般的形式

Q : = 乙
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:
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Q Z= 乙
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2

(p )= 0
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其中 价 , 为 N , 的系数

,

功
‘

(尸) 为外荷载的线性函数
.

由于未知 内力的数目超过方程的数 目 ”

个
,

因此问题是 n 次超静定的
.
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由(3
.

1 )可知

日Q‘

日N ,

将 (3
.

2 )代入 (2
.

6 )并展开如下

f
1N : + 乙

a ‘1凡. = o

f
: N

:
+ 乙

a ‘: 几‘== o

f , N , + 乙
a ‘,之‘= o

(i= 1
,

2
,

⋯
,

m ; j= 1
,

2
,

⋯
, n + m )
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.
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(3
,
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。+ 。 + 乙
a ‘ 。+ 。几‘, o

奋

我们所关心的是从 (2
.

1 )
、

(2
.

6 )展开后的 (3
.

1 )
、

(3
.

3 )中如何解出 N , ,

为了求出N , ,

将(3
.

1 )
、

(3
.

3) 分别写成如下矩阵的形式

[ A 〕{N }= {中 }

而 几‘不须要求

(3
.

4 )

〔二 、·〕

{劣王
一“

(3
.

5 )

其中

G l l a 12

C Zz 口2 2

C l . + 仍

C Z ” + 价

(3
.

6 )
口‘z C ‘z ⋯ ⋯ C ‘ ” + 协

是方程组(3
.

1) 的系数矩阵
,

它有

{N }= [N z N :

a 价 z Q价 2 ⋯ ⋯ a 琳 几 + 仍

阴 x (
n + m )阶

·

⋯ N , ⋯ N 。司
,

ree,eeee...........

一一
JJa一一A

(3
.

7 )

是内力 N , 的列阵
,

对应于结构的全部未知 内力数
。

{中} = 〔巾 , 中
2

⋯ 口‘ ⋯ 巾。〕r

(3
.

8 )

是关于外荷载的列阵
,

对应于 m 个平衡方程(3
.

1) 的非齐次项
.

(3
.

9 )

1 ......

lra
l

仍

0解

口

了

f,

‘

矛
」r....l........L

一一F

它的元素 f
, 由 (2

.

3) 确定
,

是一个
n + m 阶的对角矩阵

.

【A」r
为 (3

.

3) 中的 几
‘的系数矩阵

,

它正好是 【A 〕的转置
,

具有 (
n + m ) x 。 阶

.

{劣卜
〔N l N

Z
⋯ N , ⋯ N一 “1 “

2
⋯ “‘ ⋯ “。〕

r

(3
.

1 0 )

是 N , 和 几。列矩阵
.

由上所述
,

从待定乘数法建立的杆系结构的广义变分原理去分析超静定析架结构时
,

归

结为求解方程组 (3
.

4 )
、

(3
.

5)
。

今将其合拼写成如下形式
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「F
LA

(3
.

1 1 )

若设

〔C J一

「
F 厂 1
A O 」

(3
.

1 2 )

它显然是对称的
,

具有
” + Zm 阶的方阵

.

若能求得其逆【C〕
一 ‘,

则 (3
.

1 1) 的解为

王长}
一〔e 〕一

{二} (3
.

1 3 )

今将【C J
一 ’分块

,

并使其子阵与【C 」对应的子阵同阶

〔C’
一 ‘一 〔D “一

[复: 复:」 (3
.

1 4 )

将 (3
.

1 4 )代入(3
.

1 3 )
,

并只取 (3
.

1 3 )中有关 {N }的子阵部份
,

得

{N }(, + 。) : 1 = 〔D l : ] (。 , 。 ) 、。{中}。
x , (5

.

1 5 )

不难看 出【D : :

〕与{巾}共形
。

若求出〔D
12

〕
,

则结构内力即可全部求出
.

下面我们求【D
, 2 〕

,

由

逆阵定义

[ C ] [ C〕
一 ‘= [ I ] (3

.

1 6 )

其中【月为单位矩阵
.

将 (3
.

1 2 )
、

(3
.

14 )代入(3
.

1 6 )并展开它
‘。’,

可求出

[D 1 2

〕二 一 [F 〕
一 ‘〔A 〕T [从

:

] (3
.

1 7 )

其中

[D
2 2

]== 一 ([ A 〕[F 〕
一 ‘[A ] , )

一 ‘

(3
.

1 8 )

因此欲从 (3
.

1 7 )算出【D
; 2

〕
,

须要按如下的程序计算各子阵

〔F 〕
一 ‘、 [ F 〕

一 ’〔A 〕, , [ A 〕〔F 〕
一 ‘[ A 〕, , ([ A 〕[F 〕

一 ‘[A 〕,
)
一 ’

, [ D
Z : 〕, [F l

一‘[ A ] r [ D : : 」、 [D lz

〕 (3
.

1 9 )

求出【刀
: : 〕后

,

从 (3
.

1 5 )即可确定全部内力
.

今举数例 以说 明上述方法的应用
.

四
、

算 例

例 1
、

设一结构受力如图 1 (a) 所示
,

各杆E
,

F
,

l相同
,

今求各杆的内力
.

将 四杆截开 (图

1 (b ))
,

取G 点之平衡条件按 (3
.

1) 可得

N
: G I J

〕,

(a)
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乙 X = Q : == ZN , + 刚了N
Z

+ N : 一 2尸, == o

乞 Y = Q : = N
:

+ 材万N 3 + 2 N 4一 2 p
2
= o

e4 3

王 (4
.

1 )

按 (3
.

3 )可得

fN I + 2几: = o
,

fN
:

+ 斌了几
1 + 几: = o

fN 3 + 几: + 材 3 久: = 0
,

fN ‘+ 2之: = 0

将 (4
.

1 )
、

(4
.

2 )合拼
,

按 (3
.

1 1 )写成如下矩阵形式

l (4
.
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0000一尸尸
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1
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n
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斌
n
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由

子」

.于」
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.
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.

1 8 )

r.
l
.
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‘

矛
」
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: :
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[A 」
,

)
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8

2双
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丁

2斌
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.
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, _ _ , _ _ _

, , , _ _ , _ ,

,
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!

一 2材 3

3 M 3

1

一 2 澎了

3澎丁

8
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.
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按 ( 3
.

1 5 )
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且
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毛
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N ! 一
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N
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一

矗
( 3、、尸
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2

)

N
3
一

六( p l + 3、 : 尸
2
)

N一人(一 2、 、
一

尸, + 8尸
一

)

这样
,

上述结构的内力已全部求出
.

例 2
、

结构受力如图 2 ( a)
,

各杆E , F 相同
,

求各杆内力
.
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Na今心N.
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(b ) (e )

先取 a--
a 右部为分离体 (图2( b ))

,

按 (3
.

1) 写出平衡方程如下

乙 X 一 Q ! 一N Z + N ·+

六
‘N

。+ N
·

, 一 “

乙卜 Qz 一

六
‘N

S一 N
6

, 一 ”一 。

￡M一Q3一 ‘N
Z一

六
N 。

, ‘一 0

再对 卜b 下部(图2 (c) )
,

可写出

E X 一

六
(N 6一 N

‘

, + 尸一 。

(4
.

7 )

上式与(4
.

7) 的第二式等价
。

乙 Y 一 Q
4
一 N l + N

3
+

六
‘N

。
+ N

·

, 一 p 一”

二M一。一 (N l +

六
N

。

, ‘一。
(4

.

8 )

、..,l,eetoseJ

以上共有五个独立的平衡方程 (口
: ~ O

。

)
。

按 (3
.

3 )可得

fN : + 几‘+ 几
。
= 0

fN Z + 几, + 几。== 0

fN
3
+ 几

‘
= 0

fN
‘

+ 几: = o

、。N
6

+

六“ + 从+ 动 一 0

、 : , N 。 +

六
‘“

! 一“
2
+ “

a
+ “

·
+ “

5

, 一 ”

(4
.

9 )

将 (4
.

1 )
、

(4
.

2 )
、

(4
.

3 )合拼
,

按 (3
.

1 1 ) 写成如下矩阵形式
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几 O 0 1 1

澎百f

O
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斌百

斌 玄尹

0
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0

0
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一 1

0

1
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口亨守百 守百动了

(4
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工

n
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‘了了.皿...........,.奋
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j
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,‘...........日J日...,../l
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l
留‘......,..团口,

1 0 1

0 0 0

刚百

1

斌百

1 0 0

斌百

一 1

斌万

1

斌百

1

斌百

1

斌百

0
0 1 0

1

斌
一

恋

0 0 0

J六U�月�目�刁.山.1r.

.

. ............................

按 ( 3
.

1 8 )

[ D Z :
」== 一 ( [ A〕[ F 〕

一 ‘[A 」,
)
一 ‘

0
.

8 9 6 5

一 0
.

5 0 0 0

一 1
.

0 0 0 0

一 0
.

1 0 3 7

0

一 0
.

5 0 0 0

2
.

4 1 4 2

1
.

0 0 0 0

一 0
.

5 0 0 0

1
.

0 0 0 0

一 1

1

2

0

0

一 0

一 O

(4
.

1 1 )

0

一 1

.

1 0 3 7
.
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0

.
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.
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1

0
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.
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.

1 0 3 5

一 0
.

1 0 3 7

0
.

8 9 6 5

0
.

1 4 6 4

0
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0
.
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0
.
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.
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0
.
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一 0
.
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( 4
.

1 2 )
一 1

一 0
.

1 0 3 7

一 0
.

1 0 3 7

0
.

8 9 6 3

一 0
.

1 0 3 7

0
.

1 4 6 3

0
.

1 4 6 3

一 1

0
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.
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.
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.
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.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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.

5 0 0 0

0
.
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一 0
.
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O 一 0
.

1 一 0
.

0 0
.

一 1 一 0
.

0 0
.

0 0
.

1 0 3 7

1 0 3 7

8 9 6 3

1 0 3 7

1 4 6 3

14 6 3

0

一 1

(4
.

1 3 )

r

⋯
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N i = 0
.

3 9 6 3P
,

N z = 0
.

3 9 6 3P

N
s

== 0
.

s9 6 3P
,

N
一

= 一 0
.

6 0 3 7 P

N
。

== 0
.

8 5 3 4 P
,

N
。
= 一 0

.

5 6 0 8 P

于是该结构的内力已全部求出
.

五
、

结 语

综上所述及从所举的简单例子可看出
:

用待定乘数法建立的杆系结构的完全的广义变分

原理 以分析超静定析架时
,

它异于力法
、

位移法及有限元法
,

并且总是得到一个对称矩阵
,

但我们只须求出部份子阵
,

就可求出结构的全部内力
.
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