
文章编号: 1000_0887(2005) 01_0099_12

具有快速振荡外力的拟地转
运动的平均原理

X

高洪俊
1
,  段金桥

2

( 1.南京师范大学 数学系,南京 210097;

2.伊州理工学院 应用数学系, 芝加哥 IL 60616, 美国)

(刘曾荣推荐)

摘要:  一类大尺度的地球物理流体流可以用拟地转方程来描述# 有限、但是大时间区间和整个

时间轴上在快速振荡外力下的拟地转运动的平均原理被得到了# 其中包括比较估计, 稳定性估计

和拟地转运动及其平均运动之间的收敛性# 进一步,几乎周期拟地转运动的存在性和吸引子的收

敛性也被得到了# 

关 键  词:  拟地转流体流;  几乎周期运动;  快速振荡外力;  平均原理;  稳定流形和不稳
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1  引言及问题提出

气候和地球物理流确定了我们生活的环境, 对它们的理解, 除具有极大的科学挑战外,还

具有惊人的经济和社会重要性# 一类大尺度的地球物理流体流, 如墨西哥湾流和海洋环流等

都可以用拟地转方程来描述# 拟地转( QG)方程是通过对旋转 Navier_Stokes方程在小 Rossby数

渐近展开的近似得到的# 地球物理流经常受到各种时间相关或非自治快速振荡外力的影响# 

为了更好地和科学地理解地球及其环境,人们渴望知道更多关于大尺度地球物理流系统在快

速振荡外力的运动的动力学行为# 

用流函数 W( x , y , t ) (如[ 1] )QG方程被写成为:

  $Wt + J( W, $W) + BWx = M$2W- r$W+ f ( x , y , Gt ) , ( 1)

这里 B> 0为Coriolis参数, M> 0为粘性耗散常数, r > 0为 Ekman耗散常数, $为Laplacian算

子, J ( h, g ) = hx gy - hy gx为 Jacobian算子# 进而, f ( x , y , Gt ) ( G m 1) 为快速振荡风应力外

力# 风应力外力与大尺度地球物理流相比通常是小尺度# 

用涡度 X( x , y , t ) = $W( x , y , t ) 方程( 1)可以被写为

  Xt + J ( W, X) + BWx = M$X- rX+ f ( x , y , Gt )# ( 2)
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对于平面上具有正则边界5D 有界区域D ,对 W和 X, 我们考虑齐次Dirichlet边界条件,即 Ped-

losky 在[ 2] , p. 34中提出的没有渗透和滑移边界条件:

  W= X = 0   (在5D 上) , ( 3)

且具有适当的初始,

  X( x , y , 0) = X0( x , y )   (在 D 中)# ( 4)

模型( 2)定义了一非自治动力系统# 通常理解非自治动力系统比理解自治动力系统要困

难得多# 事实上,在对 QG流进行数值模拟时[ 3] , 人们经常用与时间无关的风应力外力,尽管

风应力外力被证实关于时间是快速振荡[ 4]# 故人们希望在某种平均意义下来了解流体的动力

学性质,然后比较平均后的流与原来未作平均的流之间的动力学差异# 
在本文中, 我们假设 QG 流模型中的快速振荡风应力外力具有时间平均,对它的具体刻画

在后面给出# 

本文的主要结果是具有快速振荡风应力外力 QG运动在有限, 但是大时间区间和整个时

间轴上的平均原理, 这包括比较估计, 稳定性估计和拟地转运动及其平均运动之间的收敛性

(当 G y ] )# 我们同样研究了在几乎周期外力下的几乎周期拟地转运动的存在性和非自治

方程( 1)和平均后的自治方程的吸引子之间当 G y ] 的收敛性# 
在第 2节,我们研究QG流在有限, 但是大时间区间上的平均原理,在第 3节, 我们推广平

均原理到整个时间轴# 在本节余下的部分,我们简要回顾一下一些背景知识和基本结果以备

后用# 

我们用标准的缩写 L
2

= L
2
( D ) , H

k
0 = H

k
0( D) , ( k = 1, 2, ,) , 是通用的Sobolev 空间,

3#, #4和 + # +分别为 L
2中的内积和范数# 我们将用到如下形式的Poincar�不等式[ 5]

  +g +2 [ | D |
P QD

| g̈ | dxdy =
| D |
P

+ g̈ +   (对 g I H
1
0)# ( 5)

我们可以进一步重写一下 QG流模型( 2)# 由
  $U= X, ( x , y ) I D, U| 5D = 0, ( 6)

我们得到 U= $- 1 X# 这样( 2)可以被写成

  Xt + J( $- 1 X, X) + B5x$
- 1 X= M$X- rX+ f ( x , y , Gt ) # ( 7)

记

  - A= M$- rI - B5x$
- 1# 

则由[ 6]中的结论,我们知道, A具有定义域H
2
0( D) , 是一扇形算子,因此 e

At
在L

2
中生成一解

析半群# 
我们将给出一充分条件来保证 A的最小特征值为正 # 为此我们考虑特征方程 Au =

Ku, 我们有如下能量估计

  K+u +2
= M+ ü +2

+ r +u +2
- QD

$- 1
u5xudx dy \

      M+ u +2
+ r +u +2

- B+$- 1
u + + ü + \

      M+ ü +2
+ r +u +2

-
B| D |
P

+u + + ü + \

      M+ ü +2
+ r +u +2

-
B| D |
P ( a1 +u +2

+ a2 +¨u +2
) \

      M-
B | D |
P

a1 + ü +2
+ r -

B | D |
P

a1 +u +2
, ( 8)

这里我们用了 Poincar�不等式( 5) , a1, a2 为满足 a1 a2 = 1/ 4的任意常数# 因此,当
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  4Mr >
B
2

| D |
2

P2
, ( 9)

且如我们取 a2 = B | D | / (4rP) , 则我们有

  K+u +2 \ M-
B2 | D |

2

4rP2
+ ü +2 \ M-

B2 | D |
2

4rP2
| D |
P

+u +2# ( 10)

所以, 当 M, r , B和 | D | 满足条件(9) ,则 A的最小特征值为正# 此时, QG流模型是一耗散系

统[ 6]# 我们注意到条件( 9)比[ 7]中相应的条件要精确# 

如[ 6] , 我们可以定义 A分数次幂如下:

  AA
= ( A- A

)
- 1

, 这里 A- A
=

1
#( A)Q

]

0
t
A- 1e- Atdt# 

相应定义域 D( AA
) (0 [ A [ 1) 是 Banach空间,且具有范数

  +x +A: = +x +D(A
A
) = +AA

x +# 

我们列出[ 6, 8]中的一些定义和结果,为以后之用# 

定理 1. 1[ 6]  对正常数 a , 下列估计成立:

  +e
- At +L

2y L
2 [ K e- at   ( t \ 0) , ( 11)

  +AA
e

- At +L
2 y L

2 [
KA

t
A e

- at   ( t > 0) , ( 12)

这里 K 和KA为正常数# 

定理 1. 2[ 6]  在 L
2 中给定两个扇形算子 A 和 B , 假使 D ( A) = D ( B ) , ReR( A ) > 0,

ReR( B) > 0,且设算子( A - B ) A
- A

( A I [ 0, 1) ) 在 L
2
有界# 则对任意的 C I [ 0, 1) , D( A

C
)

= D( B
C
) , 且它们的范数等价# 

定义 1. 1  一连续函数 f : R y X 被称为几乎周期的( a. p. ) ,如果对任意的 E> 0存在一数

l = l ( E) > 0使得每个区间( T , T + l) 包含一点 S = SE (称为几乎周期) 满足不等式

  sup
t I R

+f ( t + S) - f ( t ) + [ E# 

由 a. p.函数的理论,存在一可数个 KA满足

  lim
T y ]

1
2TQ

T

- T
f ( t ) e

iK
A
t
dt X 0# 

数 KA 称为f 的 Fourier指数[ 8]# 

定义 1. 2  一可数的数集合 XA 称为 a. p.函数 f 的频率基(记为Mf )如果每个 KA都可以

唯一地表示为 XA具有整数系数的线性组合# 

定义 1. 3  对一给定的 a. p. 函数 f ,序列 tm 被称为f _常返( current )序列如果

  sup
t I R

+f ( t + tm) - f ( t ) + [ Em y 0   (当 m y ] )# 

定理1. 3[ 8]  给定两个几乎周期函数 f 和g,假设每一个 f_常返序列同样是g_常返序列# 

则 g 的频率基包含在f 频率基中: Mg < Mf# 

下面我们转向QG流模型的平均原理的讨论# 

2  有限区间上的平均原理

在本节,我们考虑QG流模型在有限, 但是大时间区间上的平均原理# 

最近关于偏微分方程的平均原理,我们可以参考[ 9] # 对 QG流问题,我们不能直接用现

有的结果,需要一些精细的讨论# 
关于耗散模型( 2) ~ ( 4)的整体适定性(即光滑解的存在唯一性) , 我们可以类似于[ 10]至
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[ 13]的讨论来得到# Brannan等在[ 14]中考虑了QG模型在随机外力影响下的动力学. Duan等

在[ 7]和[ 15]中得到了 QG模型在时间周期和几乎时间周期外力下的时间周期和几乎时间周

期的解的存在性# 

为方便起见,我们令

  S = Gt , E= G- 1# 

则 t = ES# 我们得到如下形式的 QG方程

  XS + EAX+ EJ( $- 1 X, X) = Ef ( x , y , S)# ( 13)

我们假设 f 在D(A
C
) 具有平均; C的值将在后面给出# 更精确地,设 f ( x , y , S) 和f 0( x , y )在

A
C
中,并满足

  AC 1
TQ

t+ T

t
f ( x , y , S)dS- f 0( x , y ) [ min( MC, RC( T ) ) , ( 14)

这里 MC> 0, RC( T) y 0,当 T y ] # 有时我们将 f ( x , y , S) 简记为 f ( S)# 

我们考虑平均后的方程如下

  �XS + EA�X+ EJ( $- 1�X, �X) = Ef 0( x , y )# ( 15)

由[ 16] ~ [ 18]的方法和结果, 我们得到相应方程( 15)的半群S t在空间H = L
2
, V = D( A1/ 2

) =

H
1
0 和D (A) 具有吸收集, + # +和 + # +D( A) 表示 V和D(A) 中的范数# 这些集合为在这

些空间中的球 B( R0) ,这里 R 0足够大# 这意味着对这些空间中任意有界集 B 有

  StB < B( R0)   (对 t > t 0( B , R0) )# 
另外, 半群 St 在这些空间中是一致有界的,即对于任意给定的球,特别地取球 B ( R0) , 存在一

球 B ( R ) 使得

  StB ( R 0) < B( R )   (对 t > 0)# 
通过增大 R 我们可以假设

  StB ( R 0) < B( R - Q) ,   (对 t > 0, Q> 0) ,

这里 Q是一正常数# 我们在空间中 V 中的平均原理# 给定 X0 I BV( R0) , 我们比较(13) 和

(15) 从 X0开始的解轨道 X( S) , �X( S)# 在 S I [ 0, T / E] ( T 任意但固定) 中考虑它们的差我们

现假设 X( S) I BV ( R)# 则差 z ( S) = X( S) - �X( S) 满足方程

  5 tz + EA+ E[ J($- 1X, X) - J($- 1�X, �X) ] = E( f ( S) - f 0( S) )# ( 16)

我们首先给出非线性项估计的一个引理# 

引理 2. 1  非线性算子 J( u, v ) 在下列意义下是有界Lipschitz映射:

  +J( u1, v1) - J( u2, v2) + [
    C1/ 2( +u1 +1/ 2 + + u2 +1/ 2 + +v1 +1/ 2 + +v 2 +1/ 2) @

    ( +u1 - v1 +1/ 2 + +u2 - v2 +1/ 2) , ( 17)

  +J( u1, v1) - J( u2, v2) +1/ 2 [
    C0( + u1 +D( A) + + u2 +D( A) + +v 1 +D( A) + +v 2 +D( A) ) @

    ( +u1 - v1 +D(A) + + u2 - v2 +D (A) ) , ( 18)

这里 C1/ 2和 C0为正常数# 

证明  由于
  J( u1, u2) - J( v 1, v2) =

    ( u1x - v1x ) u2y + ( u1y - v1y) v1x - ( u2x - v2x ) u1y - ( u2y - v2y) v2x , ( 19)

( 17)和( 18)通过直接估计可以得到# 这里我们用到了范数 +#+H
2 和 +# +D (A) 等价性# u
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现在我们回到方程( 16) ,它等价如下一积分方程

  z ( S) = EQ
S

0
e- EA( S- s)

[ J( $- 1 X, X) - J( $- 1�X, �X) ] ds +

     EQ
S

0
e

- EA( S- s)
(f ( s ) - f 0)ds# ( 20)

利用( 12)和( 17) , 上式右边的第 1项的 D (A1/ 2
) 范数满足不等式

  +EQ
S

0
A

1/ 2
e
- EA( S- s)

[ J( $
- 1
X, X) - J( $

- 1
�X, �X) ] ds + [

    EQ
S

0
K 1/ 2E

- 1/ 2
( S- s)

- 1/ 2e- Ea( S- s) 2R +z ( s) +1/ 2ds =

    2RK 1/ 2E
1/ 2Q

S

0
( S- s)

- 1/ 2e- Ea( S- s) +z ( s) +1/ 2ds# ( 21)

下面我们估计( 20)中右边的第2项# 分部积分后得

  EQ
S

0
e
- EA( S- s)

( f ( s ) - f 0)ds
1/ 2

=

    - Ee- EA( S- s)Q
S

0
( f ( s ) - f 0) dt

S

0
+ E2Q

S

0
Ae- EA( S- s)Q

S

0
(f ( s ) - f 0)d s

1/ 2
[

    EA1/ 2- Ce- EASACQ
S

0
(f ( s) - f 0)dt +

    E2Q
S

0
A3/ 2- Ce- EA(S- s)ACQ

S

0
(f ( s) - f 0)ds # ( 22)

利用( 12)和( 14) , 我们进一步有

  EA1/ 2- Ce- EASACQ
S

0
( f ( s ) - f 0)dt [

    EK 1/ 2- Ce
- EAS

( ES) C- 1/ 2 1
SQ

S

0
AC

(f ( t ) - f 0)dt =

    ( ES)
1/ 2+ C

K 1/ 2- Ce
- EAS 1

SQ
S

0
AC

( f ( t ) - f 0)dt [

    ( ES) 1/ 2+ C
K 1/ 2- Cmin( MC, RC( S) ) e- EAS

: = L ( S)# ( 23)

对任意的 D> 0,让 SD充分大使得S \ SD, RC [ D# 设 E0充分小使得 E< E0则不等式 T/ E>

SD成立# 则我们有

  L ( S) [ GC1( T , E) : = e- EAS
T

1/ 2+ C
K 1/ 2- CD  (如果 S \ SD) ,

( ES) 1/ 2+ C
K 1/ 2- CMC  (如果 S < SD)# 

设 C> - 1/ 2# 由于 SD与E无关,我们让 Dy 0, 然后让 Ey 0# 我们得到

  Ee- EASQ
S

0
(f ( t ) - f 0) dt

1/ 2
[ GC1( T , E) y 0   (当 E y 0)# ( 24)

  E2Q
S

0
A3/ 2- Ce- EA( S- s)ACQ

S

0
( f ( s ) - f 0) ds [

    K 3/ 2- CE
1/ 2+ CQ

S

0
min( MC, RC( u ) ) u

C- 1/ 2du [

    K 3/ 2- CMCE
1/ 2+ CQ

SL

0
u
C- 1/ 2

du + K 3/ 2- CE
1/ 2+ C

LQ
T /E

0
u
C- 1/ 2

du =

    K 3/ 2- C C+ 1/ 2 - 1
( ( ESL)

1/ 2+ C
+ LT 1/ 2+ C

) = : GC2( T , E) , ( 25)

这里对任意的 L> 0我们选取 SL充分大使得 RC( S) < L当S > SL# 让 L y 0,然后让 Ey 0
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我们得到

  GC2( T , E) y 0   ( Ey 0)# 

这样,由( 20) ~ ( 25)我们得到下列不等式:

  +z ( S) +1/ 2 [ KE1/ 2Q
S

0
( S- s )

- 1/ 2 +z ( s ) +1/ 2ds + GC( T , E) , ( 26)

这里 K = 2RK 1/ 2, GC= GC1 + GC2 y 0 ( E y 0)# 

为了估计( 26)我们需要下列事实# 

引理 2. 2[ 6]  设 C I (0, 1] 且对 t I [ 0, T ] 有

  u( t ) [ a + bQ
t

0
( t - s )

C- 1
u( s)ds# 

则

  u( t ) [ aEC( b#( C)
1/ C

t ) ,

这里函数 EC( z ) 是单调增加的且 EC( z ) ~ C- 1ez
(当 z y ] )# 

在 S I [ 0, T / E] 上对不等式( 26)应用这个引理得到

  +z ( t ) +1/ 2 [ GC( T , E) E1/ 2( ESPK
2
) [ GC( T , E) E1/ 2( TPK 2

) : = G1T ( E)# ( 27)

利用( 12)和( 18) , 假设在( 14)中 C> 0,我们在 D( A) 可以得到类似的估计

  +z ( t ) +D( A) [ FC( T , E) E 1/ 2( ESPK
2
) : = G2T ( E) , ( 28)

这里 FC( T , E) y 0当 E y 0, FC( T , E) 是一个与 GC( T , E) 类似的函数# 当(13) 和(15) 具有

同样的初始值 X(0) I BV, D(A) ( R0) 时, 我们就得到了解轨道 X( t ) 和�X( t ) 在 V和D( A) 中的

逼近估计,同时我们知道(13) 和(15) 具有同样的初始值 X(0) I BV , D (A) ( R0) 时,我们就得到

了解轨道 X( t ) 和 �X( t ) 在区间[ 0, T / E] 中在球 B( R) 中# 这是因为, 设 E充分小使得(27) 和

(28) 小于 Q/ 2,这里 Q已在本节讨论吸收集的时候定义了# 假设 X( t ) 在[ 0, T / E] 上离开了球

B ( R ) , 记 S* 为满足 +X( S* ) + = R 的第一时刻# 然而,在 S I [ 0, S* ] 上两个轨道均在球

B ( R ) 中而且我们已经证明不等式 +X( S) - �X( S) + [ Q/ 2成立# 特别地 S= S* 时也成立# 

和不等式 +�X( S* ) + [ R - Q结合,我们得到

  + X( S* ) + [ +X( S* ) - �X( S* ) + + +�X( S* ) + [ R -
Q
2

,

得到矛盾# 

因此,我们得到这一节的主要结果# 

定理 2. 3  设方程( 13)的右边的外力( 14)的意义下具有平均, T > 0为任意固定的# 如
果 C> - 1/ 2和 X(0) = �X( 0) I BV( R0) , 即,取同样的初值且属于吸收集B ( R0) ,则对 S I [ 0,

T / E] , 有

  + X( S) - �X( S) +1/ 2 [ G
1
T ( E) y 0   (当 E y 0)# 

如果 C> 0,和 X(0) = �X(0) I BD( A) ( R 0) ,则对 S I [ 0, T / E] , 有

  + X( S) - �X( S) +D(A) [ G2T ( E) y 0   (当 Ey 0) ,

这里 G1
T ( E) 和 G2T ( E) 分别在( 27) , ( 28)定义了# 

这个定理给出了当 G y 0时, DQ流和平均QG流在有限但很大的时间区间上的比较估计

和收敛性结果# 
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3  整个时间轴上的平均原理

现在我们转向在整个时间轴上 QG流的平均原理# 我们同样研究变换的 QG方程

  XS + EAX+ EJ( $
- 1
X, X) = Ef ( x , y , S)# ( 29)

关于数据的所有假设与第 2节中一样;特别地,平均 f 0( x , y ) 在( 14)意义下存在# 

我们首先考虑稳态的平均 QG流:

  AX0 + J( $- 1 X0, X0) = f 0# ( 30)

特别需要注意的是 f 0( x , y ) 与时间无关# 

在条件( 9)之下和利用 Leray_Schauder 不动点定理、椭圆正则性理论[ 5] , 我们知道稳态的平

均QG流( 30)具有唯一解# 注意这里这个唯一稳态解记为 X0( x , y ) , 不要与 QG流模型的初

始数据混淆# 

在( 29)中作变量替换如下:

  X = X0 + z# 
则由( 30) ,我们发现 z 满足方程

  5 tz = E(- Az - J( $
- 1
X, X) + J( $

- 1
X0, X0) + f ( S) - f 0)# 

由于

  J( $- 1 X, X) ) - J( $- 1 X0, X0) = J($- 1X, z ) + J( $- 1
z , X0) ,

我们有

  5 tz = E(- Az - J( $- 1 X, z ) - J($- 1
z , X0) + f ( S) - f 0)# 

再作变量替换(从 z 到h ) ,

  z = h - Ev( S, E) ,

我们得到

  5 tz = 5 th - E5 tv = E(- Ah + EAv - J( $- 1 X, h) - J( $- 1
h, X0) +

    ( EJ($- 1 X, v) + EJ( $- 1
v , X0) + f - f 0)# 

我们选择辅助函数 v ( S, E) 满足如下方程

  5 tv = - EAv + f 0 - f # ( 31)

则我们得到关于新变量 h 满足如下方程:

  5Sh = - E( Ah - J( $
- 1
X0, h) - J($

- 1
h, X0) ) +

    E(- J( $- 1
h , h) + J( Ev, h) + EJ($- 1

( X0 - Ev ) , v) + EJ( $- 1
h, v ) +

    EJ( $- 1
v , X0) )# ( 32)

为本节余下讨论的需要, 我们研究新变量 h 的方程(32)# 现在, 我们首先考虑关于辅助

函数 v( S, E) 的方程( 31)# 

引理 3. 1  假设 f 在(14) 意义下具有一平均# 如果 A- C< 1, 则方程(31) 具有唯一解

v( S, E) 在 D (A) 中关于 S I R一致有界# 进而,

  +Ev( T , E) +A y 0   (当 E y 0)# ( 33)

如果 f I D( A
C
) 是几乎周期, 则 v I D( A

A
) 是几乎周期的,且它的频率基包含在 f 的频率基

中# 

证明  v( S, E) 由下面的公式给出

  v( S, E) = Q
S

- ]
e

- EA(S- s)
(f 0 - f )d s# ( 34)
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更一般情形的唯一性在下面的引理 3. 2 中给出# 现在我们证明( 33) # 分部积分, 然后利用

( 14)和( 12)我们得到

  +Ev( S, E) +A = EQ
S

- ]
e- EA( S- s)

( f 0 - f )ds
A

=

    Q
]

0
e- EAs

( f 0 - f ( S- s ) )ds
A

=

    E2Q
]

0
Ae- EAsQ

s

0
( f 0 - f ( S- t) ) dtd s =

    E2Q
]

0
A1+ A- Ce- EAs

s( s
- 1ACQ

s

0
( f 0 - f ( S- t) )dt )ds [

    E1+ A- C
K 1+ A- CQ

]

0
s
C- Ae- Easmin( MC, R( s) )d s [

    K 1+ A- C( E
1+ A- C

MC(1+ A- C)
- 1

s
C- A+ 1
0 + Da1+ A- C#(1+ A- C) ) ,

这里 D是充分小, s0 = s0( D) 当 s > s0充分大使得 R( s) < D# 让 D y 0然后让 Ey 0, 我们

得到( 33) # 

最后, 我们来证明引理3. 1中的最后一个结论# 有定理 1. 3,只要证明每一个 f _常返序列

Sm 同样是 v_的常返序列# 由( 34) ,

  v( S+ Sm) - v( S) = Q
]

0
e- EAs

( f ( S- s) - f ( S+ Sm - s) )d s# 

因此

  sup
SI R

+v ( S+ Sm) - v( S) +A [ sup
SI R

+f ( S+ Sm) - f ( S) +CKA- C# ( C- A+ 1) ( Ea )
A- C# 

这样 Sm 确实是 v_常返序列# 引理 3. 1证毕# u

现在对新变量 h 我们转向研究方程( 32)# 我们考虑算子

  Lh = Ah - J( $- 1
h, X0) - J($- 1X0, h)# ( 35)

算子 L+ KI 在H = L
2当 K> K0 = P(2K31 | D | )

- 1 +f 0 +2 具有紧的逆, 这里 K1 =
$
M- C2 | D

|
2
/ (4rP2

)# 事实上,我们考虑方程

  Ah - J($- 1 X0) - J( $- 1X0, h) + Kh = f # 

上式在 L
2
中与 h 作内积且注意到( J($

- 1
h, X0, h) , h) = 0, 我们得到

  ( Ah, h) - ( J($- 1
h, X0) , h) + K+h +2

= ( f , h )# 

利用 H
2 y L

]
, 我们发现

  - ( J($
- 1

h, X0) , h ) [ + ḧ + +¨X0 +1/ 2 +h + [

    
K1
2

+¨h +2
+

1
2K1

+h +2 +¨X0 +2# 

有( 5)和( 30)我们有

  ( Ah, h) \ K1 +¨h +2
, +¨X0 +2 [ P

K2
1 | D |

+f 0 +2# 

对 K\ K0, ( (L+ K) h , h) 是强制的且由 Lax_Milgram引理得到方程

  ( ( L+ K) h, h ) = f

有唯一解 h I D( A1/ 2
) # 注意到嵌入 D( A1/ 2

) y L
2是紧的# 因此 L具有紧豫解式# 利用

(9) ,我们可以估计 J($- 1
h, X0) 如下# 
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  | J( $- 1
h , X0) + J($- 1 X0, h) | [ +h + +¨X0 + + +X0 + + ḧ +# 

算子 A是扇形的,由于上述的估计, 我们看到算子 L同样是扇形的(见[ 6] )# 进一步,如

果ReK> K0, 则算子 LK= L+ KI 是可逆的; 因此

  ReR(LK
0
) > 0# 

我们同样注意到

  ( LK
0
- A) A

- A
= K0A

- A
- J(A

- A
$

- 1 #, X0) - J( $
- 1
X0, A

- A#)# 

如果 A> 0, 则算子LK
0
从L

2 y L
2是有界(利用(9) )# D( A) = D(LK

0
) 可以由二阶椭圆问题

的正则性得到的[ 5]# 现有定理 1. 2得到 D(AA
) = D (LAK

0
) , A I [ 0, 1] , 即

  c1A+LA
K
0
+ [ +AA+ [ c2A+LA

K
0
+ , Ph I D (AA

)# ( 36)

这样我们证明了 L具有离散谱# 设 X0 为使得Re(L) X 0的稳态解(这依赖于 f 0 的选取)# 

换言之,我们假设

  R( L ) = R+ (L ) G R- (L ) , R+ ( L ) H R- ( L ) = ª
和

  ReR+ (L ) < - a, ReR- ( L ) > a, a > 0# 

我们观察到 R+ ( L ) 是有限特征值的集合# 符号+ 表示不稳定模态,符号- 表示稳定模态# 

设 C+ 为包含 R+ (L) 在左半平面的积分曲线# 我们令

  P+ =
1
2PiQC

+

( KI - A)
- 1

dK, P- = I - P+ # 

算子 L可以被分解

  L= L++ L- , L+ = P+ L, L- = P- L,

这里 P+ L < LP+ , P- L < LP- # 

设H+ = P+ H , dimH+ = N < ] 和H - = P- H , 我们看到

  L+ H+ < H+ , L- H- < H- # 

算子 L+ I L(H + ) (空间H+ 上的线性有界算子) , - L- 在H- 生成一解析半群# 注意到

P+ 和P- 与L和由- L生成的解析半群T( t )可交换,即P+ L < LP+ , P- L< LP- , P+ T( t )

= T( t ) P+ 和 P- T ( t ) = T( t ) P- 对 t \ 0 (见[ 19] )# 

对 t I R我们考虑如下方程:

  5 th + Lh = f ( t )# ( 37)

引理 3. 2
[ 9]  设 f ( t ) I L ] ( R; D (L

C
) ) , C\ 0# 如果 A- C< 1,则方程(37) 具有唯一

有界解 h I D(L
A
) :

  +h +C
b
(R; D (L

A
) ) [ K ( A, C) +f +L ] (R; D(L

C
))# ( 38)

我们继续研究方程( 32)# 设 F ( h, E, S) = - J( $- 1
h, h) + J( Ev , h) + EJ( $- 1

( X0- Ev) , v )

+ EJ($- 1
h , v ) + EJ($- 1

v, X0) ,则对 hi I D( L1/ 2
) 且假设 +hi +1/ 2 [ Q( i = 1, 2) , 我们有

  +F ( h1, E, S) - F( h2, E, S) + [ N1/ 2( E, Q) +h1 - h2 +1/ 2, ( 39)

  +F (0, E, S) + [ N1/ 2( E) , ( 40)

这里 N1/ 2( E, Q) , N1/ 2( E) y 0当 E, Q y 0# 

( 39)和( 40)的证明可以用引理 2. 1和引理 3. 1 来得到# 进而, 如果 h i I D( L) ( i = 1,

2)# 利用引理2. 1和引理3. 1,我们可以证明 F : D( A) y D( A1/ 2
) 是一有界Lipschitz映射(利

用定理1. 2)# 
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将方程( 32)换成时间变量 t = ES, 我们得到

  5 th + Lh = Q( h, E, S) , ( 41)

这里 Q( h, E, t ) = F( h, E, t / E)# 显然, Q( h, E, t ) 满足( 39)和( 40)# 

引理 3. 3  假设 Q满足(39) 和(40)# 则如果 E< E0对 E0 > 0充分小, (41) 具有唯一的有

界解 h
* 满足:

1) + h
* +C

b
( R; D( A

1/2
)) [ D( E) y 0   当 E y 0# 

2) 在 D (A1/ 2
) 中存在初始流形 M- , codimM- = N, 使得如果 h0 I M- 和 + h0 +1/ 2 [

Q对Q充分小,则(41) 具有 h(0) = h0的解 h( t ) 满足下列估计

  +h ( t ) - h
*

( t ) +1/ 2 [ K e- a| t | +h0 - h
*

(0) +1/ 2   ( a > 0,当 t y ] )# ( 42)

尤其是, 如果N = 0,则解h
* 渐进稳定# 在 D( A1/ 2

) 中存在初始流形M+ , dimM+ = N ,使得

(42) 当 t y- ] 时成立# 

3) 如果函数 Q( h, E, #) : R y D( A
1/ 2

) 是几乎周期的, 则解也是几乎周期的且它的频率

谱含在 Q 的中# 
这个引理是[ 9]中的特殊情形# 它的证明是基于压缩映照原理, 稳定性讨论, 引理 3. 2和

定理 1. 3# 我们现在有如下本节的主要结果# 

定理 3. 4  设 QG流模型(13) 右边的外力 f 在( 14) 的意义下(关于时间 t I R一致) 有平

均# 假设(35) 中的线性算子 L的谱与虚轴不相交# 则对 E< E0充分小有:

1) 在稳态平均QG流 X0的小的领域内,QG流模型(13) 具有唯一解 X*
( S) , 在整个时间

轴上有界且满足:

  + X* ( S) - X0 +1/ 2 [ D( E)   (当 E y 0) ,

这里 D( E) 见引理3. 3# 

2) 在球 BV ( Q) I H- 中( Q充分小) 且 X(0) I BV ( Q) ,则存在一稳定流形M- < D( A1/ 2
) ,

codimM- = N, 使得如果初始条件 X(0) I M- ,则当 t y ]

  + X( t ) - X*
( t ) +1/ 2 [ ce- a| t| + X(0) - X*

(0) +1/ 2# ( 43)

同样存在一不稳定流形 M+ < #D (A1/ 2
) , dimM+ = N, 使得如果初始条件 X(0) I M+ , 则不

等式(43) 当 t y- ] 成立# 特别地,如果 N = 0,则非稳态QG流 X* 是渐进稳定的# 

3) 如果外力 f I D( AC
) , C> - 1/ 2是几乎周期的,则 X*

( S) I D (A1/ 2
) 也是几乎周期

的且它的频率谱含在 f 的中# 

证明  这个定理的结论可以由下面的表达式
  X = X0 + h( S, E) - Ev ( S, E)

和引理3. 1, 3. 3得到# u

这个定理给出了整个时间轴上稳态平均QG流 X0的稳定性估计; 非稳态QG流 X
*
渐进稳

定性; 非稳态QG流间(原来和平均后的)的比较估计;在几乎时间周期外力下的几乎时间周期

解的存在性# 

结合这个定理和( 9) ,我们有

推论 3. 1  在定理 3. 4的假设之下和

  4Mr >
B2 | D |

2

P2
, +f 0 + <

2 | D |
P

K21,

这里 K1 = M- B2 | D |
2
/ (4rP2) 如前定义, 则对任意的 R > 0使得态平均 QG 流 X0 满足

+X0 +1/ 2 [ R , 下列不等式成立:
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  + X( S) - X*
( S) +1/ 2 [ C ( R ) e- EAS + X(0) - X*

(0) +1/ 2, S y ] ,

这里, X( S) = X( S, E) 非稳态 QG 流模型(13) 具有初始值 X(0) = X0 的解且 E< E0( R )# 

结合定理 3. 4和推论 3. 1,我们得到( 13)当 f 是 a. p.时的 a. p.解的存在性# 这里我们给

出的限制是对 +f 0 + ,而不是对 +f +# 在[ 7] 中,所给出的限制是对 +f +# 所以,我们这里

的结论更具有实际意义且改进了[ 7]中的结果# 

设 f I H 为 a. p.的,则由[ 20] ~ [ 22] 或[ 7] 的结果,非自治动力系统(13)存在一致吸引子

A H= A H ( f ( G#) ,其中 H I f
S
, f

S
( t ) = f ( t + S) , S I R C

b
( R; H ) , 且它的吸引子逼近平均后的

动力系统( 15)的吸引子:

定理 3. 5  设 f I H 为 a. p. 的,则

  distD (A
1/ 2

)( A H ( f ( G#) ) , �A ) y 0,当 G y ] ,

这里 A H是 QG流模型(13) 的吸引子, �A 是平均后的QG流模型( 15)吸引子# 

这个定理给出了非稳态QG流模型( 13)的一致吸引子当振荡外力中的参数 G y ] 时逼近
平均后的非稳态 QG流模型吸引子# 
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Averaging Principle for Quasi_Geostrophic Motion

Under Rapidly Oscillating Forcing

GAO Hong_jun1,  DUAN Jin_qiao2

( 1. Depar tm ent of Ma thematics , Nanjin g Norma l Un iv er sity , Nan jin g 210097, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Illino is In stitute of Technology , Chi cago , IL 60616, USA )

Abstract: A class of large scale geophysical fluid fows are modelled by the quasi_geostrophic equa-

tion. An averaging principle for quasi_geostrophic motion under rapidly oscil_lating( non_autonomous)

forcing was obtained, both on finite but large time intervals and on the entire time axis. This includes

comparison estimate, stability estimate, and convergence result between quasi_geostrophic motions and

its averaged motions. Furthermore, the existence of almost periodic quasi_geostrophic motions and at-

tractor convergence were also investigated.

Key words: quasi_geostrophic fluid flow; almost periodicmotion; rapidly oscillating forcing; averag-

ing principle; stable manifold and unstable manifold
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