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摘 要

用直接数值积分法求非线性振动系统的周期解
,

求解时对初始条件进行迭代
,

使它 与 终点条件相

一致
.

积分时间区间 (即周期) 或运动方程中的某些参数
,

也可在迭代过程中随同变化
,

积分 方 法是

变步长的
.

用这种
“

打靶
”

法求周期解
,

所需计算工作量相对较少
.

其中误差主要来源于数值积分
,

故 不难

估计并控制它足够小
.

这种方法可处理各种类型的振动问题
,

如单自由度和多自由度系统的 自 由无阻

尼振动
、

强迫振动
、

自激振动和参数振动等等 ; 也能求得不稳定解和那些对参数变动十分 敏 感 的 解
.

解的稳定性根据相关的周期系数微分方程来研究 求共振曲线或其他振动特性曲线时
,

利用插值 方 法

并自动调节步长来定出迭代始值
.

为了阐明这种方法的通用性
,

计算了若干例子
.

非线性的描述可用解析函数或任何其他 形 式
,

例如分

段线性函数
.

文中还就所得周期解指出了非线性振动的一些值得注意的性质
.

部分计算结果 与 已有的近似

解或实验结果作了比较
.

一
、

引 言

通过直接数值积分求解非线性振动系统虽是很自然的途径
,

但其实际应用仅在电子计算

机广泛地用于科学研究以后才有意义
.

因而在六十年代以前的有关非线性振动的文献中
,

很

少提到数值方法
.

近年来
,

常用初值问题的直接数值积分来校核各种近似分析方法
,

例如见

〔l一3 J
。

非线性振动系统中周期解的存在性问题是一个很困难的问题
,

本文不拟涉足
.

好在实际

物理系统中往往存在着某种形式的周期解
,

因此可以在周期解存在的前提下进行主要包括以

下四个部分的数值分析
.

l) 用打靶法求周期解
;

2) 对周期解扰动得到变分方程—
周期系数线性常微分方程

,

作数值研究确 定周期解

的稳定性
;

3 ) 对周期解作 F o u r ie r 分析
;

4) 求共振曲线或其他振动特性曲线时
,

用插值方法并 自动调节步 长来确定迭代始值
.

本文采用的求周期解方案
,

源出于P ol llc ar 己的后继理论
〔咯 ’,

即若把周期终了时系统在状

态空间中的位置表示为它在周期开始时的位置的一个映射
,

则周期解就相当于这个映韵的一

朴

何友声推荐
.

1匕{)
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个不动点
。

这种映射在文献中常被称为点映射
.

仅对单自由度保守系统和其 他 一些 特 殊情

况
〔. , 。’,

有可能得到点映射的分析表达式
.

对于一般情况
,

往 往 只 能 借 助 于 数 值 方法
.

U ra be ‘7 ’首先给出了非自治系统周期解的数值求法
,

它在原则上与本文第二节中所述的相同
,

但没有详细发展并作实例计算
.

U ra be 〔’一 ’“’也给出了自治系统周期解的数值求法
,

但他对待

定周期T 的处理方法不甚恰当
,

因而计算繁复
,

精度又低
.

近来
,

R uf ‘’‘’用打靶法计算了非

自治系统 (D uf fin g方程)的共振曲线
.

本文根据 [ 1 2 〕
,

把求 自治系 统 和非自治系统的周期解

看作常微分方程的边值问题而用打靶法作了统一处理
.

除了单自由度系统以外
,

〔l幻中也计

算了有二
、

三个自由度的系统
.

本文研究周期解稳定性的方法源出于P o in e a r ‘〔‘3 ’和
,

Jl 只 n y a o 。‘’4 ’,

又见 〔。5
,
x 6 〕

.

用数

值方法进行这种研究的实例
,

就作者所知最早为〔17 J
.

以下各节分别介绍上面提到的数值分析的几个方面并给出计算实例及其分析
。

二
、

用打靶法求周期解

求非线性振动系统的周期解可以看作常微分方程两点边值问题
:

交= f (t
, x )

.

二(0)一 x (T ) = 0 , x (R
” ,

f(R
介

(2
.

2)

其中T是振动周期
.

两点边值问题的求解方法很多
,

比较有效的是打靶法 (例如见 厂 1 9 〕)
,

本

文采用单点打靶法
.

引入参数向量 长 R m( 一般取 m = n ,

但对无阻尼自由振动往往取 m = n 一 l ,

详见后)
,

以

帮助确定适合问题 (2
.

1) 的以 0)
,

注意x (0) 往往不是唯一的
.

一旦求出足够精确的 以0)
,

就可以通过常微分方程初值问题的直接数值积分求出满足问题 (2
.

1) 的周 期解
.

当振 动周

期T 已知时 (如强迫振动和参 数 振动)
,

问题 (2
.

1) 的 边 界 固 定
,

这 时 可 简 单地 选择
: = 以 0)

.

否则 (如 自由无阻尼振动和自激振动)
,

问题 (2
.

1) 的边界可 变
,

应选择 T 为参

数向量
￡ 的一个分量

.

引入参数向量 : 后
,

问题 (2
.

1) 可以改写成

交= f (t
,
工; g (

s))
,

F (s) = x (0 ; : )一戈(T ; s)二 戈。一戈 , = 0 (2
.

2 )

其中向量函数 夕 (s) (维数任意) 描述了微分方 程对于参数向量
! 的依赖性一 需迭代改进

,

直到边界条件足够好地满足为止
.

迭代时采用 N e w to n 法
:

: ‘+ ‘
= 。‘一 (F

‘

(; ‘))
一 , F (;

‘

) (2
.

3 )

这里上标记迭代次数
,

而F
/

(习是向量函数F (习的Ja c o bi 矩阵
:

F
,

(s) = 「F 蛋。 ]
,

F乡
,

=
aF 。

口‘夕
(2

.

;l)

其中
; , 是 : 的第 J 个分量

,

F 。
是F (s) 的第k个分量

.

当边界固定时有

尸“习一
势

一

瓷 (2
.

5 )

且显然地
,

旦丛
‘

== 入
口S

(2
.

6 )

其中 I
。

是
: }介单位矩阵

; 而 口肠 / 曲 是矩阵微分方程初值问题
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(2
.

7 )妈加一一
一一

+ 最窄
O 谷

口f 口二

日g
’

日s

的解日
二
/弘当I二了时的值

.

注意 (2
.

7) 需与初值问题

夕一 f (t
, 二)

,
二 (0 )二 二0

联立求解
.

对周期T牙寺定的可变边界问题
,

需把T看作变量
,

从而得到

(2
.

8 )

杨
一

aT
。

, , 、

口劣。

I’ 又‘) 二 一又
一

丁
-

一
O 谷

口戈望 口T

日名 口S
(2

.

9 )

用来代替 (2
.

5) 式
,

这里的口物阳 T显然就是 (口对示) l
‘一 : .

这时可选择
s二 〔T

,
戈 :

(o)
,

% 。

(o)
,

⋯ 〕
少

则代替 (2
.

6 ) 式有

2
.

}0)

s.ll)
旦冬, = 「
口占 L 0 1

, _ 1

在一般情况下
,

可以通过初值问题的直接数值积分计算F (习和F
‘

(习
.

本文采用 R un g e -

K ut ta
,

一

Fe hl be r g 变步长单步方法
〔‘“, ““’(R K F 方法)

.

也还有其他有效的方法
,

如各种多步长

预测
一

校正方法和外插法等 (例如看〔! 8〕)
,

其中尤以 Sha m p ine
一

G or d o n
多步长方法

〔“‘’引人

往意
.

固定边界和自由边界下的迭代过程示如图 1
。

x ‘
( t ) 支 ( I )

/ 一一
生

一
_

/ /
‘。 一

~

\

钵

T O T
‘

了

(a ) 固定边界 (b ) 自由边界
图 1 单点打靶法迭代过程

打靶法的收敛性相当好
.

对初值问题作直接数值积分但不作迭代虽也可求得阻尼系统强

迫振动的稳定周期解和自激振动的稳定极限环
,

但费时要多得多
.

用打靶法也能求得用其他

方法很难求得的无阻尼系统的稳定周期解
、

各种不稳定周期解以及对参数变动 十 分 敏 感的

解
.

仅当迭代初值太差或因周期解极不稳定而使计算值溢出时本法有可能失效
,

这时可考虑

采用多点打靶法 (例如看〔1 8〕)
.

几点补充说明
:

1
.

对自治系统取 (2
.
1 0) 式所示的参数向量

s时
,

矩阵微分方程初值问 题 (2
.

7) 的 第一

行是在零初始条件下求解齐次微分方程
,

这样得到的当然只有零解
.

从而可以不经计算写出

Ja e o b i矩阵 (2
.

9 ) 的第一行为

F 互, = 一夕, (T ) (j二 l
,

2 ,

⋯
, 。) (2

.

12 )

2
.

实际计算护
+ ’

时
,

(2
.

3 )式被改写成以下形式
:

(F
,

(: ‘)) 全(:
‘+ ‘
一 。 )一 尸 (: ‘夕 (2

.

; 3)
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当 ‘与F 的维数相同时
,

它是一个线代数方程组
.

但对无阻尼自由振动
,

有一 个 初 速 度 为

零
,

待定的只有
n 一 1个未知数

.

这时有两种做法
,

一是把应为零的初速度作为未知数
,

得 到

的结果可用作校核
; 另一是设参数向量

;
有

n 一 1 个分量
,

于是 (2
.

13) 式成为一个 多余 方

程组
,

可用例如最小二乘法解算
.

3
.

Ja c o b‘矩阵 F
产

脚 )的形式过于复杂时
,

也可用差分矩阵

八F (s‘) =
F (: ‘+ A s‘)一 F (; ‘)

△“
(2

,

、4)

近似替代它
.

这时需适当选择 △洲
,

因过大的 △s’会影响精度
,

而太小的△扩又会造成大数相

减而同样降低精度
.

最后 以 D uf f她 g 方程为例来说明选用不同参数向量时需用的数学公式
。

D uf fi n g方程

⋯
_

~

⋯
。 一 ,

、

~ T
久十以少大 十义十 a 劣

。

= 尸c o s韶 t 占沙=
一二一

~

么兀
(2 一 5 )

的矩阵形式是

L 二Z

J 一 L一 2刀x Z
一二 1一 。二孟+ 尸c o s口 t

求一定激振频率下的周期解的边界条件是

(2
。

16 )

〔:{::{〕
一

[:;{:{〕一 (2
.

17 )

取参数向量
; 二 〔s , , s。〕

,
二〔二 : (0 )

, 二 : (0 )IT ,

则 g (; ) = o
,

初值问题 (2
.

7 ) 作

拟 飞
’

一旦茎「
d 占 J d 占 L

一 (l+ 3 a x 之

一 ZD
)l

.

丝 } -

J
,

口5 1
: 一 。

口戈艺

a习1

(2
,

28 ,

共中

(2
。

29 )

口s ,

a戈 2

as 含

叔一山拟
了........

一一
拟

�

加
)

而 Ja e o b i 矩阵 ( 2
.

5) 是

夕.

血乙�.义宙日一a

一
0xl

一

两

万
’尹

( s ) - (2
。

2 0 )
:
一势

一

}
亡二 尹 0 落名 I t 一 尹

另一方面
,

求振幅为指定值且的周期解在什么激振频率下出现的边界条件是

l)为2
‘“”.

.

爪八

二1
(0 ) : r A ,

{ 一 1 1 二 o
劣:

( 0 )
J ‘ 戈 2

(T )
J

这时取参数向量为
: 二〔口

, 二 :
(o ) 」

, ,

则夕 (: ) 二 ‘2
,

从而口屏口
; == 【z

,
o〕, .

初值问题 ( 2
.

7 )
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「
、

卫
一

飞
’

一竺尸
L 口s 」 。名 L l

而Ja e o bi矩阵 (2
.

9 ) 是

一 (l + 3 a x 尝

一 ZD

O 一 尸ts、n 日t

飞 丝
J

,

d s

0 0

〕
‘2

·
“2 ,

lrweL

十
lllJ

+
一

架
* ,

(T)
心d

-

F
,

(: )二

一

会}
‘. ,

‘一瓮
_

夕
.

杨一杨一

(2
.

2 3 )

‘...............

、夕T
‘了、

口自

.

大腼一护+添

日劣-

日5 2

三
、

周期解稳定性的数值研究

为了考察已求得的周期解 牙(O 的稳定性
,

研究它的一个邻近解 (一 般 是 非 周 期 解 )

牙+ 刀
,

, 可被看作扰动
.

周期解 牙 的稳定性就取决于时间增加时, 的性态
.

把戈+ 勺代入问题 (2
.

1) 中的微分方程后对n作 T a y lor 展开可得到扰动 冲满足的微分方

程为

二 「时 解
_ _ 。 了、 ,

__ : 、 , 、 _ _
, ; , 。 , , n

TI 一 L石又
一

J 叮卞 口 、11 夕~ u ,
刀< 红

一

,
J < n

只保留一次项
,

得到

(3
.

1)

「 口f l ,

叮一 ! 二二二一 1 1) = U
L a 满 J

(3
.

2 )

Poi nc ar ‘称 (3
.

2) 式为对于解 无 的变分方程
.

容易看出它是一个周 期系数线性常微分方柱

组
.

根据F拓 q u o t定理
,

它的解有性质

峥(。T ) = 中
”

(T
,

0 )刀(0 ) L3
.

3 )

其中中 (了
,

的是方程 (3
.

2) 的基本矩阵当 t= T 时的值
,

这里T 是周期值
.

总可以找 到一 个

变换

舀(t) ~ P 叮(t) (3
.

4 )

其中尸 是一个常矩阵
,

使得

占(T ) = B占(0 ) (3
.

5 )

这里B = 尸小 (T
,

0) 尸
一 ‘

为Jor da
n 型矩阵

.

由 (3
.

4) 式和 (3
.

5) 式容易看出红O 及叭t) 当时

间增加时的性态
.

从而周期解 髯(t ) 的稳定性只取决于 中 (T
.

0) 的诸特征值 的 模 的 最大值

}几‘lm
。 x ·

显然
,

当 }几
‘

! m ax < 1 时
, 无为渐近稳定的

,

当 }几‘{。 ax ) l 时
, 牙为不稳定的

.

这些结论

虽然是通过对线性化的方程 (3
.

2) 的讨论得到的
,

但月
, n yo

B
证明了它们当 考虑非线性项

时仍成立
.

仅当 }几
‘
{
。 a x

二 ] 时
, 又的稳定性与高次项有关

.

在月 二 n y o
B
意义下

,

灰的重数与

中(T
,

0) 的亏值相等是 牙为临界稳定的必要条件
,

但二者不相等时
,

解也可能 是 轨道稳定

的‘2 恶, .

又根据 A a 及p o a o 。
/ B

u 二m 定理 (例如看 【15
,

1 6〕)可知
,

当 }之
‘

}
m 。 二

= J 且相 应的特征

值为单重时
,

自治系统的周期解是稳定的
.

【23 ]对这条定理作了推广
.

应用以上判别法时
,

一般只能依据数值解
.

这里的关键是求出中 (T
,

0)
,

即初值问题
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爪
, .

_ 、

「 刁f l ,
、

, ‘ 。 、

岁 ‘丁
, ”) 一t飞瓜

_

l甲 叹‘
· U ) = ” ,

甲 、廿
· ”) = ‘

· (3
.

山

的解当 t = T 时的值
.

这个问题有许多种解法
,

但没有哪 一种特别好
〔2 ‘’.

仁2 5」给出了一种算

法
,

代替通常的
n 次计算(每次算一行微分方程)

,

只作一次计算
。

但这唯一的 一次计算实质

上是矩阵运算
,

因此并不能真正节约计算时间
.

[ 2 5 」中也对徐皆苏建议的两种近似解法 (用

脉冲函数或阶跃函数逼近任意函数)
‘2 “ , 孟7 ’进行了对比计算

.

所有这些方法的效果大致相仿
.

作者的计算实践经验表明
,

在一般情况下
,

直接数值积分不失为一个可取的方法
.

矩阵特征值的数值解法主要有两类—迭代方法和变换方法
.

因这里常有多个特征值的

模相同 (= 1
,

对于无阻尼情况 )
,

迭代方法不适用而只可用变换方法
,

其中最有 效的是 Q R

方法
。

四
、

周期解的 F o u rie r 分析

由第二节可知
,

一旦定出了正确的初始条件
,

就可以对常微分方程进行数值积分而求得

所需的周期解 (这里一般不会出现病态情况)
.

它可以被表示成 Fou
r t e r级数

:

C x 〕 。

义“, 一警
+

石(
“ j

一带
“+ “, S ’“-

{
, “)

· 0 5

李
, ‘d ‘ (4

.

1)2T
一一a

~ 犷邓

, (‘)s ‘n

琴
, 才d ,

诸系数的大小表征了各阶谐波的作用
,

物理上感兴趣的往往只是起主要作用的头几阶谐波
,

故一般取 j= 3 ~ 5就够了
.

计算系数
a , 和b , 时要作数值积分

.

这里因函数在任意点的数值均可求出
, 一

可以采用代数

精确度最高的G au ss 方法
.

对比计算表明
,

对本文所研究的周期解
,

用 G au ss 方法至 少可比

用尺。m b e r g 方法节约五倍以上的计算时间“ “’.

五
、

误 差 估 计

众所周知
,

数值计算的误差估计难以用分析方法作出
.

本文采用如下的经验误差估计方

法
:

首先确定可能产生误差的环节
,

然后通过适 当安排的数值试验估计出各个环节中最可能

出现的误差数值之间的相互关系
,

最后对各个环节中采用的计算方法作适当控制
,

而使它们

有相互适应的计算精度
,

并保证一定的总的计算精度
.

这个方法可以概括如 图 2
.

本文的计

算实例中一般取d二 0
.

00 1和M “ 60
·

为了校验这种误差估计方法
,

我们与 〔28 ) 中给出的I
’a
淤p K 。。解及相应的分析形式误左

估计公式作了比较
。

计算实例是受激V a n d e r Pol 方程

劳一 e (l一 x 么

)分+ , 二P sin 口t (5 一)

〔28 )中给出的误差估计为Z x l o ~ , ,

我们的估计为 10
~ 。,

但在用两种方法计算 的 32 个 直到 J5
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求解边值问题

�l|
.

一一

初值问题

用R K F方法

取局部误差小于 0
.

0功

则总体误差小于 0
.

ld

}
工

求解线代数方程组

用 G a u ss才肖去法

其结果用作校正量
,

相

对数值很小
,

不影响总

精度
.

稳定性研究

N e w t o n 迭代法

取最后一次校正量的绝

对值小于 0
.

旧

计算基本矩阵

用R K F方法

取局部误差小于0
.

0 1d

则总体误差小于0
.

1占

未

计算特征位

用 QR 方法

一般说来
,

误差为

( 10、 1 00 )6

F o u r ie r分析

用 G a us
s
数值积分

适当选择节点数M 以保

证精度
.

最终
,

F o u r i e r

系数的误差小于d

图 2 误差分析

阶的F o ur i e r系数中
,

仅一个二者相差 5 x 1 0 ~ “,

其余都不大于 10 ““.

可见两种方法的 精 度基

本相同
.

但分析形式的误差估计偏高甚多
,

我们的误差估计则颇接近 于 实 际
.

顺 便指出
,

r a
脱 p K 二H

方法所需的计算时间远比本文所用的数值方法为多
,

而其误差估计公式 需 要的计

算时间甚至比求解本身更多
,

因而这种方法难以实际应用
.

六
、

,

一类特殊的常微分方程

许多常见的非线性振动方程有形式
:

, + , (二卜
。( , )

,

r (二)
一

f (一 二 )
,

。

(
, +

石)一
。( ,)

( 6
.

1)

显然可知 g (t) 是一 个周期为2 的函数
,

也容易证明
,

着以l) 是方程 ( 6
.

1) 的一

个周 期 为 T 的

解
,

则

/
. .

T 、

叉【l十 人 刃= 一 戈 t t)
、 Z , (6

.

2 )

由 (6
.

2) 式立即可以得到
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I T
、

、 。、

x 切 )“ 一 %
L

一

丁夕=
% ‘z ) (6

.

3 )

从而边值问题 (2
.

1) 可以改写成

/ 了 、
_ 一 _

·

_

一
义 = J 又t

,
戈)

, 劣又U) 十城不 , = U % 贬扰
‘’ ,

I七八
‘’

、 乙 ,

6 4 )

另一方面
,

不难证明这时a刀a* 是偶函数
,

d f仁戈 (才十

口劣

了
’

/ 2 ) d f仁一 x (t)」

a劣

d f〔

于是

戈 (t)j
(6

.

5 )

即a刀 d 川均周期是T / 2
.

这样
,

判定稳定性的变分方程 (3
.

2) 的系数就有周期T / 2
.

最后
,

对具有以上性质的 x (t)
,

F o u ri e r系数的计算公式 (4
.

1) 可以与成

J
。 x 、‘) c o s 万干

.

J ‘ “ ‘
2T

一一
‘

Ja

= 0
,

2 , 4 ,

Z f
少 1 2

, 、 .

2 兀
O , 二

,
, 一

! x Lr) s ln we 二万
~

] 犷 a 犷
1 J 0 1

(6
。

6 ,

aj , 如二 。 (j =

由上可知
,

对形如 (6
.

1)

l
,

3
,

5
,

的方程
,

利用 (6
.

4) 一 (6
.

6) 式可以大大减少计算工作 准
.

七
、

用插值方法确定迭代始值

第二节中叙述如何用打靶法求周期解时
,

并未提到怎样选取迭代始值
.

事实上
,

迭代始

值的好坏对收敛速度的影响颇大
.

观察典型的共振曲线 (图 3)
,

容易想到在A B 段和G 月 段的

迭代始值不难确定
,

因为它们与线性解很接近
.

而一旦算出了曲线上的几个点
,

就可以用插

值方法逐步推出对新点的较佳迭代始值
。

插值公式以线性的和抛物线性的为宜
.

经验表明
,

这里用高阶插值公式效果并不好
.

另

外
,

在曲率变化较大的曲线段
,

布点要密些
,

而在曲率变化较小的曲线段
,

布点可疏些
,

即

计算中要改变步长
.

如果分别记△m 。二

和△二 : 。

为迭代始值与迭代终值之差 的允许上下限
,

可得

到选取迭代始值的方案如下
:

对第一点和第二点
:
凭经验或参考线性解选取

;

对第三点
:

线性插值
;

对第四点
: 线性或抛物线性插值

;

从第五点起
:

先考察对前一点用哪种插值公式的效果为好
,

再 确 定这 次该用的插值公

式
.

参看图 4 ,

当△P) △g 时用线性公式
,

反之用抛物线性公式

一

一
~

岁 Q

图 3 典型共振曲线

达达」」
[[[
一

]]]

口口
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然后考察对前一点的插值效果以决定是否变化步长
。

具体说来
:

当△m , 。

< m : n (△P
,

△g ) < △m 。 二

时步长不变
;

当 m sn (△p
,
△g )> △m a x

时步长减半
;

当△m l 。

> m 宜n (△力
,

△夕)时步长加倍
.

这样选出的步长一般是合适的
,

但在待求 曲线的曲率变化特别大之处
,

步长可能偏大而

导致较差的收敛性
,

这时宜把步长减半后重新计算
.

最后有一个变换自变量的问 题
.

如 图 3
,

显 然 在

口

一一一一一

刀B段和 ‘H 段取频率 口为 自变量
,

而在C D 段和 厂F 段

取振幅A为自变量比较合理
.

按 图 5
,

当 秃
, △A > 如△g

时应取月为 自变量
,

反之应取口为自变量
.

这 电 左
A

和场

是加权常数
,

按经验选取
.

一 般 取 杨 = 2如
,

计算组合

频率共振时常取 k。 = (10 ~ 3 0) k , ,

以便察觉曲线的突然

陡峭升降
.

变量多于两个时可按同样原则处理
,

即取在

上一步的加权变化率最大的变量为这一步的自变量
.

尸尸尸

图 5 自变量的变换

八
、

计 算 实 例

在「1 2 〕中给出了大量计算实例
,

涉及强迫
、

自由保守和自激等振动机制
,

分析和非分析

(分段线性) 的非线性
,

组合频率
、

高次谐波和同步等现象
.

限于篇幅
,

这 里只择要介绍其

中的三个
.

例 1
.

对称二 自由度系统的自由保守振动
.

【29 〕中提出了非线性振动系统模态振动的概态
,

并用来处理了一个对称二自由度系统 (图

3) 的自由保守振动
.

它的振动方程显然是
:

女, = 一 (a l戈 , + a 3 % 丈)一〔A : (劣1一劣 ,

) + A 。

(戈 , 一戈 :

)
“

]

芡,
= 一 (a lx Z

+ a a戈孟) + [A , (戈: 一 % 。

) + A
,

(戈 1一二 2

)
3

1 } (8
.

1 )

〔2洲中说明了存在着同相振型
、,

~ 二 ;
十 、 2

和反相振型
二 ,

~ x ,
一为

,

它们满足的方程是
:

芡,
+ a l戈 ,

+ a 3 二早== 0

劳。+ (a
,
+ 2摊1)戈

,
+ (a

。
+ SA

,

)% 君二 0 } (8
.

2 )

「2 9」中由这些方程计算了模态振动脊线
,

并根据相应的变分方程 (M at h leu 方程) 近似地讨论

了脊线的稳定性
,

也用电模拟计算机进行了实验
。

之个系统很容易用本文给出的数值方法处理
,

其计算结果连同阳 9] 的近似解和实验值一

起在图 7 中给出
.

由图 7 可以看出
,

例 1
.

7
,

1
.

9一 1
.

IJ 的近似解与实验值不甚符合
,

但数值解与实验值符

合得很好
.

数值解中特有的不稳定段振幅较大
,

显然已超出了所作实 验 的范围
。

只有例 1
.

4

{业
,

扣拼斤巨弓
曰

访八
“ l , a 飞 刀 1 河

图 6 一个对称二 自由度系统
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是例外
,

数值解给出实验值和近似解都没有的小振幅不稳定段
,

故有理由对相应实验值的可

靠性表示怀疑
.

最后应指出
,

在这种保守系统中
,

振幅当然不会无限增大
,

这里所说的不稳

定性反映了由于在各个振型之间不断地进行能量交换而引起振幅消长变化
. /

例 2
.

二自由度系统的自由保守振动和强迫振动
.

图 8 所示系统的振动方程是
:

。 :必, + k , 劣 : + h : 戈 ; + k
:

(%
,
一 x Z

) + h
:

(二1 一 , :

)
3
= P , e o s口t

。 :戈: 一 k
:

(劣 , 一 x :

)一h
:

(劣 l一 工: )
”
+ 左

8二 ,
+ 人

3戈 ; 二 P
ZC o s口r

(R 3 )

其中各系数对所计算的四种情况的值见表 2
.

头两种情况是 S e thn a ‘“”’给 出的
,

他作了近似

计算并进行了实验
,

他的结果在图 9 中给出
.

刃了。
.

公 1

月 , 月
,

那 。
.

J3
O ‘ 卫

a , J / 4

A
、 1 / 4

月, 0

‘

户!|||l

!
l

!!L1占,压1z
J
才J了

几浅儿

人翔

N o
.

魂言

刃。
。

2

a : 卫

。 3 1

刁 : l

月 : 一 1/ 5

al几从浅

_ _
一 巾p , 夕

一

⋯
l
l

J

..‘,山、且OJ
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No.
、、‘口A
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工/ J 6
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广
.

9占工刀
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.

曰

尹
州

l
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�

久A月八

匕1

图 7 好a )



非线性振动系统周期解的数值分析 4 99

N 0
.

5

口 , 1
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一 / 4

月
, l/ 4

月
:
一 x / 3 2

N o
.

{
。
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⋯
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、
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.
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.
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数值解
:

—
稳定

-

一不稳定
由〔2 9]

: ⋯⋯不稳定 (实验 ) 一
·

一不稳定 (近似解 )

图 7

{

图 6 所示对称二自由度系统的模态振动脊线

分
。

+ a i x 。 + a 3二户= {}

云, + (
a : + 2月 : ) x ; + ( a 3 + 8A 3

) x ; = 0

阶久
-

泞泞才11111 j尹矛
、、

表 1

图 8 一个二 自由度强迫振动系统

方程 ( 8
.

3) 的系数值
叫d山工, ,

�

nU�0CU八Jn
�r!.

⋯
l!!

‘

止二
_

⋯
_ _

{
_

_

日
_ _

二
_ _

_

_

⋯
_ _ 一

⋯
_ _

口
_

i
_

口
, = 3 6 / ( 146 一 200犷I花丁)



500 凌 复 华

例 2
.

1的数值计算结果见图 9
.

可以看出数值解与实验值符合得很好
,

而近似解只适用于

一个很小的范围内
。

由图 9可 以清楚地看出
,

一个简 单 的非线性振动系统的共振 曲线也可能

有极复杂的形状
.

例如在第二个主共振区域
,

第一个质 量 的 振 幅起 初比第二个质量的振幅

小
,

而后则大得多
、
而在第一个主共振区的情况正好相反

.

在图 9 中还可以看到一些超共振

峰
。

因相应线性化系统的固有频率分别为 1
.

2 和 2
.

05
,

故在日、。
.

7 处出现三次超共振
,

而在

口、 0
.

4处出现三次和五次超共振
.

此外
,

与单 自由度系统不同
,

共振曲线 有 垂 直切线之处

不一定是稳定解与不稳定解的分界点
.

例 2
.

2 ~ 2
.

4相互之间的差别只在于系数k : ,

从而使线性化系统的固有 频 率 比 值 分别为

斗
卜了挤

I ! l 、、倪
\

.

泛资ha
、

一一 一一一一 一
一‘人一 ~ 一 ~ 一

_ _

—
-

叼 ‘

一
~ ~, ~ , 州~ “‘

‘

火
一

污
”

卜

\ ~

、八次一

川日川一
口2

5

注厂
11一漓曰门

‘

、 \
\ 、

皿入

0
。

0 1 5 _ _
_ _

_
_
一
一- 一少

全

0
。

4 9 5

/ /
/

草今希—缪 0
.

1 7 5
‘

图 9 仁a )
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~ 气
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口司5
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。
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。
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图 9 (b )

A {
:
第j个质量第‘阶谐振分量的振幅

数值解
:

—
稳定

-

一不稳定 一一脊线
由〔3 0]

:
一

·

一近似解 十实验值(功~ 0) 。实验值(砂二
二)

丁
士 ,

L公2

图 g 二自由度系统 (例2
.

1) 的共振曲线
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.
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3
,

2
.

5和 3
.

5
.

数值计算结果见图 10
.

值得注意的是三次共振峰 当与主共振峰相遇时
,

会使

后者略有改变
,

这一点在例 2
.

4中看得特别清楚
.

例 3
.

二自由度系统的组合频率
.

v a n D o or e n ‘。‘, 用谐波平衡法和 F a 二。p K o H 法计算了一个受两个强迫力作用
,

且
.

有二次

和三次非线性项的二自由度有阻尼系统
.

其方程和计算结果都在图 11 中给出
,

可以看出两种

解法不甚符合
.

用数值方法计算所得 到的结果如图 11 和图 12
.

值得注意的是
:

l) 共振峰只对一个质量出现
,

另一质量的振幅无甚变化
,

但也相应地有稳定段和不稳

定段
.

这一点与共振峰同时出现于各质量的单 一强迫力情况大不相同
.

2 ) 口 、 0
.

9处的共振峰与D u ff ing 型共振峰已有所不同
,

因共振曲线的两个分 支并不相

互靠拢反而逐渐分开
。

而口、 l处的共振峰形状则更为特殊
.

3 ) 用谐波平衡法显然不能研究这种比较复杂的问题
.

〔3 1〕给出的三 个 习二 0
.

92 处的

r a
加 p K o H解

,

有两个 (a ,

b点) 与 数值解一致
,

第三个 (c 点) 则 有 些 问 题
.

顺便指出
,

r a Jl e p : 。 H 法的推导和计算工作量都很大
.

叫
:

第j个质量第‘阶谐波分量的振幅

数值解
:

—稳定 一
二
一不稳定

图12 一个二自由度系统在口岛 1处的组合频率共振
.

00 2 丘
,

+ 二 : + 0
.

0 02戈 , x Z + 0
.

00 3 x 灵“ 3
.

6 eo s Z口t + 6
.

se o s 3口t

.

00 15才 , + O
,

8 1劣2 + o
.

00 3 x : x : + 0
.

00 2 x 会= 4e o s Z口 t+ 13 e o s 3口 t

nU几U++全全
夕.J.‘

九
、

结 束 语

非线性振动系统可有多种不同类型的解
.

在稳定解中
,

虽然也存在着各种拟周期解
,

以

及日益引起人们注意的混沌特性
,

但周期解仍是研究最多的
.

至少对于弱非线性振动系统
、

自激振动系统和参数振动系统的临界情况等
,

周期解仍然有着头等重要的意义
.

本文提供的

数值分析方法
,

可以对各种很不相同的非线性振动系统的周期解作统一处理
,

且其误差主要

来源于数值积分
,

故不难估计并控制它足够小
.

由于所需的计算机 时 间相对较少 (用CD 一
6 6 0 0计算机

,

单自由度系统一般只需几十秒)
,

它不仅可用来 对 各种近似的分析解作校核
,

也可以用作直接求解的手段
。

许多用分析方法不能处理的系统都可以用这种数值方法计算
.

本文给出的计算实例表明
,

由于所处理系统的复杂程度的提高以 及计算精度的改进
,

许多前

未察觉的非线性振动系统的特点得以被揭露
。

考虑到电子计算机和计算数学的飞速发展
,

可
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以期望这种数值分析方法将会在研究非线性振动系统时得到更广泛的应用
.

本文的主要工作是在西德斯图加特大学力学研究所A完成 的
.

作 者 感 谢 他的 导 师 R
.

E p Ple r
教授的悉心指导

,

H
.

S or : 教授的多方面帮助和W 一 D
.

R uf 先生的有益建议
.

参 考 文 献

H s u ,

C
.

5
. ,

L im it e y e le o s e illa t io n s o f p a ra m e t r ie a lly e x e ite d s e e o n d o r d e r n o n lin e a r

sy st e m s ,

J
.

A 夕夕1
.

M
e e h

. ,

42 (一97 5 )
,

r7 6一 1 82
.

R ig a n t i
,

R
. ,

A st u d y 0 1一 th e fo r e e d v ib r a t io n s o f a e la ss o n n o n lin e a r sy , te m s w it h

a pp lie a t io n to th e D I, ffin g e q u a t io n Pa r t 11: N u m e r ie a l T r e a t m e n t
,

M
e e h a n i e a ,

一1

(197 6)
,

8 1一88

N a yfe h
,

A
.

rl
.

a n d D
,

T
,

Mo o k
,

N o n l‘n e a r O s c illa t fo n s ,

Jo h n

W ile y a n d S o n s ,

N e w

Y o r k 一Ch ie h e s te r B ri s ba n e 一T o ,
·

o n to
,

(19 79 )
.

p o ln e a r己
,

11
. ,

M ‘m o ir e s u r le s e o u r b e s d o fin ie s p a r u n e e q u a t io n s d iff亡r e n t ie llo s ,

J

M a th
. ,

3 e s‘ri e ,

7 (188 1)
,

37 5一 42 2
.

玉」s u ,

C
.

5
. ,

N o n lin e a r b e ha v io u r o f m u ltibo d y sy st e m s u n d e r im p u [ S iv ‘, p“ r a m e tr ic

e x e it a tio n ,

i n D , n a 二 i e s o

f M “It‘bo d g s , s te m s ,

S p r in g e r ,

Be rlin- H e id e lb e r g 一N e w Y o r k
,

(19 77 )
.

H s u ,

C
.

5
. ,

O n n o n li n e a r p a r a m e t ri e e x e ita tio n p r o b le m s ,

A d ”
.

A 夕PI
.

M
e e h

. ,

17

(19 77 )
,

24 5一30 1
.

U r a be ,

M
. ,

N u m e r ie a ] d e te r m in a t io n o f p e r io d ie so lu t io n o f n o n lin e a r sy s te m
,

J
.

S c :

H i r o s h f川 a 乙J”‘u
.

S e r
.

月
,

2 1( 19 57 )
,

1 2 5一 148
.

U r a b e ,

M
. ,

In fin ite s im a l d e fo r m a t io n o f e y e le s ,

J
.

S e ‘
.

H ir o s h‘沐a U n iu S e r
.

A
,

18 (19 5 4)
,

37一 53
.

U r a b e ,

M
. ,

R e m a r k s 0 12 p e r io d ie so lu t io n s o f V a n d e r P o l
‘5 e q u a tio n ,

J
.

S c ‘
.

H fr o
-

s人‘卿 a U n f”
.

S e ,
.

月
,

24 (19 6 0 )
,

1 97一 199
.

U r a b e ,

M
. ,

N o n lin e a : A u to , : o 仇 o u s O sc illa ti o n s ,

A k a d e m ie Pr e s s ,

N e w Y o l
·

k- Lo n d o n

(19 67 )
.

R u f
,

W 一D
. ,

N u m e r ise h e L6 su n g d e s D u ffin 犷Pr o b le rn s ,

D ip lo tn a r b o it
,

In st itu te 入

f住r
M e eh a n ik

,

U n i
.

S tu tt g a r t(1 9 7 8 )
.

L in g
,

F
.

H
.

(凌复华 )
,

N u m e r is e h e B e r e c h n u n g p e r io d is e h e r L 6 su n g e n e in ig e , , 。ie h tli

n e a r e r S e hw in g u n g ss y s te m e ,

D is s e r ta tio n ,

U n i
.

S t u t t g a r t(2 98 1 )

Po in e a r 亡
,

11
. ,

L 甘5 M
e th o d e s N o “ u e lle s d e L a M‘e a n ‘g u e C e le s te V o l

.

I
,

G a u th ie r
-

v illa r s ,

Pa r is(189 2 )

月 a n y且o a ,

A
.

M
. ,

0 6 川a , 3 a 及a 几 a 0 6 y e : o 益从 H o o e T 边 八
。班水 e万班 a ,

X a Po R o 。 ,

(19 82 )
, 宜几 ‘

O H T H (19 35 )
,

马尔金
, 《非线性振动理论中的李维普诺夫方法与邦加来法》,

科学出版社
,

(19 59 )
.

M a 刀 R 玫E ,

H
.

r
. ,

T e o p a 只 y e T o 业从 妞。o e , “
及。万水 e 丘。 , ,

r o e T e x 且s皿a T ,

(19 52 )
.

K a n e ,

T
.

R
.

a n d D
.

S o b a la
,

A n e w m e th o d fo r a tt it u d e s ta b iliz a t io n ,

月 I才月 J
. ,

1

(19 63 )
,

1 365一13 67
.

S t o e r ,

J
.

a n d R
.

B u lir se h
,

E f n
f“h

r u ”夕 io d ‘e N “m e r ‘s e h e M a 了h e切 a t‘k 1 Sp r in g e r ,

Be r lin 一H e id e lb e r g 一N e w Y o r k (一37 8 )
.

F e hlb e r g
,

匕
. ,

K la s、is e h e R u n g e一K u t ta F o r m e ln fo n fte r u o d s ie be n t e r () r d n 林n g m it

,
.

.J,卫J .,且,习
�..Lr.胜‘

, ,.J1
.JI刀.J

,任口盛‘J
r.Lr
.L,..‘

, .J1J .飞.月1份卜U月‘00
r.‘r.LF..L

,l0

I
J1
.J‘.几q‘口.二J..r

‘r卫百.‘

,
.

‘J气‘IJ勺J‘跳, ..,.二
一..L�.L

1 5]

16 1

17 )

,月1J.J
OOQ曰

‘.Jj.二r.Lr
..‘



郭一tt1l非线性振动系统周期解的数值分析

S e h r , ttw e it en-- K o n t ro lle
,

C o 川户“t : n 夕
,

4(1 9 69 )
,

9 3一10 6

F e hlbe r g
,

E
. ,

K la s s is e h e R u n g e 一K u tta F o r ln e ln v ie r te r u n d n ie d r ig e r e r

S e h r ittw e it e n一K o n tr o lle u n d ih r e A n w e n d u n g a u f w 巨r m e le it u n g sp r o b le m e ,

6 (19 7屯))
,

61一 71
.

Sh a m Pin e ,

L
.

F
.

a n d M
.

K
.

G o r d o n ,

C o m P u te r S o lu t‘o n o f O rd ‘n a r g

O 士U n u n g

叫
C o 附P u才: n g

,

汇2 IJ D ijf
e re 陀t‘a l

E 口u a t‘o n s ,

T h e In it ia l V a lu e Pr o b le m
,

W
.

11 F r e e m a a n d C o m p a n y
,

S a n F ra n e lo e o

(197 5 )
.

S to k e r
,

J
.

J
. ,

N
o n l‘。。a , 犷‘br a r, o n s ‘1: M ‘e ha 儿‘e a l a n d E le e一r i e a l s夕: te优 s ,

In te r
·

se ie n e e Pu b lis h e r s ,

N e w Y o r k一L o n d o n
(19 50 )

.

Se hr往p e l
,

H
.

D
. ,

E r w e i te r u n g e in e s S a t z e s v o n A n d r o n o w u n d W itt
,

Z A MM 5 7

(19 7 7 )
,

T 89一T go
.

M o le r ,

C a n d C
.

v a n L o a n ,

N in e te e n d 往bio u s w a y o to e o m p : I之。 之h e e 工p o n en 亡l a l o f a

m a t r ix
,

S IA M R e ”
. ,

2 0(197 8)
,

801一836
.

F r i e d m a n n ,

P
,

C
.

E
.

H a m m o n d a n d T 一11
.

W o o ,

匕ffie ie n t n u m e r ie a l tr e a t m e n t o f

p er io d ie s y s te m s w ith a pp lie a t io n to st a b ility p r o ble m s ,

I n t
.

J N 。巾
.

M a th
‘

君 n 夕
. ,

11(19 77 )
,

1117一 1 1 36
.

H s u ,

C
.

5
. ,

Im p u ls , v e p a r a m e tr ie ex e ita tio n : T h e o r y
,

J
.

A 夕PI
,

M
o e h

. ,

39 (一9 7 2 )
,

5 51一5 58
.

H su ,

C
.

5
.

a n d w 卜1
.

C h e n g
,

A p p lie a tio n s o f t五e th e o r y o f t m p u ls iv e p a ra m e t r ie

ex e ita tio n a n d n e w tr e a tm e n t s o f g e n e r a l p a ra m et r ie e x e it a t io n p ro b le 位s ,

J A PPJ
.

M e e h
. ,

40 (19 73 )
,

7 8一8 6
.

U r a b e ,

M
.

a n d A
.

R e it e r ,

N u 皿e r ie a l e o m p u ta t io n o f n o n lin e a r fo r e e d o s e illa t io n s b了

G a le r k in
‘ 5 p r o e e d u r e ,

J
.

M a th
.

A n a l
.

A PPI
. ,

1 4(19 6 6)
,

107一 140
.

R o s e n be rg
,

R M
.

a n d C
.

P
.

A tk in so n ,

O n t h e n a t u r a l m o d e s a n d the ir st a b ility z n

n o n lin ea r t w o 一d e g r e e一f-- fr e e d o m s y s te m s ,

J
.

A P夕l
,

M
e c h

. ,

2 6(一959 )
,

3 77一 38 5
.

S e th n a ,

P R
. ,

S te a d卜
s ta te u n d a m p e d v ib ra t io n s o f a e la s s o f n o n lin e a r d is c r e t e sy s ·

t e m s ,

J
.

A PPI M e c h
. ,

27 (19 60 )
,
1 87一19 5

.

v a n D o o r e n ,

R
. ,

D iffe re n t ia l to n e s in a d a m p e d m e e h a n ie a l s y s te m w ith q u a d r a t ie

a n d e u b ie 且。卜lin e a r itie s ,

I n t
.

J
.

N o n

一
: n e a r

M e e h
. ,

8 (197 3)
,

57 与一68 3
.

, ..., IJ‘乃,J咋‘n‘
r卫.Lr..L

1卫J月
es
�

别肠

, ..JIJn‘U叮‘q‘q‘十.卫t护月,L

,.J, ..J
OOn月6‘几‘

卜..‘

r
‘

, ..J1J.�”U.16乃,d
r通‘�
l
‘



50 6 凌 复 华

A Nu m e rie a ! T re a t m e n t o f the Pe rio d ie 5 0 !u tio n s o f

No n 一

L . n e a r V ib ra tio n Syste m s

L i n g F u 一
h u a

(D
e Pa r tm e n t o / 百n 夕萝n e ‘。: n 刀 M ‘e人a n ie s ,

S h a 儿g h a : J : a o T o n 夕 U . : ”e r s ‘才,
,

万h a ”g ha‘)

Ab s tr a e t

D ire e t n u m e r ie a l 主n te g ra t io n e a n b e u s e d to fin d the p e r , o d ie s o lu t io n s fo r th e e q u a t io n s

o f m o t io n o f n o n 一lin e a r v ib r a t i o n sy s te m 、
.

T he In l tz a l e o n d lt lo n s a r e ; te r a te d
, 5 0 tha r t h e了

e o l n 。 , d e w , th th e t e r m in a l e o n d it io n s T h e t : m e 一n t e r v a l o f th e I
nt e g r a t lo n (1

.

e t li e p e rlo d )

a n d c e r ta ; 且 p a ra m e t e rs o f th e e q u a t io n s o f m o t , o n e a 且 匕e in e lu d e d In t he it e r a t io n s 「
’

l、e

in te g r a t lo n m e th o d h a s a v a ria b le s te p le n g th
.

T h is s h o o tin g rn e t h o d e a n p r o d u e e p e r io d ie s o lu tio n s w ith a s h o rt e r eo m p 住tin g t im e
, ‘

rh。

o n ly e r r o r o e e u rs in th e n u m e r ie a l , n t e g r a t zo n a n d it e a n th e r e fo r e b e e s t i m a t e d a n d m a de

s m a ll e n o u g h
.

U s in g t h is 皿e th o d o n e e a n tre a t a v a r ie t v o f v ib ra tio n p r o b le rn s , : u e h a s

fr e e e o n s e rv a t iv e ,

fo r e e d
,

Pa r a m e te卜
e x e it e d a n d s e l卜

s u s ta in 已d v ib ta t ion
s w ith o n e o r s。

-

v e r a l d e g r e e

刃f一fr e e d o m U 几st a b le s o lu t io n s a n d th o se w h z e h a r e se n s lt iv e to p a r a tn e t e r e h a n -

g e s e a n a ls o be e a le u la te d
.

T h e sta b ilit了 o f th e so lu t zo n s 0 5 in v e s tlg a te d b a se d 皿 th e

the o r y o f d e ffe r e n t ia l e q u a t 一o n s w it h p e r io d ie e o e ffie t e n ts E x t ra p o la t io n m e th o d a n d th e

p ro e e d u r e o f a u to m a t ie s te p le n g th eo n t r o l a r e u s e d to e s t lm a t e th e in it ia l v a lu e s o f 一t e r a
-

tio n s b了 d e te r也 in in g t h e r e s o n a n e e e 住 r v e a n d o th e r y , b r a t l o n e h a r a e te ris t ie s
.

S o m e e x a m p le s h a v e b e e n e a le u la t e d to illu st ra t e th e a pp l, e a b ility o f th e rn et h o d
.

T h e

n o n 一lin e a r ity m a y b e e x Pr e s se d b y a n a n a ly tie a l fu n et io n o r a n y o tli e r fu n e tio n s , s u e h a s a

P , e e e w i se lin o a r fu n e tio n
.

S e v e r a l r e m a 一

k a b le fe a t u r e s o f n o n-- lt n e a r v ib r a t io n s a r e p r e s e n -

t e d th r o u g h th e o b ta in e d p e r io d ie so lu t旧n s F in a lly
, s o m e r e s u lts a r e e o m p a r e d w it h tho s e

o b ta z n o d b y o t h e r a p p r o x xm a t io n tn e th o d s a n d 。艺 p e r l坦 e n t:
.


