
应用数学和力学
,

第 4 卷第 4 期 ‘1383 年 7 月)
A p p lie d M a th e职。t ie s a n d M e eha n ies

应用数学和力学编委会编

四川人民出版社出版
‘翔. . . 细‘石二石二二 ‘‘ 巴 二:

= 二二尸

初始几何缺陷对薄圆环板

弹塑性稳定性的影响
’

姜 稚 清

(铁道兵工程学院力学教研室
,

19时 年 12 月 2 4 日收到)

摘 要

本文应用 N ea le 关于增量边界值问题的广义变分原理
,

考察初始几何缺陷对薄圆环板弹 塑性 屈曲

临界载荷的影响
.

计算表明
,

只要在 J :
增量理论的解中计人初始几何缺陷的影响

,

所得的 结果与几何

理想圆环板在塑 性形变理论下的分支性屈曲载荷十分接近
.

一
、

月U 舀

在经典的塑性屈曲分析中
,

临界载荷是用几何理想体系在平衡分支发生时的载荷来定义

的
.

尽管对于某些问题
,

这种分析方法能提供较好的结果
‘’一吕’,

但在许多情况下它 会产生一

种人所共知的矛盾
,

即用力学意义并不严格的塑性形变理论得到的分支性屈曲载荷
,

反而比

根据 v o n M ise s 的 J
:

增量理论得到的相应结果更接近于实验结果
.

为了解释这种现象
,

不少研究者进行了大量的工作
.

O na t 和 D r uc ke
r “

,

”以 及 N ea 侧一
,

指出
,

只要在 J
:

增量理论的解中计入初始几何缺陷的影响
,

以上矛盾并不难得到消阶
.

他们

认为
,

在屈曲载荷对微小几何缺陷十分敏感的情况下
,

几何理想体系的假设是不可 采纳的
。

本文应用 N ea k 关于增量边界值问题的广义变分原理
‘“’,

考察了不同程度的初始几何缺

陷对具有各种 内外半径比的简支薄圆环板在平面静水压作用下的弹塑性屈曲临界 载 荷 的 影

响
,

并把结果与几何理想 圆环板分别在两种塑性理论下的相应结果进行了比较
。

二
、

基 本 假 设

¹ 板充分薄
,

并采用 K irc h hof f 直法线假设
.

º 不考虑板的体力
,

并假设板在横向不受其他任何外力
,

因而可认为它处于 广 义平面

应力状态
。

@ 板具有波形缺陷
,

即板的初始缺陷挠度与屈曲挠度具有相同的波形
.

¼ 材料是各向同性硬化的
,

它服从 vo n M is e s 屈服准则以及 s h a川ey 的塑性全 面 加载

份 欧阳瞥推荐
.
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假设
。

椎 矛言

½ 材料单轴拉伸的应力
一

应变关系可用R a m b e r凭一O s g oo d 的三参数方程来表达
.

¾ 在加载的过程中
,

略去板厚度的变化
,

三
、

变 分 原 理

为方便起见
,

在本文的分析中采用 N ea le 的广义变分原理的 L a g ra ng e 形式
,

文 中 的基

本变量都是参照物体的初始构形来定义的
,

应力和应变分别采用 K i rcb h of f 应力 张 量 尸 和

( i r e e n 应变张量 厂
‘, ,

如果用 “‘表示位移向量的分量
,

则
:

力
’
‘J

一; ‘
2‘,

,
, + · , , ‘+ 二 ,

‘

一 ,
, , (3一 )

上式中的竖线表示关于初始 (物质 ) 坐标的共变导数
.

考虑一个 在初始状态下具有而积d s
。

和单位法向量川 的面元
,

记该面元的单位面积上的

接触力为 尸 , ,

则
:

F ‘~ n 了(二
‘, + : ‘无 u J }。) (3

.

2)

将 (3
.

1) (3
.

幻两式分别对时间求偏导可得到L ag ra ng e 描述的增量方程
:

忿
爹,
一
爹(

v ‘ , , + 。 , }
‘+ : , 。

,““, , + “, I
启 v ‘ {, , (3

.

2 )

及 F J二 n 了(士‘, + 七‘无u j }。 + : ‘方。j }。 )

其中 。 , = 泛, 表示速度分量
.

假定对于现时的平衡构形已经确定应力分布
、

变形状态和材料参数
,

。了的初始边 界面记作 s 名
,

把给定法向接触力增量 户
, 苦的边界面记作 s 孙

题的边界条件是
:

在 S 二上
,

御 ~ 。
萝

(3
. 4)

并把给定速度分量

这样增量边界值 问

(3
.

5

在 夕; 上
,

户
,

一户产 (3
.

6 )

假设所考察的弹塑性应变硬化体具有如下形式的本构定律
:

E
‘,

口班 (七)
。二公了 (3

.

7 )

其中 牙 (钓 是刹 , 的二次齐次势函数
.

广义变分原理
‘“ ’指出

,

增量边界值问 题 与 变 分 问 题

d l
。

= O相等价
,

这里的

‘
。

一

l
:

.

〔
“ j
“

‘, +
音一

,
‘

二 ,厂班 “ ,
〕
d 犷一1

5 ; 户”一d s
’

一

L: 户
’‘

一
节, d s

。

( 9
.

8 )

对于应力增量 钊 , 和速度
v , 的任意变分

,

变分原理的欧拉方程是本构关 系 ( 3
. 7 ) 以及增

量平衡方程
:

(士‘少+ 全‘”;‘J l。+ : ‘k o j }。) {, = 0 (3
. 9 )

而 (3
.

5 )
,

(3
. 6 )是变分原理的自然边界条件

.
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四
、

几 何 方 程

如果只保留与挠度有关的非线性项
,

薄板弹塑性失稳的几何方程 (极坐标形式) 为
:

。 刁u

若, 二二 丈二 , , 二二

—
一 之

d r

口2功

气云
~

+
口厂 ~ 写卫竺、

艺 、 口犷 I

匀 = 坑
。
二兰 + 三

口v / 1 口功
、

l 口2功 、
.

1 1 2 口功 \,

一不万
一

一 之 .—
~ 下

一 , 十 二了 下万犷 , 寸 二了 冲犷 .
‘

二万一 ,
O 口 \ r d r 了 一 口口 一 , 艺 r 一 、 口口 ,

(4
。
l )

*
, 。
二 ZE

, 。=

粤口犷
口

.

1

一一十一
口“

口0

一 二

(
2 口, 切 2 口叨

r 口r 口o r 名 口0

口叨 口功

口r 口0

!一
r

十
、

、,产

由此可得增量几何方程
:

己
,

=
口应

口犷

口2
山口

‘

,
.

口zD 日,
一 z

、

二丁万 十 尸刃- ~ 一弋丁一
口r 一 d r d r

乙口 = 二 竺 +
r

l 日云 了 l d山
‘

1 a Z
山 、

.

1 刁:” 日山

尸一

丽 一 2 火下 一石石十江
~

砂
~

)个江
、

丽
一

.

万石 (4
.

2 )

_ 口‘ 云
:

l 口。 了2 日物 2 口山 、
.

1 了 a山 a切
.

口切 日:如、
r r 口

~
~ .

厉
~

一 石个下 万汐 一艺
气

、

万 不万石一厂飞丽
~

)宁下r万厂
-

万歹个石牙
一

飞万
~

)

五
、

本 构 方 程

对于用 M ise s 函数 J
:

作为加载函数的各向同性应变硬化材料
,

其本构关系为
:

它
, , 一
音〔(

, + p )。
f·。, : 一 v。, , 。· : ,‘

“‘
+ G 二 ; , : 、!‘“

。

(5
。

l)

其中 E 和 v 分别为杨氏模量和泊松比
,

豹 , 为度量张量
, T 畜, 为 K irc hhof f 应力张 量的偏量

,

G 为硬化函数
.

假定由单轴拉伸实验确定的 G 对于多轴应力状态仍然适用
,

则
:

。一

{韶责
一

t),
“于‘

t>0
“

0
,

对于 J :

( 0

(5
。

2)

其中 E 望是单轴拉伸应力
一

应变曲线的切线模量
.

在广义平面应力的假设下
,

本构关系 (5
.

J) 可简化为
:

其中的 [ a , , 〕如下
: (见〔

{
·

! I
“1 ! “1 : “! 3

}{色
复

,

}
二
}

“ , , “ , , “ , “

} }犷
,

尹 r e , 几 9 3 1 日 a Z 0 3 3 , ‘ ,r 一口

2 0 ])

(5
.

3)
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一宕
+

夸
(: 。

,

一
)

2

一
az

l

一宕
+

和
口

一
) (: 。

一
,

)

2G
a ’“

= a “, = 一丁
了· “‘艺CT

尹

一沟 )

(5
.

4 )
直

.

G
,

a Z ,
== 云宁 十

一

万 吸Z a 。
一 a 刁

‘

卫二 兮

a : 。一 。。,
一

尊
二 , 。

(2 。 , 一 。
,

)

2 (1十 v )
. j 了, _ 2

只,

~
一~ 一一几产r

.

-

一
,

r 任口 石 r 口

乃

另外
,

假设材料的单轴拉伸应力
一

应变曲线可用如下形式的 R a m ber g 一
O sg oo d 关系来表

达 :

“一令
一
+
(会)

”

(5
.

5 )

其中的 E
。 , 。

均为材料常数
。

由此可 导出在塑性加载时
,

硬化函数为
:

3n (斌万
:

一

)
”一 ‘

一 4j
:
E 二

(5
.

6 )

其中 了
之
一

专
‘。 :

一
口 ,

+ 。 : ) + ! ; 。

若取 。, 3 ,

则硬化函数变为常数
:

C

(5
.

7 )

(5
.

8 )
向了一
,
1O山一不L

一月斗一一

六
、

屈曲载荷的Ri tz 解法

对于内外边界简支
、

上下底面 自由且受有平面静水压作用的圆环板来说
,

为了确定其载

荷
一

挠度特性以求得弹塑性屈 曲载荷
,

可将增量边界值问题归结如下
:

给定圆环板外边 界 的

面内位移增量4气 以求得相应的静水压增量户
.

这时泛函 I
。

的表达式为 :

,
。

一

丁二
:

J:
·

J:
’

[
“ ’
“
‘, +
音一

,
, 二 ,

, 一牙‘, ,

]d0
“· “·

(6
。

1)

其中
全‘’它

‘, 二厅
,

,
,

+ 士
, 。
户

。 。 + 厅e ‘,

“’·‘’
‘

二 ‘,

一(半)
2 _ 刁山 a山

丫—
丁 一口一 二一一 一二下一

r 口r 口口

l
_

l 口叨 、
, . 二犷妙口. 一下产 ,

厂 一 、 口口 ,

附 (、) = 喜(a ll。 : + : 。 : :沙
,

。
,
+ 。: :。{+ Z a ,

广
, * , a

‘

+ 2 。:

户 e士
, 。

+ a : 8仑季。)

(6
。

2 )
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h 为圆环板的厚度
, a 和 b 分别为圆环板的外半径 和 内

半径
.

广 义变分原理‘. ’指出
,

对于上述增量边界值问题的解I
。

必须取驻值
.

因此
,

只要适当选取击
,

饥
, 十

, 。.

介, 公
,

山的

表达式
,

利用 R itz 法就很容易求得这些增量
,

因而 只 需 在

内外边界处逐次规定径向位移增量 应气 就可确定所 需 的 载

荷
一

挠度特性
.

假定对于初始 (未加载) 状态
,

圆环板具有如下形式的

几何缺陷
:

占
’

hf (r)e o s。‘打

占
“

h夕(r )

若 。铸 O

若 。二 0
(6

.

3)

图 1 其中 扩 为代表初始缺陷大小的无量纲参数
·

f( 心= 山产 + 儿
r 一 拼十月夕

,。

(sr ) + Y 。 (sr ) (6
.

4 )

g (
r

) = B
, + 召

:
In r + B

:
J
。

(。r ) + Y
。

(sr ) (6
.

5 )

这里的 f (
。

)及川
: )与等厚度无缺陷圆环板在平面静水压作用下屈曲的挠度函数只 相 差 一个

常数因子 (见 「l。」)
.

J
。

和 y
。

分别为零阶第
一

类及第二类贝塞尔 函 数
,

J。 和 Y 。 分别为 m

阶第一类及第二类贝塞尔函数
.

壳
S 二二

一阴
(6

.

6)

k 和 。 可由〔l。〕的表 2 来确定
.

在初始状态下
,

板的其他位移和应力均为零
,

即 :

u 。

= 沙”

= a 乒= 哪 = 畔
,
二O

对于初始状态适当规定圆环板外边界
r
= a 处的径向位移增量 尹

,

(6
.

7 )

此时内边界 , 二 b 处的
_ _

, . 、 _ _
. 、

_
. 、 、

_
、 .

_
、 _ , .

,
b

, 、 _

, 、 _
_

_
, ,

、 ~
, ,

_
、

一 二、 . ‘_ _
、 , :

_
,

_ , , , ‘

径同位移增量也厘相厘规足为
“一

‘

万
,

仅移相迎刀瑙量阴也似解 刊远邓 卜报式
,

若 。特 0
,

。

, r
。 _ 。

好 , r 了 、 。

“= “万
’

一
, 。殆U

,

叨 = O 八j Lr ) c o s 跳仃
U

亡
,

二一 户+ 晰 骨f (
犷)

n
。 , , .

2 , , 、 八

c 0 5 阴口 , 仃‘= 一 p 十 a ‘
一

万
一

J 气r ) “O S m 口 (6
.

8 )

T r 口
= a 3资f (

r )“‘n “0

若 m “ O ,

一
, r

. _
. ,

一
. 口 币 , ~ 4 . . . . ‘ . 、

“ - 任
.

—
, 口

一
V

“

,

山 = 己人夕(r )

(6
。

9 )

方
,

二 一户+ 。,

尽叭r)
,

[ ‘

云
口

一 , + ‘2

资
。(r )

,

‘
· , 一 o

其中 犷
为圆环板内某点到中轴的距离

, 二 为该点到板中面的距离
.

由 (6
.

8 )和 (6
.

9) 可确定应变增量为
:

若 胡祷 0,
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, . ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ . . .

——
一 一

一
—

考+ 二生一砧hf
I, (r )e o s m 口+ 品h

吕

[ f
‘

(, )〕
“e o s Z 。口

答
一咖件f’(r 卜答

‘
(r)]

e o s 阴口十
仇 2

r 2
站f

Z

(
,

)s in , , 6

(6
。 * 0 )

夕
, ‘
一 Zm 砧h

叶
f
·

(,

卜告f‘
·

,
)

S , n lll “

一 Zm “h
:

告
, (; )j

/ (: )
、in 。。。0 5 。:。

若 。 = O
,

‘
一专一

“占hg ,, ‘
·

) +
‘
铬h

“

〔“
‘

(r ) 1
“

!
(6

。

i卫)
户e
盖

夕
, 。二

专
一“叶州

‘)

(6
.

, 0) 和 (6
.

1 0 中的 乃是与任意时刻的挠度有关的无量纲参数
,

对于初始状态 占二尸
.

把 (6
,

3 )
、

(6
.

7 )
、

(6
.

5)
、

(6
.

10 )代入 (6
。

1 )(或把 (6
.

3 )
、

(6
.

7 )
、

(6
.

9 )
、

(6
.

1 1 )代入 (6
.

J))并

利用条件
:

(6
。

12 )一一

z
止
一

、

a日一d

一一

了
.一
一a口一刁U

一一扩一两一一
r一P日一口

一�

刃一心如一口日一忆

就可确定鸯数占
,

卢
, ‘, ,

九
, d 。 .

将增量表达式 ( 6
.

5) (或 ( 6
.

9) 与 (6
.

3 )
、

(6
.

7 )相加
,

则得与初始给定位移增 量 护 相 应的

应力分布和位移分布
.

重复以上的近似求解的过程
,

可得应力和位移的一般表达式
:

若 , , : 笋 0

( 6
.

13 )

、......甲l, ,

犷
_ 。 , , , 、 ,

. 口

一
二 刁「_

_ 侧 .

一
, 、 . ”

一
口内 卜 资 , 自 口 , ~ ~ 的 内月 1 不J

“
一

“

—
, ‘
一

U , 认,

一
’

汀 ‘了 飞, , ‘U , , , 引
尹

任

a

一
, 十 ai 手f( r)c 伪 川“

, 口。

一
‘
+a

2

傲仍 co
s

耐

r

一
“·

资/ (
: ) 、*n m 。 {

若 1n = 0,

。一 。’

三
一 。一 ”

·

: 。一 J”。(r )

a

一
, + a ,

母
。 (r )

, a 。

一
, + a ,

手
、(r )

, 二·, == o { (6 一 理)

因此
,

上述增量边界值问题的近似解可归结为逐次求解代数方程组 ( 6
.

1约
,

它们关干增
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量参数6
,

户
,

d , ,

d Z ,

。。

是线性的
,

并可表示为如下的矩阵形式 (其中的【“ , 〕
,

〔d
‘

〕及陌
, , 」

,

〔J
,

]只与
“

目前
”

的状态有关)
:

若 胡年 0,

[ e
‘, (d I) a , a : a 。

)〕〔6 户 d l ‘Z d 。J
,
二 〔d

‘

〕 (6
.

15 )

若 脚二 0,

「云
‘, (d p a , a Z

)〕[占户 。 1 泛2

」
俨
= 仁J

,

」 (6 一 6 )

刊始条件为 肖二扩
,

川 一 a 兮二献 ~ 户
“

一 。 (6
.

丁7 J

为简单起见
,

在 (5
.

的中取应变硬化指数 。一 3 ,

可得仁。
, , 了

,
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选择足够小的步长
,

逐次求解线性代数方程组 (6
.

15 )或 (6
.

1 6 ) 可得近似的载荷
一

挠度曲

线
,

如呆把其最大承载作为弹塑性屈曲的临界载荷
,

问题就得到了解决
.

七
、

结 果 与 讨 论

计算是对厚度为 0
.

1时
,

外半径为 10 时
,

内半径分别为 1至 9 时的圆环板进行的
,

假设应

力
一

应变关系可用 如下的 R a m ber ; 一
o s g oo d 三参数方 程

。二二令 + ‘
、

尝华
~

、
3

来表示
,

并且其中
“ 一入~ 小

’

“
. J

州
’ ” 砂 一 ‘一“‘

一
‘ 卜

一
b - - -

一 夕琳刀
’

以
’

‘ 一 七
’

、E
。

尹小认 .J ” 尸 ’

一 ~
’

「
’

E 二 30 0 0 0干磅 /时
急,

E
。

二 20 0千磅 / 时
, .

对于 d
‘

二 孟0 一
, 2 0 一 5 , 2 0 一 4 , 2 0

一 a , 10 一 ‘, 10 一 ‘,

分

别就不同的 m 计算圆环板的最大承载
,

其中最小者
,

即为在给定的初始几何缺陷下 的 临 界

屈曲载荷
.

计算结果可见表 1
.

表中屈 曲载荷的单位为千磅 /时
, ,

括号内的数是与该屈 曲载荷 相 对 应 的 屈 曲 波 数
,

一

各
为圆环板的内夕卜半径比

·

理想板的屈曲载荷是分别根据塑性增量理论和塑性形变那论求得的 (见厂】O
,
)

,
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内外简支圆环板的平面静水压屈曲载荷

理想板(占
‘

一 0 ) 有初始几何缺陷的圆环板(占
.

~

⋯
。

民公勿众
1 9 3 3 (O)

2 艺5 3 (f))

2 5 2 1 (0 )

3
.

3 6 lj(2 )

4
.

13了(3 )

5
.

(13 9〔二l)

5 3 5 5(5 )

9
.

3 4 7厂3 )

1了
.

2 96 (0 )

根据表 j 可得以下结论
:

¹ 在分别运用塑性增量理论与塑性形变理论得到的理想板的分支性树曲载 荷 中
,

后者

与考虑了初始几何缺陷的圆环板的屈曲载荷比较接近
,

这就进一 步证实了 O na t ,

I) r u c k 。r 和

N ea le 等人的结论
:
只要在 J :

增量理论的解中计入初始几何缺陷的影响
,

就能 消 除 J : 增量

理论的分支性屈 曲载荷与实验事实不和吻合的这一矛盾
.

当 刀= 。
. 8 和 0

.

9 时
,

从表中可 以

看出须有较大初始几何缺陷的圆环板
,

其屈曲载荷才与形变理论的结果相接近
,

这种 清况可

能是由于 刀较大时圆环板变得很窄
,

因而再用薄板假设不很妥当所致
.

º 同样以塑性增量理论为出发点
,

有初始几何缺陷圆环板的屈曲载荷明显低 于 理想板

的屈 曲载荷
,

这一事实说明了圆环板具有一定的缺陷敏感性
.

随着塑性程度的发展 (对于本

文考虑的材料
,

单轴拉伸屈服应力 u , ,

、 3
.

78 千磅 /时
“)

,

这两种屈曲载荷的 差 距也就随之

增大
,

这说明圆环板的缺陷敏感性会随着塑性的发展而增加
.

» 对于内外简支的理想圆环板来说
,

不论内外半径比 刀的大小如何
,

板的屈 曲 都 是径

向对称的 (见〔10 ])
.

但是如果考虑了板的初始几何缺陷
,

则除了少数情况 以 外
,

板一般都

发生非径向对称屈曲
.

甚至对具有相同 刀的圆环板来说
,

初始缺陷的大小也可能会影响到属

曲波数的多少 (例如当 刀= 。
.

6时
, 。 = 5

, 4或 3)
,

而 N ea le 在他的文章〔7一例中都忽略了

这一点
。

本文是在欧阳曾教授的指导下完成的
,

复旦大学固体力学教研室马文华
、

王开福等老师

也对本文提了一些有益的意见
,

在此特向他们表示深切的谢意
。
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