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摘 要

本文研究了非连续流动场中
,

刚塑性介质极限分析完全解的界限问题
�

提出了一个包括界面 条 件
及间断面条件在内的混合边值问题的广义变分原理

,

建立了极限载荷乘子的变分解析公式
�

并证 明 了

一个新的界限定理
,

其中的场变量将不再受到屈服条件
、

不可压缩条件等约束的限制
�

此定理 的推论

给出了变分解与完全解之间的关系
�

初步应用表明
,

对于简单选取的场变量
,

由本文公式可以得 到 准

确解的较佳界限值
,

结果具有较好的稳定性
,

一
、

引 言

刚塑性介质极限分析的完全解在数学上具有相当的困难
,

因此求取其近似值在工程技术

问题中就有较大的实际意义
�

自 � �� � � �
一

� �� �� 提出极限分析理论的变分 原 理
,

并 在� ���

年于卸‘ 到非连续流动场 〔”以后
,

上
、

下限定理得以广泛的应用
�

但是在经典的界限定理中
,

选取的静力许可应力场不能位于屈服超曲面以外
� 运动许可速度场应满足不可压缩条件

,

与

之相关联的应力场须位于屈服超曲面上
‘� ’� 并

一

巨往往因不易妥善选择尝试函数而产生上
、

下

限解相差很大
,

这就给实际应用带来较大的困难
,

有必要进
一

步地研究而使其趋于完善
�

�� 年代中
,

钱令希
、

钟万瓣
〔“’

及 � �� � 一

� �� 等
〔喀」
提出了有关问题的广义变分 原 理

,

为

近似求解复杂结构极限分析问题
,

提供了一个较现实的新途径
�

此曾引起力学界 的 广 泛 讨

论 ‘“’� ����年
,

薛大为建立了刚塑性混合体极限分析的广义变分原理
〔“’, 其后又推广到大变

形的情况中
‘� ’,

并利用 � �� �� ��
� 乘子法导出其中乘子所代表的物理 量

�

钱伟长‘吕’在 其 专

著中对此方法的正确性与合理性给予了 肯定
,

并系统地阐述了通过条件变分的 � �� �� ��
�
乘

子法
,

建立广义变分原理及各级不完全广义变分原理的途径
�

虽然通过变分公式可以得到较为准确的结果
,

但是此变分解与极限分析的完全解之间关

系尚不能确定
〔”’。

为此
,

本文在总结先前工作基础上
,

提出了一个非连续流动场中极限分析

的广义变分原理
,

包括界面条件
、

间断面条件及不可压缩条件在内的极限分析问题全套方程

均能在变分意义下得 到满足
�

由此出发
,

建立了一个新的界限定理
,

其中的应力
、

速度 自变

函数将分别不再受到屈服条件和不可压缩条件等约束的限制
�

其推论给出了变分解与完全解

之间的关系
�

初步应用表明
,

利用本文公式所求得的结果较经典法更接近于完全解
,

并具有

朴
薛大为推荐

�
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较好的稳定性
,

使用上亦颇为方便
�

二
、

极限分析的广义变分原理

在三维欧氏空间内
,

设刚塑性体的自然构型时�口
,

� �为已知
,

其中口为连续有界开域
,

� 二日口 为其边 界
�

在 �
,

部分给定速度
� � ,

�
。 ,

� 几� 在 �
�

部分给定面力
� �

‘

�
、
� 产�

, � 岁

为载荷乘子
,

�
‘

为基准外力
�

现假定体积口内存在有限个刚塑性交界面 凡
, ,

其将口 分成不

同的刚 性区 。
, ‘

和塑性 区 。。
,

则乙 。
, ‘
二。

, ,

乙 口
, , � 。

, ,

。
,

� 口
,
� 招

,

。
,

� 。
,
� �

�

, , �

嘛 �

在非连续流动场中
,

塑性域 口
,

内可能存在着速度间断 面 �
。

�� 二 �
, � ,

…
,

��
,

为 讨 论方便

计
,

略去 口
,

中可能存在的应力间断面
�

应当指出
,

刚塑性交界面 凡
,

只可 能 是 速 度 间断

而「。’�

定义 几
� 和 � ‘

为分区连续 �
‘
类函数

,

在相应的间断面上可以有有限的跳跃
,

则 对于

刚塑性体 �不计体力� 在抵达极限状态时
,

应满足如下方程和条件
。

� � � 平衡方程

。‘, , , � �� ‘, � �
‘, � �

, , � � �在日中� ��
�

��

式中 �
‘, , 。 分别为应力偏张量和应力球张量

。

�� � 屈服条件

�‘�
, , , 一 奋

�
‘, � ‘, 一。

�
一 。

���
‘, �� � �在 招

,

中�

� � � 几何
一

物性方程和刚性条件

� , � 、 ,

日�
告

一

��
‘� � � � , � ‘

�一几粼
一 �

� 一
‘ , · ’ “ · ’ ‘,

‘ “

��
‘,

�
,

气万 气口‘ , � 州卜口� , ‘� � �
�

、 一 ’ 子 ‘ ’

一
, , ,

�在 习
,

中� ��
�

��

��
。

��

� �在 口
,

中� ��
�

��

�在 日
,

中� ��
�

��

�妇 不可压缩条件

� ‘, �
‘, , �� �

�� � 边界条件

�在 口 中� ��
�

��

� � ,

一
笋 ,

‘ ,

�
�

‘

至
‘一�� �

�在 �
�

上�

。 ,
� 云‘ �在 �

,

上�

��
�

��

��
�

��

这里令积分方程为一个单位仅仅是为了确定任意许可速度矢量的比率 �� ��� �� “’
�

�� � 间断面条件

�盆, 。奋� � 石, �了� � �在 厂 � 法向� ��
�

��

�� �� �△叭 �左� 一。九
� 奋� � 动 叮 �在 厂

。

切 向� ��
�

� ��

其中

���。 、△。
�

�一
�
�

�
字母上的

“

�
”

及
“
一

”

表示由间断面 �
。

�� �� � 了�

�� 亨� 。丁�

两边趋近时所得的极限值
,

时� 一心
�

为 了在选
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取尝试函数时不必再考虑界面条件
,

在几何为复杂情况时可以人为地划分区域
,

并在各区域

独立地选取尝试函数
,

此引入界面族函数少 ‘’”‘�

梦 � � �在 口
,

中�
� 少 � � �在 口

,

中�
� 岁 �� 。 �在 �

, ,

上�
�

并定义分域函数

� �二�一

��
� �梦 �� � �一梦 �

�岁 � � 

�梦 � ��

��
� 卜 刁厕

� � �二 �
一

� 、� � � 函数

� ��
�

� ��

若称一切邻近于真实极限状态的场变量为许可状态
,

则可以提出下述广义变分原理
�

极限分析的广义变分原理 在所有许可状态中
,

真实的极限状态将使泛函

一
, 。 , , 二, � 、

� 「。 �
,

� � �� ‘� ,
�

, � , , 人 ,

岁
, � �一,

夕
一

� � � � � ‘夕不 �� ‘
, , 十匀

, ‘�十
‘� 才了‘了口。 , 了

, 曰 � 乙

一“, ��
‘, � � ‘少 �

〕
�“ �

弓�� 
� ‘� · �“一 , “‘·卜

· �, � �

砂
�

�
�

。

,
‘
一� � 一 �

卜�
� �

‘

�一
云‘, � �

��
�

���

取驻值
,

并给出刚塑性交界面的唯一分划
�

证明 对 ��
�

��� 式进行一次变分 �界面 凡
,

的 变 分 可 由 对 梦 变 分 进 行�

� �� 
� �
定理进行积分变换

,

并注意到间断面的性质及分域函数的定义
,

整理后即得

利 用

�
卜乃少�

,
�

��

一了

厂�一、勺一月一‘枯

一月

““一

�
。

�
“

, ,

一乃� 一 �� , , � 。
‘�。,

, , 。一

�
�“�

�
。

省�一

� · ,
, , �� �一 梦�“�

, , 〔“, �

丁
。

〔合
‘一� 一 , 一“ �口

一

�
。 �‘�

‘, , � ‘岁 , 咨“�“一

�
。

��’�� 
, �
赫

一

�岁胡
� �

�

军�
二雪 � �‘�· ‘△一 , “� ‘�九 � “

:, a ·

, ·言」d·吉“S

+

弓{
二; 〔‘S 孙 + “

:, a 一

, ·卜
S‘g ·‘△一 , “〕占·; “S

+ 乙
{
厂

。

: ‘S “, + “

一
, ·方+ ‘S ;J + 。

一
)·: ““二d s

+

{

: 仁‘S
‘,

+ d
‘, a

)
·, 一夕全

!
〕“一d s 一

({

、 全
,一d s 一 :

)
“夕

+

{

:
二

。‘S
, ,

+ d
‘, a

)

一
R‘ , “一d s 一

{

、
.

(
t, , 一”‘) 肖R

‘
d s

(
2 一 3 )

根据分域函数。(二)的定义及 D ira · 函数
蛊

一。(二) 的性质
,

(
2

.

, 3 ) 式中前四个积分项分

别在有关体积域中存在
,

第五个积分仅在界面凡
,

上存在
.
由于相互独立无关的变分宗量任意

性
,

则占17 == O等价于方程 (2
.
1) 一(2

.10) 式及界面条件

孟== 0
,

f ( S
‘,

) = 0 (在S
, ,

上) (2
.14)
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和支承表面约束条件

(S ‘,
+ 占‘, a )

n , 一刀
‘
二 0 (在S

。

上) (2
.25)

(2
.14) 式兼有刚性域与塑性域二种性质

,

而刚塑性域是唯一确定的
,

故其唯 一 定 界面
.
证

毕
。

泛函刀巾 L ag ra
n
ge 乘子亢的物理意义由相应的欧拉方程 (2

.4)及 (2
.14) 表征为流动因子

,

不计硬化效应时
,

以凡 ,乘以 (2
.4)式两端

,

结合二次型性质
,

并取

“, 一
合‘
v , , ·

+
“ , , ‘,

则可得

S ‘J 乙, ,

( 在口
‘ 「闰

若 I找“ , 同乘 (2
.4)式两端

,

则有 公, , 乙‘, 二 元
2
5

‘,
S

, ,
= 2 k

2
又
2
(在口

,

中)
「吕’

于是得柏勺另一表达式

_ 斌不丁砚
~

斌万飞
(在 口

,

中)

因为 S
‘,左, ,

= 斌万k斌不于百奋丁= 研
,

表示为塑性功率密度
,

则汽:
,

凡
:
在变分意义下是等价的

,

其物理意义唯一的表征为又= 班
,

/
2 矿
.

乘子 R
‘

由 (2
.15)式表征为S

。

面上应力场的支承反力
,

因此其物理意义也是唯一确定的
。

若速度边界条件为齐次的
: 。‘

}
、
.

二 O
,

则H 可写成

H
l
、“

‘, ,
仃

, ·‘ ,

‘
,

笋
,

价
·

R

‘

) 一

)

。
: S

‘, 一
, ·

+ 。
‘J 。一

, ,

一 * , ( s
, ,

) 。 (* )
·

d 。 + 二
!
厂

改·〔V
:
」d“一笋

(!

: 全
‘v ,

d s 一 l

)

一

{

、 R
‘
一d s

式中「
。 ,

〕二 v
,

}

二 十
一 v

‘

}

。 一 ,

为r
。

上速度阶跃值
;

T= :,
gn ( △

v 。
) k

.

由泛函11 1
,

我们可以提出

(2
. {6)

T为
.
应力场在 厂

。

上的切向分力
,

极限状态时

定理 1 刚塑注体抵达极限状态时
,

载荷乘子汾为下式的驻值
:

笋 = sta
I

。
L S

, ,

一+
。‘夕a

一
“了‘S

, , , U ‘笋 , 〕““ +

弓工
、 ·仁一““S 一

丁
:, R

‘一“S

I

: 于
‘
一d s

(2 一7)

式中
,

S

‘夕 ,
。

, 。 , ,

R

‘ ,

梦互相无关
,

同时独立变分
.

此定理的证明可由泛函刀 ;的
一

次变分为零等价于 (2
.
户一(2

.10) 式完成 (注意此 11寸。
‘

}
。

。

=
0)

,

此略
.
为了便于实田

。

不妨设取 又
,

+ 久
, 。一入 , 二 刀风 , ,

此处 风
,
为预先给定的 应 力

场
,

其和基准外力T
‘构成平衡; 刀 为一正数乘子

,

可由 (2
. 17) 式对应力场取驻位而得

.
若令

几= 灰
,

则有

刀2=

。

丁
。

〔
J‘,
一
+ 、

合夕
, , “,

U ‘岁 ,
〕
““ +

弓丁
ra‘〔一 J“S

了

—
一

二宜爵二菇汤i赫
、

(

2

.

1
8

)
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代入 (2
.17)式则有

,

{丁
。

[普
J‘,
一
+
音g

‘, “,
U ‘岁 ,
〕
d口 + 全犷

3 一 {

,
一。
于〔一〕d s

}

一

丁
::R‘一ds

少=

I

: ‘

,
‘一d s

(2
.
1 9 )

若取 几= 之
:
时

,

同理有

丁
。

J
了,

一
d口+ ￡

{
r。
于〔一」“S

心乡声咬g
(2
.20)

了 Z k

。‘
g

* :
U ( 梦)d 口

g

....J一一刀

{

。

;

“、 ‘, ,
“

洲
(岁)“+扣氏

J‘,
一
d口+ :

{

r 。
, 〔一 :d s

〕
一

{

.
夕

。

R

‘
一d s

笋二

I

: ,

,
‘
一 d s

(2
.
2 1)

如设一切静力许可状态为币
。 ,

运动许可状态为中气 此处

币
。

一 付几
‘ 口几二 时

‘ ,
口几 ~ S 乙 + 人刀

’ .
J 叙

,
= 。

f (S 易 )毛0 又在口中); 。乙 , ,
~ 夕

“

T

,
( 在S

‘

上)} (2
.
22)

, 一{
·
:
:‘
:

, 一

;

一

(

·
:

,
J

+
·
:

, ‘

)

,

d

‘, ·节
,

j 一 。 ‘在“中 ,

。:
, 一 、: :

J ,

f ( s :

,
) 一。 (在“

,

中)
, ·

: 一。 (在S
·

上)
)

(2
.
23)

则可以提出

定理2 对于任意的a乙 ‘中
。 ,

才 ‘小气 使得 a乳 ”

补) 0
,

则由变分式 (2
.
17 )或 (2

.
19 )

及 (2
.
2 1) 所决定的载荷乘子必将介于由经典的界限定理给出的上

、

下限之间
,

即

夕下 (口儿) ( 夕 (a补
,

v 亨)簇夕上 (
“言

,
口兮,

) ( 2
.
2 4 )

这里的衅
,
是与衅相关联的应力场

,

注意到f (S 兮
,
) ( 。

,
r 补《点

,

川
, 衅

,
J

> 。
,

f
(S
节, ) = O

,

对于几二九或几= 几:时
,

分别利用不等式
【‘”

a
:

, 。:
,
) 丝碟卿

立 。
;

, 左:
,

丫a 号, 〔必
。 , 。兮〔中份

J 兮, 乙季, >

2 k
2

2 k
2

+ f ( S ?
,
)

汀了, ‘亨J

即得证实定理 2
.

三
、

极限分析的广义界限定理

解除集合 少
’

及少
关

中有关约束条件
,

分别得

万
‘
二协:

, ,

川
, 二叫

, ; 川 J~ 又
,

+ 热Ja
,

叫
J , ,

= 。 (在口中);
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。丁, n ,
= 岁

,
T

:
( 在S

:
上)}

: ,
一万

。
;
:‘;

,
= 冬(

。
:

, ,
+
。
;

, ‘
) (在。中)

:。
; = 。 (在s

。

上)飞t 乙 j

( 3
.
1 )

( 3
.
2 )

显然中
”

c
卫

‘ ,

由关
C 犷

产 ,

叫 , 与叫 完全相互独立
.

若假定真正的极限状态为必 (S
, , ,

a
, v ‘ ,

几
,

岁
,

产
,

R
‘
)

,

则对于与之邻近的许可状态 应有

S 丁,
== S

‘,
+ d s

‘, ,

a
/

=
a

+ d
a

, 口丁= v
‘
+ d

口‘

刃二几+ 叔
,

岁
’
二 岁 + d 梦

,

份
‘
= 岁 + 占产

,

R 杏= R ,
+ d R

‘ J

为此
,

在扩大了的函数空间万
‘,

犷
产

内可以提出

下限定理 对于任意给定的叫
, 〔刃

, ,

川 〔矽
,

恒有不等式

(3
.
3)

岁)

产
产
十 m a x

卜

妹 (万二

“一 ‘,

哥{
,
一。

“〔一““S

m a x 并
对 〔万二

(3
.
4)

式中并为点函数
,

〔
sf材 S :, S 下,

丫 2 存

,

岁
,
二份 (a 叮,

, 。畜)

为变分解
,

可由 (2
.17) 或 (2

.
19)

、

(
2

.

2
1) 式给出

.

证明 以 (3
.
3) 式替换泛函 (2

.
16 )中的宗量

,

利用 C au ss 定理进行积分变换
,

取

dU
。 .

~

U ( tl.

产
) = U ( 梦) + 共杀d岁,

一 一 、 不 , ,

d 梦
一 ‘

并注意到 (, 一 )一 (2
.J0)及 (2

.24)
、

(
2

.

1 5
) 式

,

整理得

打 ,
( S :

, ,
a

, , 。
;

,

几
’ ,

夕
, ,

梦
‘ ,

R 丁)

一岁一

封
。
娜“。绍汀“‘梦 ,胡一

J

。 了‘“丁
,)u

‘梦
‘

, j

翩 (3.5)
对于任意的变分宗量S 二,

,

a’
,

州
,

矛
,

梦
‘ ,

夕
‘ ,

R 奋
,

进行积分变换后
,

由H l同样可得 到

H l(S 百,
,

丫
,

叫
,

刀
,

夕
/ ,

梦
’ ,

R 畜)

一岁
/
一

J

。‘, (“;, ) U ( 岁 )“”一

I

。
‘(“;

,
) “‘梦

,

) 占“d“
(3
.
6)

合并 (3
.
5)

、

(
3

.

6) 二式
,

并将其中 f (S ;户展开为

了(s : , ) = 厂(s ‘,
+ 。s

‘,
) 二 s ;

,
s

, , 一s
, ,

s
‘,

+ 冬。s
‘,

拈
‘,

乙

则有

岁
,
一夕 +

I

。 , S ‘,
S ;

,
U ‘梦 , d“一

{

。“S ‘, S
‘, U ( 梦 )d “

(3
.
7}

根摒S
oh w二恤不等式

,

应有

s ‘, S 鉴,
( 斌泞

‘,
s
‘, 斌 驯

,
s 忿, ” 斌万k斌 s 下, s :

,
( 在。

,

中)

代入 (3
,

7
) 式

,

则得

岁
’

、
+
!
。

行脚
~
了:;了万 U( 梦)“一

I

。 2

钱U (梦)翻

一岁 +

{

。2 “
2
(、一 , , , U (岁 , d“
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因为 几) 。,

利用积分中值定理并取 (并一 l) 的最大值
,

则有

夕
/
( 夕 十2护置忿璧:“ 一 ,

)

丁
。““ (、)、。

(3
。

8
)

此处万二为定义在域 口
;
中的 万

‘

集合
.
因为

夕一 ,

玉
,

,
‘
一“S 一

丁
:, a

‘,

一
“S

r _ _ _ _
一 「

__ _ ,

_

”
J
o L口‘, , ‘“ ‘

+ ‘。、,
+ 。‘, a , “

‘, , 」“‘J +
专j
:,。

“L沙
: 、

,“万

一

{

。〔s ‘, “,
U ‘一 岁 , + S , J “, ‘J (少 , + d‘J a “了j

d 口+ 乙J
r。“仁。 ·

〕d s

二
{

_
:

‘, ,

J g 悉
U(梦)““+ 军丁

厂
。

“仁一 〕dS

_ :。:

{
J 习
又U (梦)d 口 + 艺 {

,
·。

“〔一〕d s

所以有
“‘
2

丁
。 “U ‘梦 , d“一产一弓丁

二
。

‘厂一 了d s
(3
.9)

将 (3
.
9) 式代入 (3

.
8) 式中整理后下限定理即得证

.

注意到在 9 维应力空间中
,

S 丁, 不一定满足屈服条件
,

f (义
,
) 万0

:
不难验证 义

,
/ 并 却

总是位于屈服超曲面上的
,

只是其与 乙‘J 间并非满足本构方程; 但 凡
, 与 乙‘, 间 是 符 合本构

方程的
,

且 f (凡户= O (在 口
,

中)
.
根据 D ruc k er 定理

,

则应有

(S
, , 一 S 落, / 并)户

, ,
) 0 ( 在 口

,

中) (3一0)

,

、
。 ,

_ , 日f _
。 。

冲护” , “ ‘j
~

几
石亏石一

几。 ‘,

久S 签,
S
‘,

( 之S
, ,

S
‘, 并 二 2掩

2
井又 (在 口

,

中) (3
.
12)

将 (3
.11) 代入 (3

.
7) 式后

,

同样可得不等式 (3
.
8)
.
即由此途径

,

下限定理亦可得证
.
因

此对于完全独立无关的自变函数 川
, 〔万

‘ ,

川 〔尸
,

下限定理均严格成立
.

上限定理 对于任意给定的 川
, 任万

‘ ,

川 任l/,
,

在不计二阶变分小量范围 内
,

下 列 不

等式成立
:

笋
·
+ 支

一 ‘

笋气
--- -

一

.

翼全:(、
2
一 ,

)

军}
厂

。

“:一〕d s

(3
.12)

‘

江(艺芳

证明 合并 (3
.
5)

、

(
3

。

6
) 二式

,

( 滩
’
+

1
) /

2

则有

。= 夕+f
,了冬又

,

义
, 一、勺u( qf) 、 一

{ 知瑟
‘,

6s.

,

u( 钧胡J口 \ 2 J g ‘

(
3
.
2 3

)

略去二次变分小量
,

则得
:

份
/
一岁 + “

2

丁
。

“、
2
一 ,

) 久乙厂‘岁 , d“

利用积分中值定理并取 (井
“
一 l) 的最小值

,

则有

州》料
解

摆
:‘、 一 ;)

工
、““ (岁)“ (3.24)
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将 (3
.
9) 式代入上式 (3

.14) 中并经整理后即得证
.

至此
,

本文提出的广义界限定理可表述为

定理 3 对于一切任意给定的许可场变量
,

叫
, 〔刃

, ,

叫 C 犷 , ,

刚塑性介质极 限分析的

完全解介于下而不等式表达的界限之间

价
产

+

I n a X

嵘(艺毖
(感一 l)N

夕
尹
+

(感
“
一 z)N

m a齐
,

并.
蛛( 艺 ,

( 犷簇

l 丈n i n

2 且(艺

n lln

对(习厂冬
(并“

+ , )

‘

(
3
.
1 5

)

式中N 二 乙

在此定理中
,

由于放松了屈服条件
、

不可压缩条件等约束
,

界限定理更为方便
.
根据定理 3

,

可以提出

推论 I 对于任意的 川
, 〔万

, ,

州 〔犷
, ,

若

因此存具体使用
_
L较经典的

m ax

音
S:, S ;

, 一k
Z

V S ;
, 〔刃; (3

.J6)

则变分解 少
产

为完全解的下限
,

即 夕
产

簇笋
,

推论 丑 对于任意的 川
,

e 万
, ,

州 〔犷
, ,

若

m ‘n

音
S;, S :

, 一k
Z

‘S ;, 〔刃“ (3一 7 )

则变分解夕
声

为完全解的上限
,

即 分
‘

》夕
.

此推论给出了变分解与完全解之间的关系
。

特别地
,

若选择的应力 场 叫
, 〔万二恒 满足

f (S ;, ) == O
,

则变分式 (2
.
17 ) 即退化为虚功率原理

.
此时由于 并 二l (在 口

,

中)
,

则 由定

理 3 和虚功率原理将同时给出 夕二笋
尸 ,

此就进一步表明了本文公式的正确性
.
但 应注意

,

上限定理 (3
.12) 式及推论 亚在不计二阶应力变分小量范围内准确成立

,

如若应力场选择的

太差时
,

此将引起较大的误差
,

以至可能由此求得的结果低于完全解
.
对于各向异性材料

,

只要屈服条件可表示成二次齐次形式
,

以上公式均可适用
.
对于非齐次边界条件

:

若约束反力 、 , 为已知
,

对此固定的L
·g r二g

·乘子 ”
‘,

泛函“ !中最后一项可写成

}
形式

,

则H l即转化为满足 。‘
}
。

。

~
云,

条件的不完全广义变分形式变分式 (2
.17) 及

, 。

=

U 一

R
‘云‘d s

S
。

(
2

.

1 9
)

、

N 一

弓J
,

、。

“〔一“d s 一

!

; 。

”
‘云‘d s

四
、

应 用 举 例

平冲头压 入半无限体

简单起见
,

选用图示塑性域
〔“’:

口
,

= {
r ,

口
: 0 (

r
( b

,

0 《口( 汀
}

口
,
余集为刚性域

,

并设定
:

BBB C
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a ,

== 冲(2 +
e o s 6 )

,
a 。

= 刀(2 + 2 。0 5
0 )

, 二 r。二 灯 sin o

v ,

二 o
,

v 。
== B (在 口

,

中); v
,

=
v 。

= o (在 口
,

中)
(4
.1)

显然
,

这样的选择是十分简单的
,

但可
, 〔万

, ,

衅 e F
尹。

其中 B 为任意常数
,

此可由 (2
.
7)

式求得
,

即由
{
”
一
Bd
;= , 得 出 B = 一冬

.
此时

JO 口

、
2
一 。2

(

‘一

备
。0 5 2“)

)
/“
2

咒
:‘一‘

!

。一:一誉怨
井
2
一办

’

}

。一。
,

二一

汾

(4.2)

(4.3)
尸口. 、 尸口. 、

注意 刀C 与 C E 面为速度间断 面
,

将 (4
.
1) 代入 (2

.
, 8 ) 式

,

求 得 。2= 碧护
,

代入 (2
.
, 9 )

吕

式则求得变分解为 笋
护
= 4

.

97 k

.

将求得的结果代入定理 3 则求得

4 .37寿镇夕《5
.49k

此问题的完全解由 H ill 给出
:
F = 5

.
14k
.
若采用同样的许可场 (4

.
1)

理则得

笋下二 4k, 笋上= 6
.
2S k

足见此较本文给出的界限值 (4
.
4) 为差

.

(4
.4)

由经典界限定

2
.
均布载荷作用下的轴对称简支圆板

所论体积域为 口= 仕
,

口:O戒:簇a
,

0
( 0

(
2 朴
.
为和文献〔5 」比较起见

,

设板在极限状

态下处于全塑性
。

在此轴对称弯曲情况下
,

选择弯矩函数及挠度函数

M
,

“ 刀M
, ,

M

。
= 刀阿

。
任万

‘ ,

附 〔尸

在变分式 (2
.
17 ) 中取 久= 石

,

则有

笋
,

==
s

t
a

!

”
f

“一

丢
一

。(3 一浮
2
) (一仄 、

, 尸 r

一厕
, 、

·
, ,

/

;

)

;

*
、。

J0 J O ‘

一
一

——

一
一 一

一
..夕

一
一

一~ ~, , ~~ ~ ~~ 一~‘‘~. .

一I’ 2 介 r a

I !

(
4

.

5
)

才
r drdo

其中

并 2= (M 华+ M 考一 M
,

M

。

)
刀丫M 圣 (4

.6)

此时刀可由 (2
.
18 )式给出

刀2==

、丁:户
一觅W

,

一虱珍
, ·

‘
·, rd

·
“

f

’

户
一虱砂

,

一虱附
, ·

/r) 凤
十 元一虱仄’rd

rdo

(4
.
7)

式中M
,
为屈服弯矩

.

(a) M
,

= l 一

现以文献〔SJ选用的许可场进行计算
,

以示比较
。

令
,

丽
。
一 1

,

、一
帅一知

由 (2
.
7) 式求得比率

。
/ f

Z ,
f

a
了
_

r Z \
, , 。

2

伪= ’/
」
。

J

。

气’一了
一
)
犷a r “ 创

= 万了

由(4
.6)式给出
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少 一‘1一库
+
其

一

、买
厂

、 a “
a
’ , Z以 子

经 (4
.
7) 式求得叮= 1

.
09 5 M

, 后
,

代入 (4
.5)式即求得变分解岁

产
二 6

.
57 M

,

/ 护
.
另由

0 .89 9 及 m ax并二 1
.
09 5

,

将有关结果代入 (3
.15) 式

,

则求得界限值为

6M
:
/
a“

( 份( 6
。

9 2

M

,
/

a Z

m in 并
2
一

、

l

’[IIJO八
m
�

若令m
ax并 = l

,

则求得刀= M
, ,

代入 (4
.
5) 式即得岁

尹
= 6

.

S
M 叮梦

;
若令 m in 滩 “ 1

,

求得 。=

率
对
: ,

代入 (4
.
5) 式即得 岁

‘
二 6

。

5 4

M
刀护

.
根据定理3的推论 I

、

I

,

即知此二
斌 3

一 一 ‘

”
“ ‘ 一 、 一 ’

一

“
”

’

~

勺 ’ 一 ’
-

一
“

一 ’

~

‘曰
’

~

-

一
r’
“

一
‘

’

一 ‘ ’

一
‘

变分解分别就是完全解的下
、

上限
,

即

6
.
SM

,

/
a Z

《笋( 6
.
54几子,

/

a Z

(
4

.

9 )

对于同样的许可场 (a)
,

由经典界限定理则得

6M 刀矛《夕簇SM 叮了 (4
.
10)

比较则见此上
、

下限相差太大
.
应当注意

,

当刀= l
.
O 95 M

,

及刀= Z M 叮斌万 时
,

f ( M

‘

刀> 0
,

即 M
‘j

C 中
“ ,

但此时 M
‘, 〔刃

‘ .

对此弯矩函数
,

若使用经典的界限定理将导致荒谬的 下 限

值
,

但应用本文公式却能得到较准确的结果
。

( b) 蔽一卜
一

乞
一 ,

风一 ,
,

研一
(
卜

一

士
一

)

几

此 斤1
1
“
2
一
(

, -
r Z 、 刀2

-r 一 咬一 I
刀牙

一

万

(孟
一

/ 工v1 于
计算后同样得 刀== l

.
O 95 M

, ,

夕
产
二 6

.
57M

,

/ 梦
.
由定

理3及其推论将分别得到与 (4
.
8)

、

(
4

.

的完全一致的答案
.
而由经典的界限定理则将给出

4M
,

/
a Z

( 夕 ( 6
.93M

,

/
a Z

(
4

.
1 2

)

(
e

) M

,

= l 一 石「 风一 ‘,

研 一
(卜公)凡

计算得 :一

六冬
一

、
,

、一 6
·

4 5

、/一 由定理 3则得到同样的界限值“
·

。,
·

而由经典

的界限定理将求得

6M 刃梦《夕( 6
,

邪 M
,

/ 梦 (4
.
12 )

此问题的准确解为笋 = 6
.
51 盯

,

/a

2 〔’“’.

分析比较以
一

h 结果
,

可见对于简单选取的不同许可场
,

本文公式能够给出几乎一致的结

果
,

此说明这些公式本身具有较好的稳定性
.
这是由于变分式 笋

‘

和 点函数并对许可场有较

强的调节能力
,

因此所求得的结果亦较经典法更接近于准确解
.
由经典 的界限定理给出的结

果 (七 10 )
、

( 4. JI ) 及 (4
.
12 )摆动较大

,

其上
、

下界的相对误差 (夕
_
。几一吩 口/分分别为31 肠

、

45 肠及巧肠、 而本文公式给出的界限值 (4
.
的相对误差仅为0

.6肠
,

其中最佳的变分解
_
M

,

尸

犷
z
= 6

。

5
一一二犷~

召 ,

的相对误差为0
.
15 肠

.

本文在完成过程中曾得到钱伟长教授及研究员潘良儒先生的亲切关怀和指教
,

并承蒙薛

大为教授提出宝贵意见
,

作者在此 一并表示衷心感谢
,
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