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摘要: � 在 Sarma 和Zacharia的工作基础上, 改进了单晶晶体弹粘塑性本构模型的积分算法, 并采用

改进的欧拉法结合迭代方法求解, 特点是稳定性好计算效率较高�� 然后用上述模型及算法研究

了: 1)在单向拉伸和平面应变压缩变形下单晶塑性各向异性的特点; 2)晶体模型中的主要材料参

数(应变率敏感指数 m 和潜硬化比率 q )和加载应变率对单晶塑性各向异性的影响; 3)沿不同的晶

体方向加载对滑移系启动的影响��
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引 � �言

金属通常都是多晶体,多晶体的变形是与其中各晶粒的变形行为相关的,研究金属单晶体

的变形能使我们掌握金属的变形过程, 有助于进一步了解多晶的变形,另外单晶材料在工程上

的应用也日益广泛, 如单晶高温合金涡轮叶片,单晶导体等��晶体的塑性变形主要变形机理是

晶体在一定的晶面上沿一定的晶向借助于位错的运动而滑移��在一定的条件下,滑移系的数

量是有限的,所以单晶的力学行为是取向相关的��

描述晶体塑性各向异性的模型主要有宏观唯象模型(如 Hill模型等)和基于滑移机理的晶

体塑性模型��晶体塑性模型初始由 Taylor 和 Elam[ 1]建立, 后经 Hill和 Rice[ 2]发展并用于有限

变形分析, 为了避免率无关模型中开动滑移系的不完全确定问题, Peirce[ 3]等采用了率相关本

构关系��此后的许多关于单晶行为的本构描述大多是建立上述工作基础上[ 4~ 9] ,这些公式的

推导应用了变形梯度的乘法分解[ 10] , 将变形梯度分解成弹性变形梯度和塑性变形梯度,弹粘

塑性方程通常是表达在中间构形上[ 11, 4~ 6] , 这些方程向当前构形变换得到当前构形下的晶体

响应��晶体本构方程的求解已有许多积分方法[ 11, 3~ 8] , 对于表达在中间构形上的本构方程,当

前方法是用隐式或半隐式积分本构方程,在控制方程中根据变量(在[ 4]中是应力, 在[ 5]中是
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滑移系剪切率, 在文 [ 6]中是塑性变形梯度 )选取不同, 积分方法有所不同�� 如 Sarma 和

Zacharia[ 11]选择弹性变形梯度作为控制方程的变量, 并用后退欧拉法求解, 这种方法简单、直

接��

本文所提出的晶体塑性本构方程的算法,是对文[ 11]中算法的改进, 不同之处是用改进的

欧拉法和Newton_Raphson方法对弹性变形梯度演化方程求解��晶体塑性模型是基于晶体的塑

性变形的物理机理能够描述晶体的各向异性力学行为��本文用模型分析 FCC 单晶的塑性各

向异性有两个特点, 一是考虑了平面应变压缩变形(轧制) ; 二是采用不同取向的等效应力应变

曲线和不同等效应变下的等效应力在晶体各取向上分布来共同描述晶体的塑性各异性��通过

计算分析得到了一些有意义的结果��

1 �本 构模 型

按乘法分解,总的变形梯度 F 表示为

� � F = F
*
F

P
, detF*

> 0, ( 1)

� � F
*

= R
*
U

*
, ( 2)

式中 F
P是塑性变形梯度,假设塑性变形过程中体积不变,则detFP

= 1�� F* 是弹性变形梯度,

R
* 表示点阵旋转张量, U

* 表示晶格畸变的右伸长张量��考虑( 1)式,现时构形的速度梯度张

量为

� � L = �F*
F

* - 1
+ F

* �LP
F

* - 1
, ( 3)

其中塑性变形梯度为

� � �LP
= �FP

F
P- 1

= �
�
����P�, �P� = s

� � m
�
, ( 4)

式中 ���表示第�滑移系的滑移剪切率,施密特因子张量 �P�表示为中间构形第�滑移系的滑移
方向单位矢量 s

�与该滑移面的单位法向矢量 m
�的张量积��

单晶体弹性本构关系在中间构形上可以表示为

� � T
*

= l [ E
*

] , E
*

=
1
2

( C
*

- I) , C
*

= F
* T
F

*
, ( 5)

l [ E
*

] 表示四阶弹性张量 l 与格林应变张量E
* 的双点积,用张量的分量表示为 lijklE

*
kl�� I是

二阶单位张量�� T* 是第二类 Piola_Kirchoff应力, 与柯西应力 � ( Cauchy)的关系为

� � T
*

= (detF*
) F

* - 1�F* - T�� ( 6)

常用的一种单晶粘塑性本构关系用( 4)式中的 ��和�滑移系上的分切剪应力 ��及临界分
切剪应力 �̂�来描述

� � ��� = ��0
��

�̂
�

1/ m

sign( ��) , ( 7)

式中 m为应变率敏感指数, ��0是参考剪切应变率�� 在中间构形上,分切剪应力 ��可表示为二

阶张量( C
*
T

*
) 与二阶张量 �P�的双点积,表示为

� � �� = ( C
*
T

*
) � �P� , ( 8)

这里硬化模型采用双参数硬化模型[ 3] , 临界分切剪应力 �̂�演化方程可表示为

� � �̂
�
�

= �
�

h�� | ��� | , ( 9)

� � h�� = qh + (1- q) h���, ( 10)
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� � h = h0sech
2 h0 �
�s - �0

, ( 11)

� � �= �
�

| �
�

| , ( 12)

式中 h0, �s 是材料参数, �0是所有滑移系上临界分切剪应力的初始值�� q 是潜硬化比率�����
是Kronecker符号��

由( 3)、( 4)可得弹性变形梯度演化方程

� � �F*
= LF

*
- F

* �L P�� ( 13)

2 �计 算方 法

给定变形速度梯度 L,求任何时刻单晶体的应力、应变,硬化及晶体方向, 应对非线性方程

(13) 和(9) 进行数值积分�� 用改进的欧拉法[ 12] 将(13) 式离散成时刻 t到 t + �t的增量形式

� � F
*
t+ � t = F

*
t +

1
2
� tLt+ � tF

*
t+ � t -

1
2
�tF

*
t+ � t � ��t+ � t�P� +

� � � � � � 1
2
�tL tF

*
t -

1
2
�tF

*
t � ��t�P� �� ( 14)

在上式中,假设 t时刻的变形梯度F
*
t ,硬化 �̂�t 已知,给定变形速度梯度 Lt+ � t ,将硬化 �̂

�固定在

当前值,那么用隐式迭代法可求 F
*
t+ � t��

考虑到硬化 �̂�的上述假设, 在 t + �t 时刻( 7)、( 8)、( 5)、( 6)分别表示为

� � ���t+ � t = ��0
��t+ � t

�̂�t

��t+ � t

�̂�t

1/ m- 1

, ( 15)

� � ��t+ � t = ( C
*
t+ � tT

*
t+ � t ) � �P�, ( 16)

� � E
*
t+ � t =

1
2

( C
*
t+ � t - I) , C

*
t+ � t = F

* T
t+ � tF

*
t+ � t , ( 17)

� � T
*

= l [ E
*
t+ � t ]�� ( 18)

利用Newton_Raphson方法求解方程( 14) ,它的第 k 次迭代残值R
k 为

� � R
k

= F
*
k - F

*
t -

1
2
�tLF

*
k +

1
2
�tF

*
k � ���k�P� -

� � � � 1
2
�tL tF

*
t +

1
2
�tF

*
t � ���t �P� �� ( 19)

其数值迭代格式为

� � DR
k
( F

*
k ) [ �F

*
k ] = - R

k
, ( 20)

� � F
*
k+ 1 = F

*
k + �F*

k , ( 21)

式中 DR
k
( F

*
k ) 是四阶张量,表示 DRk 对F

*
k 求导,通过推导, ( 19)式左边表示为

� � DR
k
( F

*
k ) [ �F*

k ) = �F*
k -

1
2
�tL�F*

k +
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2 �t �F

*
k �

N
s

�= 1
����P� +

1
2 �F

*
k �G

*
k , ( 22)

� � �G*
k = �k [ �T*

k ] , ( 23)

� � �k = �
�

d���K
d�
�
k

( �P� � �P�) , ( 24)
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k = ( �F* T

F
*
k + F

* T
k �F

*
k ) T

*
k + C

*
k l [ �F

* T
k F
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k ]�� ( 25)
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由( 22) ~ ( 25)式可求四阶张量 DRk
( F

*
k ) , 用分量形式表示为

� � D ijkl = D
0
ijkl + D

1
ijkl + D

2
ijkl + D

3
ijkl , ( 26)

其中

� � D
0
ijkl = �ik�jl -

1
2
�tL ik�jl +

1
2
�t�ik�L P

lj , ( 27)

� � D
1
ijkl =

1
2
�tF

*
ip �pjlnF

*
ktT

*
tn , ( 28)

� � D
2
ijkl =

1
2
�tF

*
ip �pjmnF

*
kmT

*
ln , ( 29)

� � D
3
ijkl =

1
2
�tF

*
ip �pjmnC

*
mqlq nlsF

*
ks�� ( 30)

由( 20)和( 22) ~ ( 26)可求出 �F*
k 的九个分量,然后由(21) 式可计算 F

*
k+ 1,重复上述迭代

过程直至满足收敛要求, 得到 F
*
t+ � t , 然后利用方程( 9)更新滑移系上临界分切剪应力

� � �̂�t+ � t = �̂
�
t + � t̂�

�

t , ( 31)

再分别用( 2)式, ( 15) ~ ( 18)式和( 6)式计算 R
*
t+ � t , T

*
t+ � t , �t+ � t��

3 �计算结果及分析

假设晶体弹性是各向同性的, 四阶弹性张量可以表示为

� � lijkl = �(�ik�kl + �jk�il ) + ��ij�kl

式中 �和�是拉梅常数,该模型材料是Cu,面心立方, 滑移系为 111 �110�, 滑移系符号如表
1所示,材料参数[ 3]为: �= 23. 4 GPa, �= 35. 1 GPa, m = 0. 01, ��0 = 0. 001 s- 1

, q = 1. 0 ~ 1.

4, h0 = 541. 48 MPa, �0 = 60. 84MPa, �s = 109. 51 MPa�� 假设拉伸变形时变形速度梯度(单位

s- 1
) L11 = L 22 = - 0. 5, L 33 = 1. 0,其他分量为零;而平面应变压缩变形 L11 = 1. 0, L33 = - 1. 0,

其他分量为零��
表 1 滑移系符号

符号 滑移系 符号 滑移系

A1 ( 111) [ 01 1
-
] C1 ( 1

-
11) [ 011

-
]

A2 ( 111) [ 1
-
01] C4 ( 1

-
11) [ 101]

A5 ( 111) [ 11
-
0] C6 ( 1

-
11) [ 1

-
10]

B3 ( 1
-
1
-
1) [0 1

-
1
-
] D3 ( 11

-
1) [ 0 1

-
1
-
]

B4 ( 1
-
1
-
1) [ 101] D2 ( 11

-
1) [ 1

-
01]

B5 ( 1
-
1
-
1) [ 1

-
01] D6 (1 1

-
1) [ 110]

为了全面分析上述模型对晶体的各向异性描述能力及算法的初步验证,沿晶体各晶向进行拉

伸变形模拟,而由于 FCC 晶体的对称性, 在极三角形[ 001]、[ 101]、[ 111]中, 选取一系列晶向,

沿这些方向对晶体进行拉伸变形,得到等效应变分别为 0. 005 8, 0. 01, 0. 1, 0. 3时的等效应力

(Mises等效应力与初始临界分切剪应力之比)与晶体取向的分布关系以及沿一些典型晶向的

拉伸等效应力应变曲线如图1、图2所示��由图1可以看出,随着晶体方向的不同,一定等效应

变下等效应力的大小有很大的变化��当等效应变为 0. 005 8时, [ 111]方向的等效应力最大为

3�521 4,而[ 102]方向的等效应力最小为 2. 400 5, [ 101]方向的等效应力为 3�056,比[ 111]方向

的要小;当等效应变为0. 01时,等效应力最大值的方向已发生变化,已变为[ 101]方向,其值为
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( a) 等效应变为 0. 005 8� � � � � � ( b) 等效应变为 0. 01

( c) 等效应变为 0. 1� � � � � � ( d) 等效应变为 0. 3

图 1� 拉伸等效应力与取向的关系 m = 0. 005, q = 1. 0,�� = 1. 0 s- 1

图 2� 晶体取向对铜单晶拉伸应力_应变曲线的

影响 ( m = 0. 005, q = 1. 0, �� = 1. 0 s
- 1

)

4�759 7,而[111]方向的值为 4�294 1,而最小值的方

向逐渐向[ 001]方向偏移,最小值为 2. 623 0��随着

拉伸等效应变的增大, 晶体各方向的拉伸等效应

力及相同应变下的等效应力的最大值与最小值的

差值也不断增加,但当应变增大到某一值时,应变

的继续增大,等效应力似乎不再增加,应力达到饱

和,如图 2所示, 随着晶体方向的不同, 晶体的加

工硬化速度及应力达到饱和时的应变也不同,

[ 101]方向的硬化能力最强, 硬化速度最快, [ 111]

方向次之, 而[ 001]方向的硬化能力最弱, 硬化速

度最慢;当等效应变约大于 0. 1时, 饱和应力水平

并不完全随晶向的变化而变化,而是分成五级,在

图2上形成 5条近似水平线,而在极三角形中形成图1( c)所示的五个应力响应不同的区域,各

区域的等效应力几乎相等;此后随着应变的增加,各区域中的等效应力变化很小,各区域的大

小略有变化,如图1( d)所示,但由图1 ( d)和图 2可以看出在各区域边界上的晶向上拉伸,其拉

伸应力应变曲线呈现明显的拉伸软化或硬化,如[ 114]、[ 305]、[ 415]等��

115率相关晶体塑性模型的塑性各向异性分析



图 3� m, q 和��对[ 0 0 1]方向拉伸应力_

应变曲线的影响

随着拉伸加载晶向的不同, 晶体滑移系的启

动状况不一样, 沿[ 001]方向拉伸,晶体有 8个滑

移系( A1, A2, B3, B4, C1, C4, D3, D3)同时启动; 沿

[111]方向有 6个滑移系( B3, B4, C4, C6, D3, D6)

同时启动, 而沿[ 101]方向有 8个滑移系分两组,

第一组 A1, A5, D3, D6 是主要滑移系先启动, 而

第2组 B3, B5, C1, C6是次要滑系后启动; 沿其他

方向, 可启动滑移系一般 6~ 8个, 分多组先后启

动��

在上述单晶体粘塑性模型中, 主要参数的改

变会影响模型对晶体硬化能力的描述, 如增大应

变率敏感指数 m、潜硬化比率 q ,有利于提高模型

( a) m = 0. 05, q = 1. 0, �� = 0. 01 s- 1� � � � ( b) m = 0. 005, q = 1. 0, �� = 1. 0 s- 1

图 4� m, q 和��对等效应力分布的影响(等效应变为 0. 1)

图 5� 欧拉角的定义

的硬化能力;同样,加载条件如应变率��的变化,对晶体模

型的应力应变响应也有很大的影响, 应变率 ��越大,应变

硬化越强,应力水平越高,如图3所示�� 比较图4、图1( c)

可以看出 m, q 和��对拉伸等效应力与取向关系的影响,

在极三角形中, 等效应力的大小随 m, q 和��的变化而变
化,而应力的分布仍呈现五个等应力区,各区域的相对硬

化能力没有发生变化, [ 101]区域方向的硬化能力最强,

[ 111]区域次之,而[ 001]区域最弱,但部分区

域的大小与边界的形状有所变化,如图 4( a)中的[ 101]区

域的边界向中部迁移,区域面积扩大,而图 4( b)中与[ 001]相邻区域的面积显著缩小��下面考

虑平面应变压缩变形时单晶塑性各向异性的特点��

假设晶体坐标系 xyz与整体坐标系XYZ之间的关系用图5所示欧拉角表示, 其中 Z轴是极

三角形[ 001]、[ 101]、[ 111] 中的晶面法线�� �角的改变对晶体的拉伸变形没有影响,即任一方

向的拉伸等效应力应变响应和任一等效应变下的等效应力与取向的关系不受 �角影响; 但 �

角的变化对单晶体在平面应变压缩变形下的塑性各向异性影响显著,如图 6所示,由该图可以
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看出: 随着 �角的变化, 等效应力相同的区域在不断地改变, 各区域的等效应力的大小也在变

化, �= 0�时[ 101] 区域比[ 111] 区域的等效应力高, 硬化能力强,而 �= 30�时[ 101]区域与

[111]区域的等效应力相等��与拉伸情况类似的是[ 001]所在的区域,晶体的应变硬化能力仍

是最弱的��

( a) � = 0� � � � � � � � � � � ( b) � = 30�

图 6� 平面应变压缩应变下, � 的变化对等效应力与晶体取向关系的

影响 m = 0. 005, q = 1. 0 ,等效应变为 0. 1

图 7� Z 轴在[ 111]方向上 � = 30�时激活

滑移系应变曲线

在拉伸时欧拉角 �的变化对晶体滑移系的启

动状况没有影响,但在平面应变压缩时, �的变化

对晶体滑移系的启动状况有很大的影响, 当整体

坐标中的 Z 轴沿晶体的[ 001] 方向, � = 0�时,晶

体中有滑移系 A2、B4、C4、D2同时启动, 而 � =

30�晶体的启动滑移系分两组,一组是 C1、D3, 另

一组是 A1、B3, 前一组是主要的, 后一组是次要

的��当 Z 轴沿晶体的[ 101] 方向, � = 0�时, 有

A1、A5、B3、B5、C1、C6、D3、D6 同时启动, 而 � =

30�时,启动滑移系分两组,主要的一组是 A5、D3,

另一组是A1、D6,当 Z 轴沿晶体的[ 111] 晶向, �

= 0�时,滑移系分成两组,主要的一组是 C6、D6, 另一组 B3、B4是次要,而当 �= 30�时, 启动

滑移系如图7所示, 8个滑移系先后起动,对变形影响最大的滑移系是 D3��

4 �结 � �论

本文改进了有限变形下单晶晶体弹粘塑性本构模型的积分算法, 并用于计算 FCC单晶晶

体的塑性各向异性��它是基于变形梯度乘法分解,将变形梯度分解成弹性部分和塑性部分��

变形历史以变形速度梯度给出,推导弹性变形梯度演化方程, 这种形式简单、直接��在弹性变

形梯度微分方程求解时, 采用改进的欧拉法是因为它比后退欧拉法的局部截断误差高一阶,理

论上计算精度要高一些��

然后用上述本构模型及算法模拟分析了单晶在单向拉伸和平面应变压缩变形下的塑性各

向异性,讨论了加载应变速率、模型的应变率敏感指数 m和潜硬化比率q对模型单晶塑性各向
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异性的影响��计算结果表明:

1) 模型所描述的FCC单晶在多滑移情况下各向拉伸应力应变响应取向相关,随着等效应

变的增大, 在极三角形中逐渐形成大小不同的五个等应力区, [ 101]区的应力最大, [ 001]区的

应力最小��

2) 在区域交界上拉伸应力应变曲线不是饱和的,应力在其相邻区域之间变化, 意味着这

些取向上的变形可能是不稳定的��

3) 平面应变压缩时轧制方向( RD)的变化对单晶体塑性各向异性的性质有很大的影响��

4) 应变速率、率敏感指数 m 和潜硬化比率 q 的变化对取向应力应变响应有很大的影响,

但对极三角形中等应力区域数量及相对大小影响不大��

5) 加载路径及取向对滑移系启动有很大的影响��
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Abst ra ct: An algorithm for single crystals was developed and implemented to simulate plastic

anisotropy using a rate_dependent slip model. The proposed procedure was a slightly modified form of

single crystal constitutive model of Sarma and Zacharia. Modified Euler method, together with New-

ton_Raphson method was used to integrate this equation which was stable and efficient. The model to-

gether with the developed algorithm was used to study three problems. First, plastic anisotropy was

examined by simulating the crystal deformation in tension and plane strain compression respectively.

Secondly, the orientation effect of some material parameters in the model and applied strain rate on

plastic anisotropy for single crystal also is investigated. Thirdly, the influence of loading direction on

the active slip system was discussed.

Key words: constitutive behavior; crystal plasticity; anisotropy

119率相关晶体塑性模型的塑性各向异性分析


