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摘 要

本文研究无病态杆的超静定析架的杆数
、

自由度数和实现满应力的工况数之间的关系
.

文中 不 仅

修正了 R
.

H
.

G al la g h e r
等人的结论

,

而且阐述了对工况性态 (数目
、

大小和方式) 的选择条件
.

指

出某些反例恰恰是违背工况选择原则的后果
.

一
、
月lJ 污

满应力设计是结构设计的传统概念
,

它要求析架的每杆至少能在规定的某个工况下 其应

力达到材料的许可应力
.

满应力设计只考虑对构件的应力约束条件
.

满应力设计的传统任务

是限于结构的材料常数
、

结构的几何形状已定的情况下来选择构件的截面面积
.

应力比方法

是传统的计算方法
.

满应力设计
,

一般而言
,

不仅是最优设计的一个良好起始点
‘”

, ‘: , ,

而且在一定条 件 下

就是最优的结构设计
‘3 ’. R

.

L
.

B a r n e tt和P
.

C
.

H e r r m a n n “ , 以及J
.

B
.

B
.

O w e n ‘” 曾研

究过单组工况的情形
.

作者
‘“’和胡守信

「”
,

曾把对析架杆件的应力约束条件转化为对节 点独

立位移的约束条件
.

本文是「6 〕的推广
,

研究多工况下超静定析架的满应力设计问题
。

E
.

T ra u m 和 W
.

Z a -

le w s k i‘
吕’,

P
.

D a y a r a tn a m 和5
.

Pa tn a ik ‘
. ’, ‘’o ’,

以及R
.

H
.

G a lla g he r 〔“ ’
都曾研究过析架

满应力设计中的杆数
。、

自由度数m 和工况数P的关系
.

文献 〔1 1〕认为
,

实现满应力的工况数

目是 p > 带
一 然而

,

由于他仅从满应力设计迭代方法收敛的角度出发
,

毫未顾及到工况性

态 (大小与方式 , 的要求
,

故数 目户令
是偏大的

·

可以举出反例
‘’‘, , ‘’3 ’,

或 者户令
不能实现满应力

,

或者尽管 、令
却实现了满应力

〔”
·

本文将工况性态 (数目
、

大小和方式) 在满应力设计中全局的
、

统一的考虑
.

在〔引的基

础上
、

进一步阐述位移允许区域犷—
通过对称正定线性变换算子 (B

,

K B )

—
与其对应的

载荷允许区域口的关系
.

文中首先研究析架是否
“

病态
”

.

给出判另lJ析架
“

病态
”

的充要条

件
.

在适当调整各杆的材料常数 (E . ,

衅)
、

形状参数 (b.
, )和杆长 (l.) 之后

,

可以消除析架的

炸中万姗推荐
.
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“

病态
” .

其次
.

对无病态的析架
,

文中引进卞列诸概念
:

应力集度
s ; 满应力度数

r ; 满应

力位移 基底矢量嘴矿以
; ; 满应力载荷基底矢量 {P

‘
} ;

一 , .

从而将问题提法归结为正反两个互

逆的问题—
正问题和逆 问题

.

指出实现满应力设计的最少工况数 目是析架本身的满应力度

数
,

即 , 一
r(、黝

·

本文特别就自由度。一 2 的。架
,

详尽地论述了对工况性态的要求
,

明确

指出
:

在最少工况数 目P ”
, 确定之后

,

工况性态的选择范围是二维载荷空间中的一 个 无 限

角形开区域与一条半无限直线
.

或者表为三维空间的一个无限角形开区域
.

文厂1 2 〕
、

〔1 3 」的

反例
,

正是违背工况性态选择原则的结果
,

并非源于该例工况数 目 P = 2的不当
.

对于自由度 m > 2 的情况将在 另文研究
.

二
、

问题的概述

众所周知
.

由 n杆组成的具有优个 自由度的析架设计问题
,

可归结为求解方程组

B T 尸 = 尸 (2
.

1)

F 二 K d (2
.

2 )

占= B u (2
.

3 )

式中
.

符号

F 二 (尸 1 ,

F
Z ,

⋯
,

F
”

杆件伸长量列矩阵
; 。二

是杆件内力列矩阵
.

上角
“
T

”

代表转置 ; 占= (占
: ,

占: ,

⋯
,

占刁 , 是
u , , u : ,

⋯
, “动 ,

是析架节点独立位移的列矩阵
; 尸= (尸: ,

P : ,

⋯
,

尸. )
少

是析架节点处独立外载荷的列矩阵
;

,

b l ,
bl: ⋯ ⋯ b l 。

二一

}竺
二

竺二卜
b
。 ,

b
。 :

⋯ ⋯ b
。。{

是表征析架外形的
” x m 阶的形状参数矩阵

.

B 的第材于 尸 = (认
、 ,

饥
2 ,

⋯
,

b
‘

动 对应着第 i杆

L ‘的形状参数
。

B 的秩数为m
.

B 的任意m 个线性无关的行向量称为结构的一个静定基
;

八U

22

J

介

口lk

K 二 I
! 0

k t 一二
E ‘A ‘

l
- > 0

k
”。

是主对角线非零 寿“ ) 。
, ’

其余均为零元素的析架的
。 义 。阶刚度矩阵

,

第 i 杆L
‘

的弹性模量 为

E
. ,

许可应力为试 杆长为几
,

横截面面积为A ‘,

线刚度为从
, .

应力约束条件是

!口
‘

!( 。气 (i= r
,

2
,

⋯
, n ) (2

。

4 )

使用节点的独立位移来表示平衡方程 (2
.

1) 和应力约束条件 (2
.

4)
,

有

(B , K B )u = P (2 5 )

加
尸
叫和

: (l’一 ‘
,

2 , “一。
(2

.

6 )

引进无量纲的量
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“‘

一考
‘一

‘一 寿
。? 一

声

尸
,
一

令

一聋
(2

。

7 )

和矩阵D
,

它的第i行元素是

D
‘
二

一

2 一

C ‘

“‘
一

亩
一‘“

‘1 ,

“
, 2 , ·

⋯ “
, 仇 , (2

.

8 )

则 (2
.

5 )
、

(2
.

6 )两式可表为

(B
T

兀B) ‘= 尸 (2
.

9 )

}B
‘幻, ( c , (‘= l

,

2
,

⋯
, n ) (2

.

10 )

式中
,

l是某特征尺寸
,

比如可取某杆的长度
、 尸是某特征载荷

,

比如可取某载荷或某载荷的

一个分量
.

位移叮二 (。: ,

碗
,

⋯
,
。司

,

和载荷 P = (P
, ,

P : ,

⋯
,

尸耐
,

分别构成 n : 维的位移空间和载荷空

间
,

方程 (2
.

9 )代表由叮空间
,

通过正定对称线性算子 (B
T

瓦B )
,

到尸空间的一对一的映射
,

原

点对应原点
.

也可理解为。维空间中自身的一个坐标变换
.

为了书写的方便
,

往后
,

仍把无量纲化的量叼
,

尸
,

尺
,

⋯记为“ ,

尸
,

K
, ·

⋯

定义 I 烧维空间中
,

集合厂
‘
= 厂

‘才u ; {B
‘u , ( c ‘卜

中的点
、 = (u l , 。: ,

⋯
, u 。)

?

称为第 i 干于

的允许位移
,

或者称为允许位移矢量
.

显然
,

集合价是关于原点对称的
、

相互平行的两个超平面夕
u = c , ,

尸
u = 一 c ‘

所夹成的

带形区域
.

它边界面上的点 u .

使得第i杆达到许可应力试
,

集合犷
,

之外的点使第 i杆破坏
.

定义 2 在 。 维空间中
.

集合 厂
‘

(i 二 ,
,

2
,

一
,

n) 的 交集 V = 门犷
‘

称为析架的位移
。的

允许区域
.

犷中的点
u称为允许位移 (或称允许位移矢量 )

.

厂的边界 口F 称 为位移约束曲面

(它是由若干超平面组成 )
.

显然
、

位移允许区域 犷是关于原点对称的
、

封闭的
、

凸的多面体
.

边界口厂上的点将至少

使一杆达到满应力
.

a犷的角点位移沪将使与经过该点的满应力超平面相对应的各杆 同 时 实

现满应力
.

记其杆数 为
; ,

因B 的秩数为。
.

故仇( : 簇 n
。

定义 3 在满足应力约束条件 }。
‘

}( 。了(i = l
,

2
,

⋯
,

幻之下
,

无论怎样的工况均不能使析

架某杆众达到满应力
,

则称该杆L
‘

为此析架的
“

病态杆
”

、

此析架称为病态衔架
.

定理 1 析架的第 i杆L
‘

为病态杆的充要条件是至少存在第j杆L , ,

和某一位移 u 。 ,

使得

IB ‘。“

!二 。‘,

}B J u 。

}> c , .

定理的几何意义是说
:

第 i杆为病态杆的充要条件是它的一对满应力超平面永 远 位于位

移允许区域犷的外部而不与厂相接触 (相交或相切 )
,

再根据胡守信‘7 ’的定理 l
,

立刻得到

定理 2 衍架无病态杆的充要条件是对任意一组静定基 乙
: ,
L

: : ,

⋯ L
,

(相应的形状参数

行列式加etD 响一
。

)和任意的另一杆L,( , 今 ; 1 ,

‘2
,

一
, (相应的形状参 数为尸一护

夕

)
,

总有下面的不等式成立

{d
e t D z , : ⋯ , .

}+ {d
et l〕

; 1 , , 3
.

二 , .

}+ ⋯ + }d
e t 刀 : , , 2 一 、}》 !d e t D

; : ; : 一 : ,

1 (2
.

1 1)
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定理的几何意 义是位移允许区域 厂 与每杆的满应力超平面 !D
‘“

卜 l( ‘= l
,

2
,

⋯
,

n) 必

相接触
。

区域犷是由材料常数 (E ‘, 。扩)
、

形状参数 (b. 办和杆长八所唯一决定的
。

边界口犷 的构成能

直接判别析架是否病态
.

病态析架是不能实现满应力的
。

但适当的调整上述诸量就可以清除

“

病态
”

成为
“

正常
”

析架
。

本文下面的讨论是建立
“

正常”
析架的满应力设计问题

。

定义 4 犷的边界口犷的角点所含满应力超平面的数目
; , 勿《

s
《

n ,

称为析架的一个应力

集度
.

因此
,

与应力集度
s
所对应的位移妒

,

可在工况尸
,
二 (B

, K B )u. 之下
,

使
、
根杆实现满应

力
.

令犷的角点中 最大的应力集度为
s 、,

相应的角点位移为矿
, 其余的(。一勺) 根杆在 犷 的

角点中最大应力集度为
s : ,

相应的角点位移为
“2 ; 再余下的 (n 一

‘: 一几) 根杆的最大应力集度

为 5 3 ,

相应角点位移为ua ;
·

⋯ 若注意到 厂是关于原点 O对称
,

超平面
。‘

一O一 (一。
l) 将 犷平

分为两部分
,

故上述的选择
s : , 5 3

⋯和。“ ,

矿
,

⋯只需在其一侧进行下去
,

最 后 直到这一侧的位

移约束曲面上至少有一点属于所选取的角点位移
.

这样
,

由日犷得到一组角点 位 移
“‘, “么 ,

⋯
,

矿和相应的应力集度
; , , s : ,

⋯
, 。, ,

且
n》。1

》处) ⋯ )
‘,

) l
。

定义 5 。维空间中
.

集合

口= 口{尸; 尸二 (B , K B )。
, 、 任犷卜

称为载荷允许区域
.

显然
‘

口是。维空间中关于原点O对称的
、

封闭的
、

凸的多面体
.

口与 犷通过正定对称线

性算子 (B
r

K B ) 构成一对一映射
.

边界a口与边界a犷相对应
.

定义 6 根据犷的应力集度
n
》

: 1
> 孔) ⋯ ) s ,

> 1所确定的位移 矿
, “名,

一
,

犷 称为析架的

满应力位移基底
。

与之对应的口中的载荷 尸
‘
= (B

T

K B )矿 (云二 1
,

2 ,

...
,

r) 称为析架的满应力

载荷基底
.

数目
r称为析架的满应力度数

.

尽管ul
, “2 ,

⋯
,

u’的选择一般而言并不唯一
,

但是
,

数目
; ,

即满应力 度数
,

却是由析架

本身所唯一决定的
.

定理 3 设正常析架的应力集度为sl ) 几) ⋯> s. ) 1 ,

与之相对应的位移基底 为 ul
,

矿
,

⋯
,

丫
,

则实现满应力的最少工况数 目户为析架的满应力度数
r ,

P二 r .

且工况是载荷基底尸
,

二

(B
,
K B )“

,

(i二 一, 2 ,

⋯
, r )

.

显然
,

由于应力集度
5 1 , 5 2 ,

⋯
, s ,

的存在
,

故 P== : (

时
.

即得 G al la g h e r川 ’的结论
:

称 、 r ,

n 肠
、甲,

—
。

曰
.

且
沪

U心习谷l= 落呈. ” ’

= 盆f

= 阴
邢

一

卫

1It
当。能整除

。

(2
.

22 )

〔
一

令〕+q
当 m不能整除

”

f..,..少、.. .l
.t

一一r一一P

式中
, 。为小于 二 的某正整数

.

〔令}
代表
令

的最大整数值
.

冯元生
「’2 ’
的反例就是违背载荷的选择原则导致否定P= 2的正确结论的

。

两个互逆的问题
。
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(l) 第一问题—
正问题

:

对完全确定的正常衔架 (已知 E
‘,

试 b
‘, ,

l
‘

和 七、
,

应

至少需要怎样的工况性态 (数 目
、

大小和方式) 才能实现衔架的满应力 ? 若增多
一

E 况
,

应按

何种规律才不致破坏原析架的满应力设计要求?

( 2 ) 第二问题一
一

逆问题
:

对给定 凡
,

试
,

b
‘ , 和 几的待确定截面面积 且

‘

的衍架
,

应

怎样恰当的给定工况性态 (数 目
、

大小和方式)
,

才有可能选择杆 系的 ha 积 A ‘(: 二 1
,

2
,

⋯
,

幻
,

使得刚好在这组工况下衍架实现满应力设计 ?

关于第一问题—
正问题的回答是简单的

.

因为这时位移允许区域 U 是 确 定的
, : 、, ; : ,

⋯
,

知和ul
, ““ ,

一
,

u’是已知的
,

故最少的工况数 目p =
: ,

且工况性态为

尸
‘
= (刀 , K B )。

,

(i~ l
,

2
,

⋯
.

r) (2
.

13 )

若增多工况
,

则只要载荷位于与厂对应的载荷允许区域口内即 可一

关于第二问题 一一逆问题
,

本文仅就。= 2 的情况详细讨 沦
,

。> 2 的情况在另文 研究
.

三
、

自由度 m 二 2 的平面析架

图 1 表示阴 = 2 的 n
杆正常析架的位移允许区域 犷

,

应力集度为
: ;》几夕⋯》补》l ,

满应

力度数是
r , r簇牛

-

= 一势
- .

当且仅当
: , = 。: ~

一
: ,

~ : 时
,

有
盯‘ ‘

当 n
为偶数时

(3 一 )

当 n为奇数时+
, .
!
一

一n一9自

n一9自一

=r一一P

例 1 (正问题) 图 2 所示 5 杆衔架
,

已知参数 (为简单起见)

e l == 创 3

c 一= 2
,

斌万
3

,

一
c a
一

,

石 八了 3
石

八JZ

一一C

c 。= 斌玄 (a
)

k l一= k : : 二掩
。a
~ 浇“ = 寿

。。
= 1 {
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试求满应力度 数
r ,

满应力位移基底和载荷基底以

及载荷允许区域 口
,

解
:
形状参数矩阵

,

口

、

;
z

互
艺

互
2

一
0
�‘..�l

2

斌了
2

一几J一厂一Q自

l一2一l
l
es!||、\

.

一一B

分孕~

}}}

‘城城
\\\

兀兀兀才才斌斌斌秀州州州 方程 (2
.

10) 表示的位移约束方程为

l

了
“, 一 ( 斌了

, }
“1

,、粤斌 丁材
3一V一2

} 1
,

二 丫了
~

}丁
“ , 下 一

百一
“ 2

一

, 3
,

—
气了丫 3 }

。:

}簇 2 ‘
_

e )

图 3
! 斌了

.

斌百 ! _ ,

一
I 一 一二丁一 “ l十

—
“ 2 1 畏食

习 2
j 艺 艺 诊

少、�

、.矛/3一2

一
位移允许区域。如图 3的实线框内部

,

角点 ; ‘

二 ( 。 : )
, , 。2

二‘一粤了了
、 乙

灼应力集度

分别是
; , 二 3

, s :
= 2

。

因此
,

析架的满应力度数
; ~ 2 ,

从而 P= 2
.

与 ui
, ““

对应的满应力载

荷基底是 尸“ (方
犷

K B ) 。
‘
= (一 〕 6 )

全 了 3
, ,

一
厂 = 火一丁 ‘4 材 3 一 ‘)

3
, _

一
一

了 气b 一 习
堪

、) )
” 、

载荷允

许区域口是图 3的虚线框内部
.

现在来研究第二问题—逆 问题
。

这时
,

由于厂已知
,

故满应力度数
r和满应力位移基底 ul

, 。 2 , ·

⋯
。 ,

已知
.

怎样恰当的

给定满应力载荷基底 尸
‘ ,

尸
,

⋯
,

尸
, ,

才能存在正定对称线性算子 (B
,
兀B )

,

使得

P
‘= (B T K B ) u ‘ ( i ~ z ,

2 ,

⋯
, r )

成立呢 ?

注意到位移空间与载荷空间都是二维的
,

二维空间的基底矢量是 两 个 (不 平 矛补
,

因

此
,

不妨取 矿
,

沪 和 Pl
,

尸
2

作为它们的基底矢量
;
此外

,

算子 (B r K B ) 是二 阶的
,

含 有

三个待定的元素
。

分两步来研究

( i) 设n = 3 ,

一次静不定衍架
.

要求选择的三杆刚度系数是 k , 1 > o ,

札
:

> 0
,

气
,

> 0
.

将已知的位移 。 ‘= (u 1 , “ , :
) , , “,

二 (u
2 , 。。) 全 和拟给定的工况 尸 = (尸 ; 、 尸, 2

万少
,

尸
艺
~

(尸
2 ,

尸
2 2

) r 用待定的对称正定线性算子 (B 少K B )联系成短阵方程

(B
,

K B ) ( u
‘ 。2

) = (P
,

P
Z

) ( )弓
.

? )

l’l
, “2

为基底
,

故逆矩阵 (ll
‘
扩)

一 ’

存在
,

从而
,

有

(刀刃K 刀 )二 (P
,

P
Z

) (u
, u Z

)
一 , ( :

,

乏: :

或者表为
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艺 乙: , 寿, ‘

乙 b
‘l b

‘:
舜

, ,

乞 b
‘, b‘

:
k“ E b于

:
存‘

,

夕

les|
.

1|
‘

||\
J

、

l

d e t (u
, u Z

)

P r一 P
2 1

P l : P
: :
)(

“” 一 “”

(3
.

4)

一 眯1 2 林1 1

l!习

因此
,

对称正定性质要求

(a) 正定性条件

}P l , P
Z ,

P
Z x

, , 。2 ,

}
2 1

*
: :

{
(u

, u 么)

(3
.

5 )
> O

(3
。

6 )

0
�八口乡夕

1 u 1 2 u Z , 」

d e t (u
, u Z

)

d e t (P
‘

P
Z

)
d e t ( u

‘ u Z
)

(b) 对称性条件

} P l : P
Z :

P 幻 P 一r

}
。, : 。: :

{
一
⋯
。: , : , ,

{
不等式 ( 3

.

6 ) 的几何意义是说ul 转到
““的转向应与Pl 转到尸

2

的转向一致
.

编号与坐标轴转向一致 (右手系 )
.

于是

d e t (u
‘ u Z

) > 0 d e t (P
‘

P
Z

) > 0

不等式 (3
.

5) 表明点尸
2
= (尸

: , P动
,

位于由坐标直线

( 3
.

7 )

今后
,

总假定它们的

( 3
.

8 )

y
。
一

斋
一

尸1艺 ,

‘
。
一

瓮
一
尸1 1

( 3
.

9 、

所分割成的牛平面区域的内部
.

再有
一 ,

等式 ( 3
.

7 )的实质是矢量内积
4

尸
2

·

“二二P
l ·

“2

( 3
.

10 )

说明尸 ,
点在直线

V = 一卫丝
一

X + P , lu : z + P I : u Z :

材1 ,
( 3

.

2 1 )

上
.

此直线与O。
’

直线垂直
。

总之
,

条件 (a) (b) 限制尸
2

在一条半直线上
.

根据 ( 3
.

4) 式得到关于 k , , ,

气
, ,

棍
3

的三元一次联立方程组
,

d e t (u
‘ u Z

) (b矛
,

k ll + b l
,

k
Z :
+ b 互

,
k

ss

) “P 、; u 2 2
一P

: , u 1 2

d e t (u
’ u Z

) (b l , b , 2
左1 , + b

2 1b
2 2
k

2 2
+ b

3 , b
。2
k

3。
)二 尸

: : 。, 1一 P , lu : ,

d e t ( u
’ “2

) (b {
,

k ll + b ;
,

寿
2 2

+ b育
,

庵
。3

) 二 p
: 2 0 1 , 一 尸

1 2 0 2 ,

若杆件编号的次序的转向今后总是采用与坐标轴转向一致
,

则行列式

( 3
.

12 )

△二

b l
,

b
l一b

, 2

鱿
:

帐
:

b
: 1
吞

: 2

b ;
:

b互
,

b
: 、
b

3 ,

b互
2

二 d e t (Q
‘

QZ Q
s
) > 0 ( 3

.

13 )
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方程组 (3
.

12 )的其余克莱姆行列式为

△‘= e . P
、:
+ f

‘
P

、:
+ g ‘P

: ,

式 中
,

e ;二 d e t (R
;

Q
Z

Q
“

)
,

e s
= d e t (Q

,

Q
Z

R
‘

)
,

g : “一 d e t (Q
,

R
Z

Q
3

)
,

胡 定 钟

(i = l , 2 , 3 ) (3
.

1在)

e Z

~ d e t (Q
,

R
,

g r = 一 d e t (R
Z

9 3
= 一 d e t (Q

’

f : = b
Z J b

s ,
b
ol
}d e t (u

, u Z

)

!一一瓦石一一

Id e t (u
‘ u Z

)

(3
.

巧

,rL10
弓.且
么2么

‘

吞
心

O.1..........‘,

f
Z
= b

。, b , ,

f
。
= b

: ;
b : ,

b
3 1

b一
x

b
a :

b
; :

b
l ,

b
: ;

b
: Z

b
: z

d e t (u
, u Z

)
封1 2

Q‘= (b : , b
‘lb

‘:
b 季

:

)少 (f= 1 , 2 , 3 )

n . ,

韶1 一
、

,

代
’

= Lu , “ 一 “2 ‘

命
“2 , )

‘

R
Z
一 ‘“1

一
“, ,

瓮
一“ : 1 ,

,

(3 16 )

方程组 (3
.

1 2 )有正的解k , ; > 0 ,

k
: :

> 0
,

秃
: a

> 0的充要条件是△
‘

> 0 (i= z
,

2
,

3 )
。

三个变量尸
1 1

.

尸 : 2 ,

尸
: 1的不等式方程△

, > 。 (i = 1 , 2 ,

3) 一般而言
,

总界限出三维空间中

以原点为顶点的
」

个无限开角形区域 (不包含顶点和边界平面l )
.

这意味着该角形区域的

任一内点 (P I , 尸1 : 尸
:

l) 了 〔尸
: :

在半直线 (3
.

1 1) 上〕
.

即工况 尸
‘,

尸
2 ,

均可以选出相应的刚度

系数

1 △
,

总“ , d e f(沪
es

平) 厄
~ 气, = 工, 艺 , 3 ) (3

.

1 7 )

使得 (3
.

2) 式成立
.

但是
,

当三个平面△
, = o (‘= 1 , 2 , 3 )共线形成平面束时

,

则当且仅当下面条件成立 时才

能界限出一个无限开角形区域
:

即不存在三个正常数元
: ,

兄:
,

凡
,

使得

石11 ‘+ 从H
“
+ 凡万

3
= O (3

.

踢)

式中
,

l尹 = (e
‘

f
,

功 )
r

是平面△
‘
= O (i= l

,

2 ,

3) 的法向矢量
.

例 2 材料相同的三杆析架 (图4)
,

问怎样给定工况性态 (数 目
、

大小和方式) 才能选

出各杆刚度系数k : 1 > 。,

从
:

> 。
,

气
。

> O
,

使其实现满应力 ?

取l= l
:

为特征长度
.

于是

c , = 甲 玄a , c : = a ,

一

亚 {
少

1 {
竺纠

2 /

,

一 I 口
。

、
C “
= V Z a

气
a = 一

万
一

)

(a )

(b)
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位移约束方程 (2
.

10) 为

}u , + u :

!簇Z a
,

!u
: !簇 a

.

!一 u ; + :‘: !《Z a (e )

位移允许区域如图 5
。

角点“‘= (a a)
r

的应力集度 : , = 2
,

角点矿 = (一 a a)
犷

的应力集度
: 2
~ 1

.

衔架的满应力度数
r ~ 2

.

正定对称性条件 (3
.

5)
、

(3
.

6 )
、

(3
.

7 )为

Z
, : . < P : 1 ,

P
: :

> 一P i : ,

P
Z :
二 一P

: , + P . ,
一 P 一 (d )

方程 (3
.

12 )的解为

庵z ,
_ 尸丝 、

2 :
= 生 (p , 2一 尸 , 1)

,

“
3 。

一 全
尸

? .

(
*
·

即 (尸 , , 尸, 。 尸
: : ) 的选择范围是三维空间的无限开

角形区域 (或二维空间的开角形区 域 与 一 条半百

线)
:

P 一, > 0
,

P z Z一 P ll > 0
,

P
: , < 0 (f)

(尸。由 (d) 式决定)
‘

在图 5 中
,

取定的 是 尸 ~

。 2 )
, ,

P
乞
二 (一 2 3 )

, .

相 应的 几: ,
=

a , 左
2 ,
二

告
,

、
3

一乡载荷允许区域。 为图 5 中 }。虚线框内

部二

文献〔12 ]〔1 3 )〔1 4 〕不恰当的选择P
‘
~ (一 z)

,

尸
“
= (一 1 1)

, ,

破坏条件 (f )式
,

使得从
:

一 0
.

并导

致错误的否定P一 2 的正确结论
.

(ii) 设 n > 3
,

衔架是 (n 一 2 )次超静定的
.

这时
,

方程 (3
.

4) 变为

乙 b看
;
、“ 艺 b

, : b‘
:
存“

P : -

一弃一f仁
”

以e t 气u
一

u 一
少\尸 1 :d e t 二:;X

图 5

艺‘艺,
一林2 -

一扮 1 2 “1 - )
‘3

·

’9 、

、宜.... ........尸

声

乙 b
: , b

‘2
、“ 艺 b奢

2
寿“

了‘..........,、

方程 (3
.

22 )为

d e t (“
‘ “2

) (b釜
; k l , + b 里

:
左

: 2
+ b豪

,
寿

3 3

) = (P : lu a : 一P
Z , u ; : )

一 d e t (u
‘ u Z

)乙 b异
;
怠

: ,

d e t (u
, “,

)(bl , b l
:
k , , + b

: , b
Z :
k
: 2
+ b。, b

a :
点

3 :

)二 (P
: : u : , 一P , , 。: 1

)

(3
.

2 0 )
一 d e t (u

, 。2 )乙 b
‘l吞

‘:
左“

d e t (u
, u Z

)(b圣
:
庵1 , + b盖

:
众
: :

+ b羞
:
k
。3

) ~ (P
Z : u l ; 一 P 1 2 u : , )



5犯 胡 定 钟

一 d e t(、‘ “2 ) 乙 b圣
2
怠“

因此
,

代替 (3
.

以 )式
,

是方程

△卜
e ‘I

夕. , + f
‘
P

. 2
+ 夕‘P

Z

一 h
,
二八‘一 h

‘

(2二 一
,
2

,
3 )

式中
,

(3
。

2 1 )

h。= d e t (:‘
’ 、2

)乙 瘾, , d e t(QJ Q
Z ‘夕

3

)

h : = d e t (。
, ,‘2 )乙左, , d e t (Q

,

QJ Q
3

) (3
.

22 )

!
、,‘..........叮争

‘
3

二d e t (。
’ u 之)艺 寿, , d e t (Q

‘

Q
,

Q J)

显然
,

不等式△: > o (i = l , 2 , 3 )所界限的开角形区域是△
‘

> 0 (‘= 1 , 2
,

3 )的开 角 形 区 域的

平移
,

移动取决于h
, ,

也就是岛
, > O (j= 4 , 5 ,

⋯
,

n) 的约定值
.

故当勺, > 0 (j 二 4
,

5 ,

⋯
,

的

约定后
,

尸 , , ,

Pl
: ,

尸
, ,

(从而尸动 的选择范围随之被限定
,

相应的匆
,

> o (i = 1
,

2 ,

s) 即可求

得

d一(。场
「

、
一

【
一

、t
一

合
一“、) 一

鑫
“, , d 一 (。, 。

2

Q
3

)
〕

det( 二场
一

袱肃
一

、一

奈
、d 一 (。

1

o J

Qa) ] (3
.

2 3)

一一一一
了纪
.

勺

一ua)
3一l

A(u
一‘L一e

d
蝙 一 、叭研与

「

丽
几

一

石
‘一 d ·t (口

‘

Q
Z

Q ‘,
〕

一旦k “> O (‘= l
,

2 ,

⋯
,

的 确定后
,

根据正问题的求解步骤
,

对其余 (r 一 2 )个满应力位移墓

底沪
,

少
,

⋯
,
u’

.

作变换 (B
T

K B )
,

即得相应的满应力载荷基底 尸
“ ,

尸
4 ,

⋯
,

尸
, 。

从而
,

逆问题

获得解决
.

例 3 (逆问题)
.

图 6所示的六杆析架
,

已知 。, 二急
一

, 。 :
= 2

, 。3
= 4 , 。4

= 2 材
一

了
, c 。=

乙

5

斌 石
-

c 。 = 县甲万: 问怎样选择工况性态
,

才能存在k “ > O (‘= ,
, 2

,

⋯
,

6 )
,

使它实现满 应 力 ?

O

解
:
形状参数矩阵

B = {
了

_ _ _

火
一

华

,

{
O 一

六一令
。

穿
1

六
?

奋

1一2

(a )

位移允许区域如图 7
.

点 。‘二 (2
一_

、
, _ 。 ,

_

5
2丫 3 )

‘

相 “‘

“气O 丫 亏 的应力集度均为3
.

故析架满应力
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、

丫
、、

叭

111

zl
利/\如

广广
丫丫

产产 ///

乙乙一一一
““444

才才才

一4 一一竺七泛
·

入

度数
: 二 2

,

满应力最少工况数P = 犷= 2
.

正定对称性条件 (3
.

5)
、

s n
_ , 。 、 _ , 、 _ _ ; 。

s n 王
7 气万厂” 一艺 V 3 厂 21 户 V, 厂2 2

户讥 厂” = 石 厂” 一
一
厂忿

叼 3 幻 V 3

(3
.

e)
、

(3
.

7 )为

P
: ,

( b )

、....1..百..‘、了l,...夕
、..声

‘

、.,尹

庵
。。3一4

+
‘

左弓
。

方程 (3
.

2 0 )是

l0

澎
一

宫(
一

扣
+ “

2 2
十

一

立
一

‘

共竺了
人/ 又 、

l 0

斌

斌厄
, .

心
一

感
一

, 、 ;

斌了
。

一诬一自
, 个 一

诬
“ 3 “

一 2 ““一 一了、
“

5 一
_ ,

_ 。

二命万厂
‘, 一 2 V 3 “ : 1

二 2 尸” (e )

1 0 / 3
, .

3
, . , :

J
盖 ,

了
,

、

万尹 互
一

勺
’

十 4 ““寸 ““ 一万
““卞

一

4 、
。

)-
5 0 2 。

3 厂’“一
而

一

枷

预先约定其中三根杆的刚度系数
,

比如

1 0
,

1 0

寸厄 九
·‘
~ l ,

万不左““= 2 ,

l (

材
一

成
。
= 4

3
( d )

代 (d )到 (e )
,

解出

IO
少 二左rr

斌

1 0
, 、

j6 0 2

9 上‘ ’“一
‘

一

万口万厂
“’一 4 一砂

吮

万

10 5 n s 。

~ 下忿 介
, ,

=
一 万二 一 IJ ll 一一厂 ”一

以 3 一 V 3 一 9

1 6

3万万
P

: , 一3 (e )

l 0

甲
一

后
庵
3 :
二 咨

尸 1 2 +
一

洽
、

一

Pzl 十

几
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根据k , 1) 0 ,

k
2 2

> 0
,

存
5 3

> 0的要求
,

有不等式

1 0
一

Z J , ,

一 一

9

i6

3澎万

一
_

2

厂
: ] 一 4一

一 矛咬 少
.

0

叼 万

l0
二一 厂化 十
日 乃尹

2 1 十

六 > O ( 资)

5

心厄
尸

了,

一言
一

尸 1, 一二芋尹
Z J一 3 ) 。

(b)与 (f )就界限出三维空间的一个无限角形开区域 (或者二维空间中
一

个无限角形开 区城与

一条半直线 (b))
.

今取该开域内的一个点
: P , , = 斌 3

尸
l
二 6)

, ,

尸
念
= (一澎 亏

,

P 1 2 ~ 6
,

P
: , = 一斌万

,

(P
: :
= 6 )或

6 )
了

( g )
廷日得

掩1 : =

左
。‘
=

4澎厄一 里

5

(澎 3

k
: 2二

2
,

一
声 M 3 , 句s ,

=
0

2 斌万 + 」

5

} (h )

一3斌
9曰一勺

一一日日
了付心 3

气‘ 药 二二
-
一

-

一
,

5

�

3一0斌1

山它构成的变换矩阵 (Ij
少

K B )
,

使得

(方
,

K B ) u ,

二 P
,

(‘= l , 2 )

位移允许区域 厂 的另外两角点是 护= (J Z斌了)’r
,

沪= 〔一 2

区域口的角点为尸
“
二 (一斌飞

一

/ 10 33 / 6 ) , ,

尸
‘= (一 2澎了

( i )

一 1 /斌了) , ; 相应的载荷允许

0)
全 .

口的图形示于图7
。
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