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摘 要

本文考虑非线性断裂动力学中的路径无关积分和断裂准则
.

在讨论中计入了动力效应和 裂 纹

的传播现象
,

考虑了裂纹在非线性弹性介质中的传播以及在弹塑性介质中的传播二种情况
,

作 出

了一些相应 的路径无关积分
.

作为例子
.

讨论了裂纹的定常传播情况
.

最后
,

给出了这种路径无

关积分的力学意义
.

说明 它可用来作为非线性断裂动力学的一种断裂准则
.

一
、

引 言

自从 J
.

R
.

R ice 〔‘’ 在 1 9 6 8 年作出 J
一

积分以来
,

作为一种引入的断裂准则
,

人 们花了

不少功夫讨论它
,

我们有

J二(f研 d 。一犷
.

擎动J八
一 a x /

(1
.

1 )

这里班是应变能密度
,

r 是环绕裂纹顶端的积

分路径
,
犷是表面力向量

, 叮是位移 向 量
.

J

积分的最基本特性是其路径无关性
,

这是为什

么考虑它作为物理参数的主要原因
.

但其路径

无关性的证明是建立在塑性形变理论之上的
.

由于这一塑性理论的局限
,
J 积分 不能适用于

有卸载的情况
,

例如裂纹的传播 问题
.

J 积分

路径无关性在增量塑性理论之下仍然正确否 ?

这个问题只有一些数值试验结果
t“, “’ ,

没有 一

般的证明
.

对于弹塑性情况
,

由于应力和应变

’

匕
裂纹

之间缺乏一一对应的关系
,

故在 J 积分中应变能密度 班 将失去明确的意义
,

这里就 需 要作

芬本文是作者在美国得克萨斯大学计算力学研究所访问期间完成的
,
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.

T
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出适当的修正
〔3 , ‘,

.

在非线性断裂动力学中
,

路径无关积分也可以作为物理参数
.

这里必须在讨论中计入动力

效应和裂纹扩展现象
,

因而分析将变得更为复杂
.

本文提出了若干新的非线性断裂动力学中

的路径无关积分
.

我们首先考虑了裂纹在非线性弹性介质中的扩展
,

接着讨论裂纹在弹塑性

介质中的传播问题
,

这里克服 了 J 积分具有的上述困难
.

作为例子
,

研究了裂纹的定常传播

问题
.

最后
,

给出了这种路径无关积分的力学意义
,

说明它就等于断裂动力学中的裂纹扩张力
.

因之
,

这种路径无关积分是 J 积分在断裂动力学中的推广
,

因而可作为断裂动力学的断裂准

则
.

二
、

非线性弹性情况

首先
,

让我们考察一般非线性弹性介质中的裂纹传播问题
.

在这里塑性效 应 不必考虑
.

因此
,

应力和应变之间具有一一对应的关系
,

而应变能密度 甲 具有明确的含义
,

对 于 动力

学问题
,

我们有如下的连续方程和运动方程
:

口J ‘才十只 一 。

鲁
+

一

会(
。

令)
一 。

(2
.

1 )

(2
.

2 )

为P口口

口t

这里 。‘, 为应力张量
,

F
‘

是单位体积体力
, p 是密度

,
、

‘

为坐标
, t 是时间

.

现在我 们 首 先

给出下面的

定理 1 对于任何环绕裂纹顶端的路径(图 1 )和任何时间 t ,

> 札) 0 来说
,

积分

:
;
一
}!

1

(}
J百 0 \ J厂

。
二,

、 ,

~ 口“

L理 一 厂
‘u

,

一 八 夕a 夕一 1 ‘一R万
一

a s

U 涌

+

}
犷

似备 二 {:; (2
.

3 )

是路径无关的
,

这里
、一

!
a

‘了
d一

(2
.

4 )

为应变能
,

句 是应变张量
,

而

)
“‘

K 二
1

_

二犷尸 U ‘U 浦

乙

ha 能密度
, v ‘

一

祭
为速度

,
: 是r 和裂纹

表面所界限的区域 (图 l )
,

且设 F
‘

与 劣 无

关
.

证明 我们首先考虑内部不含裂纹顶端之

任意回路 C (图 2 )
,

对于曲线 C
,

我们有

}
。 r

‘

器
一

{
。。 j
一骼

“一{
:

刹
氏 ,

一

会
一

)
“犷
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一

!
。

会鲁、 +

{
。 。 ‘

厂
嘉对、 (2

.

6 )

这里
, , 是 C 之单位法向量

,

利用方程 (2
.

1) 及应变位移关系

1 / 口u
: :

口u
,

\
价‘= 丁欠

~

百瓦丁十 百又 / (2
.

7 )

从 (2
.

6) 我们有

。丁
·

会
ds 一

{
一

}
一

}

日Zu ;

p 万产
一二

!豁
一

二 +

{
。口

l

j 日己
;

一二 二仁 a 厂
口X

一尸
‘

、李 扩 +
}擎邵/ O X Jr U X

份12
,‘一上‘
日一口

P

/

l
、、尹口矛.龟、
、

日Zu
,

己u
。

口t Z 口%

、: +

{
。
‘牙一F

、

一 , d 。

因之
,

我们有

}::(!
c ‘班一F

‘
一) d , 一 T

‘

器
d ·

)
d ‘

一{:: {
: 。 口Zu

‘

口u

d 犷d t (2
.

8 )

但是
,

我们看到

“一

}
一

!

t l

t o {
犷 ”

令奈
“厂dt 一

{
犷

{沙会票
一

dt ‘

p

争器 邵 1:;
一

}
犷

扩(}:;奈(
。

念
+

祭奈)劝 (2
.

9 )

且由连续方程 (2
.

2)

留一爵(
。

鲁
一

)

我们知道在 (2
·

9) 的括号 中 项留摄
一

较之其它项为高阶小量
,

因而可加以略去
,

这伟

我们得到

“一

}
犷

Pv
、 一

票邵 {:;
一

{洪
。

砂
、

豁扩
dt

一

}
。

Pv
‘

器 邵 {:;
一

{拭}
。

晶奋
p 。认
砂)

dt

一

{
。 。一

鲁
“犷

{:;
一

l:: }
。、、, 、才 (2

.

1。)

将 (2
.

9)
,

(2
.

10 ) 代入 (2
.

8 )
,

最后我们得到方程
:

}::(\
。

(研一K) 甸一犷
‘一

黑
一

ds
)dt+ }

犷

皿奈
一

扩 !:;
一 “

(2
.

1 1 )

如果有二个不同的路径厂
, ,

厂
2 ,

如图 3 所示
,

那么
,

我们取 C 一厂
,
+ 月C 十 厂万十 D 刀

,
.

这里

“
一

”

号表示原有路径方向之逆
,

由 (2
.

1 1)
,

我们得到
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(班一 K )d , 一 T
‘ au

‘

一刃
—a s

d 戈 )
d ‘

U

胜尸.‘.几.,
�

了

!
、t0

里了才‘厂...‘,. ,
J

+

{
。 。

舰鲁邵 1:;
一 。

犷
。

是厂
, ,

r
:
之间的区域

,

由于在 A C
,

B D 上d 夕~

T
‘

二 0 ,

又犷
:
~ 犷

。
+ 犷

2 ,

从上面的方程立 即可得
:

}:; (!
r l

+

}
: : 。一

1 , 、 ,

~ au ‘ .

、
, .

气伴 一 八 ) 以y 一 1
‘
一 ; 二 一以5 1以犷
口满 /

豁邵 }:;
一

}:川
r :

(牙一K) dy 一犷
‘

会
ds )dt+ }

二 2

皿鲁 邵 !::
( 2

.

12 )

Q
.

E
.

D
.

有时候
,

在讨论问题中选取随时间 t 变化的路径 厂 是 方 便 的
.

例如
,

要是我们考 虑裂

纹的定常传播问题
,

就最好考虑随裂纹顶端一道运动的路径 厂
,

在这样的情 况 下
,

我 们 有

厂 = 厂 (O
,

且给定下面的

定理2 对于任意环绕裂纹顶端的路径厂 (0 和 t : > t0 ) 0 来说
,

积分

ft
,

/ f
, , 二 , .

—
一、

、 ,

~ 口u
.

八
,

.

1 2
= 、 ( 、 L川 十 P a

一 户
. u ‘

) 以夕一 l ‘ 一万万 d ‘ }以t
J J o \ J 厂 ( *) U 汤 /

一

}川
。 ( , 、

Pu= 箭
“
、 ( 2

.

1 3 )

或简单地

y
,
一 }

二‘, ,

(才 + 。

一F,u
.

) d , 一界
au

.

一二- a s

d X

Ja ,

二

一
.

d 厂
口X

(2
.

1 4 )

。
。二 , , 一 , 二 二。

、

二 ~ 。
r

_

_
、

一 _ 日2跳

足峪伦尤天阴
,

送里 a ,

足洲迷度下石万
~ .

0 ‘一

证明

( 2
.

15 )

为了作出证明
,

我们只须前面的一个等式开始
,

即

!
c T

‘

会
“一}

。
(班一 F

‘

一) d , +

}
F 。

鲁祭
d 厂

( 2
.

1 5 )

中的最后一项可以重新写为

}
F 。

令
一

豁
、二一

}
犷 。一

票
“厂 一

!
犷、
一“。 一

}
犷 p 二 日a

,

一二
一d 厂

d X
( 2

.

1 6 )

因此
,

以 (2
,

16) 代入 (2
.

15)
,

我们得到

} (、 + 风二万
。

,

)、。一 T
寸

粤
一

d : 一 }
。u

舰
一

、: 一 。

JC u 汤 JF O 潇
(2

.

1 7 )

从 (2
.

17)
,

很容易证明积分 Y
Z

或 Y
:
的路径无关性

.
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三
、

弹 塑 性 情 况

在塑性范围内
,
氏 , 和 勺 之间没有一一对应关系

,

因此应变能密度班 将失去明确 的 意

义
,

假若应力历程不加以规定的话
,

为了克服这一困难
,

我们考虑另外的积分

:
‘
一

!洲
二
(班一K 一“

‘

一)、一了
‘

会咖
‘

(3
.

1 )厂d
+

}洲
。

。

。 ,

赘 、、
‘+

}
犷

p v
,

百牙
~

这里 牙
。

是弹性应变能密度

万一{
。

, , d ·;
(3

.

2 )

对于 P r a n d tl一 R eu s s
材料

,

我们有

1
,

伴
。

= 刃亏
-

L口
二己二一口

夕￡奋一 T 二 , 己 二 , 少
‘

(3
.

3 )

犷,
是路径厂内部的塑性区域 (图1 )

, “夕, 是塑性应变
.

对于弹塑性裂纹扩展情况
,

我们给出下面的

定理3 对于任何环绕裂纹顶端的路径厂 和时间 t : > t。> 0 来说
,

在弹塑性裂 纹 传 播 的

情况下积分 Y
‘

是路径无关的
.

证明 首先考虑一个不 包含裂纹顶端的闭路 C
,

我们有

L
。

一

l
。
班、一了

‘ 一

会
一

ds 一

}
。

(黔 一 会
一

)dx 、

一

}
。
(p 。一尸

‘

,
会

“厂

因之
,

利用等式 (2
.

_
{(

“
‘’

J犷 \

一 !
:

,

10 )

日￡了
,

石 一
一 CT 门

O 义

鱼
、

_

、
口x /

d x d 刀一 } (p
a 一 尸 ) 叹邵d 劣

d 二d 夕一 l (p
a 「

一 F
‘

)
口“

.

二
.

a 厂
d 劣

一

}:; }
。尤“yd ‘J‘J‘

厂d

ai ,

赘

一

{
F 。一 日u

:

口劣

我们得到

!段
。 (冰一尤一 尸

‘

一 ,、一 丁

嘿
一

ds
)
dt

+

{洲
:

,

丙赘dx dudt
+

}
。 p 。

一

瓮 扩 1:;
一 。

对于任意两个不 同的环绕裂纹顶端的路径厂
; ,

厂
:

(图 3 )
,

令C = 厂
,
十 A C 十厂

: 一

十D 刀
,
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因此
,

我们有

:;(}
。 (、

。

一 K 一F
‘一 )d 。一T

‘

鲁
d ·

)
d ‘+

}:; {
: ,

一赘
d / d o d ‘

+

!
: 。

四祭 扩 !::
一 。

犷广是厂
: ,
厂

2

之间的塑性区域
,
厂

。

是厂
; ,

r
Z

和裂纹面所界限的区域 (图 3 )
,

但是 我们有

犷: = 厂
。
+ 叽

,
犷扩= 厂广+ 犷广

,

又在 A C
,

B D 上有 d 夕= 0 和T
‘

= o ,

因此
,

我们有

{洲
二

1

(、一尤一尸
‘

u.)d
。一二
斋 ds

)dt+ I洲
。 ; 。

‘,

赘、、

p U ‘

万牙
、二、。

I{
’
一 {{“{

_ (二
,

一、一F
‘u ,

)、。一 :
‘ 一

粤
、: )、

,

l 丁o J 于。 、J 1 2 口汤 /厂

r...., ,�

+

口
‘

厂百了
d x d 夕dt + 犷 : p U ‘ 一

石灭
. 扩 !::

Q
.

E
.

D
.

犷

一.....甩」
r恤. .., ,�

+

对于运动路径 厂 (t )
,

我们容易证明下面的

定理4 积分

y一{:月
厂(t ) (班

·

+ 两才
二 )、一界会

ds )
dt

+

}洲
: ,

。
,

,
一

赘 “蒯
‘一

}洲
:

Pui 器
、
陆 ( 3

.

4 )

或简单地

f
, t r , .

一
、 ,

~ au 、

I ‘二 }r (
, ) ‘伴

·

十 p a‘一厂
, u ‘

) “ , 一 ‘
, -

而
~

a s

.

「 口￡夕
、 , ,

「 口a

+ l
: , U

‘

厂刁了 “义d y 一 !
。 p u ‘ ,

瓦牙
.

d 戈以y ( 3
.

5 )

对任何环绕裂纹顶端之路径 厂 ( t) 和任何 t , > t。) o 是路径无关的
,

这里 犷。是厂 (t ) 内部之塑

性区
,
犷是 厂 和裂纹表面所界限的区域

.

四
、

定常裂纹扩展情况

现在我们来考虑非线性断裂动力学中的一种有兴趣的情况
,

即裂纹定常扩展的情况
.

假设裂纹顶端 的传播速度为
c ,

考虑以 同样速度
c
移动

的路径 尸 及与裂纹顶端 一 道 移动的坐标系 见 ,

乡 (图 4 ) ,

从 劣 , 夕, t 到 见,
亏

,

矛的变换为

反= 二一 ct
, c : 速度

g == y } ( 4
.

1 )

t = t

从 ( 4
.

1) 我们有
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u ‘

(x
, 夕, t)= u ‘

(见
,

亏
,
矛)

3〔}3

(4
.

2 )

日 口

一
~

二二

—
一

-

—日X 口元

a又 口

一
二二

一
a劣 口见

a 口
一百矛一 = 石不

口
十 一不 于,

a X

a见

口t 二 万奢
一
一 ‘ ~

百歹
~

(4
.

3 )
;一
一

U口气口�妇
、

一一
,一y
�
d一加月
‘

(一日

因之
,

我们有

a口
、

a反
U ‘
=
口u

‘

a t 二
一

百了
-
一 “
硒贾

~

( 4
.

4 )

氏 =
一

石矛
一

= 泊奢‘一 2 “
口2反

‘

日 / 口反
‘

\
. 。

日2叮
‘

~ 二下 l二
、全 一

l十 c ‘ 一万二 ;

0 义 \ 0 「 / O 义- {
对于裂纹之定常运动

,

我们有

( 4
.

5 )�
U一一一

口代卜月(ee口

故从 ( 4
.

4 ) 得

( 4
.

6 )
l

,fl.

!漂金护一一一一一认氏

因此
,

在 见,

亏系统中考虑一个不变的路径尸
,

从定理 2
,

对非线性弹性情况我们有

y 6一 y
3
一

{
_

(、
+ ·

zPu
:

会
一尸

‘“‘

)、
一 T

‘

备
“‘

. I

_ {
一 “Zp u ‘

J V

日3 u

共二答d 厂
d X .

( 4
。

7 )

它对于不同的厂是路径无关的
,

对于弹塑性裂纹传播
,

我们有

Y , == 犷
。
= l ( 研

。

+ c Z户u ‘ -日2乙

口又

一尸
‘

一 )
d、一T

‘

日u ‘ , _

~

二 二一a s
d X

+

}
。 a

‘,

鲁
“记。一 }

。

czP
U‘

器
、
硒

五
、

Y 积分和裂纹扩展力间的关系

(4
.

8 )

考虑如图 5 所示的缺口试件
.

当缺口宽度趋于零时
,

我们就得到一个裂纹体
,

设边界S ;

上的面力是 T
‘,

单位体积体力是 F
‘,

假设裂纹由长度
a 扩展到

a + △a.

外面力 T
‘

在裂纹扩展中的功为

△A : 一 }
_ T

‘

( ;
‘
一。 ‘

)、
:

J O T
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这里汀
‘

是裂纹扩展后的位移
,

外体力作的功由两部分构成
:

拼 其一是在裂纹扩展中阴影区 △厂 中释放的功
:

△A

一}
△犷
(尸

,

一。a‘)一“犷

Bl
a一一」△

a

少△。
俘

图 5

: :

}
其二是“区域 厂一

炸
的功

,

它”于

}
“A
一 }一 ‘F

、

一 p 一 , ‘“
‘

一, d 矿

} 内力作的功也包含两部分
,

其一是在区域 “厂 的功
,

它

{
等于在裂纹扩展中释

笋
的弹性应变能

’

“ “A, 一l
△F
研ed 犷

其二是

△“一}
。 _ △夕 a

‘卢
(。

‘,

一
, )d厂

。
‘, 是裂纹扩展后的应变

.

下式决定了裂纹扩展力 台
:

赓△。二△A : + △月。
;
+ △姓, 2

一 (△A
‘
+ △A “

)

因之
,

~ 口u
.

l
‘

~
~

二

d a

d : 十 { (F
‘
一 。a ‘

)
粤

、: 一 {
。

‘,

粤勺 :

J犷 O U J犷 O 口S
一一台

+ : ;m

牛{ 班
。

、: 一 , ;m
一

鑫l (二
‘
一 。a ‘

)u
‘

、:

△a

峥 。 。“ J △犷 么 a

峥 0 O u J么犷

= {
_
二

。

、, 一 {
。

(尸
‘

一。a ‘

)
u ‘
Jy

Jl
护

J止
,

(5
.

1 )

但是
,

从方程 (3
.

5)
,

我们知道
:
对于缺口试件

乙

因此
,

令缺口宽度趋于零
,

一

}
厂
(班

。

+ 万而二砂
‘u ‘

)d 夕== 言 (5
.

2 )

我们得到

Y 6 == G (5
.

3 )

这就意味着
,

路径无关的积分 Y。
等于动力学中的裂纹扩展力

.

因之
,

这里的Y
一

积分可用来

作为非线性断裂动力学中的断裂准则
.

注意
,

非线性断裂动力学中的裂纹扩展力 赓和缺口试件的路径无关积分 Y 。过去没有过
,

这里第一次给出这些结果
.
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