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摘 要

对子处理挤紧的多层异质平板集块的热传导问题
,

迄今都习惯于求解这种华块中每层的 热 传

导问题
,

并以每两层邻界面上的温度互等和热流量互等作为两个必须同时被满足的条件
.

本 文 基

于当多层异质 平 板的导热系数具有一个这样的连续改变规律
,

致使可以进行统体的一次解析
,

以

示在这种情势下可以采用此法
,

以代替迄今沿用的费时的逐层运算
.

一
、

月U 蓄

在实际中
,

热传导是一个有广泛意义的问题
,

例如
,

隔热
,

防寒
,

电器机具的绝缘和冷

却
,

有如砖瓦等建筑材料的烧成
,

水结冰和冰溶化
,

食品工业中的冷藏和罐头的蒸煮
,

各种

化学反应等等不一而足
,

其中无不出热传导的间题
.

为此
,

常用的微分方程自是
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其中
,

户

—
介质的密度

,

外

—
介质的比热

,

怠

—
介质的导热 系 数

, 。

—
温 度

, * 、

叭

二

—
空间自主变量

,

卜一时间
.

在物理化学和例如木材的烘干过程中
〔‘’‘“ ’,

常把 为视为介质或介质中某部 分介质的扩散

系数
,

从而 (1
.

D 式也可视为扩
一

散运动的微分方程
,

其中 。 是扩散介质的浓度 按 不 同的

情况
,

在热传导和扩散过程中都可出现 寿‘ k伽
,

y
, z ,

t)
、

寿一 k (x
, 夕

,

z)
、

寿一 k (刃和 k ~ 壳(t)

等特殊情况
; 对于这些情况

,

(1
.

1) 式 可 能得到相应的简化
.

在解 (1
. .

1) 式时
,

令 友= co ns t 就已积累了丰硕的探索成果
.

在 处 理 (J
.

1) 式时
,

首

要的困难在于如何对待 几这个相当复杂的物理量 “ ’
.

众所共知
,

例如
,

在气休
、

液体
、

作金

属的非晶体介质
、

非金属的晶体及金属诸合金等等介质里
,

热导系数 九都有其不 同的性质
;

约言之
,

在气体中
,

九依温度的升高而变大
; 在液体中

,

基本上则是
,

低温区 里的 九是依温

度的升高而变大
,

但在高温区里又随温度升高而变小 对于非晶体的非金属介质
,

k 依 温度

上升而增长
.

对于非金属的晶体与各神合金
,

九都 依温度的增长而有所下降
.
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上边所提及的是属于我们平常生活中的温发量级 ; 就此也可提及一个有意义的现 家
,

贝

然我们一般尚不会接触到它
; 那就是在接近绝对零度的区域里

,

导电阻力是趋于消失
,

而 呀

热系数却不趋于消失
,

虽然我们在平常的温度里常能把导电系数和导热系数 连系在一个公式

里
,

从而很 使利地利用这个公式来间接地测出导热系数
,

因为直接准确地测景热 导系数是非

常困难和不经济的
.

此外
,

尚须提及
,

金属中的杂质能干扰物 质 的 格 子 结 构 (th e L at 班c C S t r uc t u r e of

S u bs ta n e e ) ; 例 如
,

在 o
o

C
,

0
.

1形 的杂质 (im p u r ity ) 就能使铜
、

铝
、

镍及铁 的 热 传 导

系数约降低 2 多到 3 拓
〔‘’,

这就意味着
,

若在需要时
,

依现在的工业制造技术能力
,

我们满

能以一定的杂质作用规律来制造一种合金
,

使其热传导系数能依空间坐标起某个规律的改变

以适应多种多样的要求
.

二
、

接近实际情势把热导系数看为依空间起改变的一种设想

在实际中
,

确实经常出现给求解 (1
.

1) 式造成困难的多种情况
,

其中 龙都不是常量
.

对

待这个困难
,

人们大半仍用常量去近似的处理
,

就连相差多少也难估计
,

因为对于热传导问

题
,

作实验是很困难的
,

只有
“

掩耳盗铃
” ,

不了了之
.

如图 1 所示的安排在实际中是不罕见的
,

其中多层具有不 同导热系数 的平板是被挤紧
,

伸可消除层间的过渡阻力
.
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图 1 具有不同导热系数 k ‘的多层挤紧平

板
,

一co ( 夕( oo
; 一 oo 《二( co

.

图 2 同一物料
,

温度沿 x 轴逐渐下降
,

H 是热源
,

有一定的幅射损失
.

在组合固体
〔2 ’〔”’

(C o m p o site S o lid ) 里
,

各层的导热系数是不同 的
,

它们之阳J的级污}J

和排列是与隔热绝缘及导热很有关系的
,

我们在此不深入顾及和讨论
,

但其间可有一定的规

律
.

对于图 1

质层间的条件
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母乡小见萦坝
,

逐居不解力懂 户“
:

几丁
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再配 合介

彻
, ,

口u
.
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’
“

’ ·

另一种情况是如图 2 所示
,

沿传热杆的温度逐渐下降
.

因此可以设想
,

由千 。 二可劝
,

就必然导致 人二 k (二)
.

对于这些经常发生的导热实际
,

我们也不可冉视其中的 导热系数是个
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常量
,

例如在轴承中由润滑生热到冷却过程的问题
.

总括上面的情况
,

对于或许尚侧重于物理数学来说
,

可拟取

左二 左
。e“ , ,

(a是。) (2
.

1)

其中 k 。

是个常数
,

}a1 是个微量
,

它依材料和其他条件有所改变
.

引用 a 泛 。时须 依据介质

导热系数是随温度增长还是减弱而定
.

从而 (1
.

1 ) 式可以一般地写成

日u
, , 二

f 日u
.

日Z v )

那
。一丽一 一 “。e 一

飞
a 飞反 十瓦了了

(2
.
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若
a 选择的适当

,

可能出现实际情况所需要的准确解
,

也可能出现近似解和定性性的趋

势解
.

这些解对初步探索非常量导热系数问题还是需要的
.

三
、

特殊微分方程通解的第一部份

在本节里
,

以木材为例
,

顺纤维方向的导热系数均约为垂直于纤维方向上的两倍
【. ’

.

我

们可以作如图 3 的安排和图 4 的近似连续假设
.

对于实线阶梯自然可用组合固体导热法逐层

计算
,

那就非常麻烦
,

今试改用虚线表示的近似曲线 k (x) 作统体的一次分析
,

以资省力
.

自

可基于选择木材以使其密度和 比热很接近于常值
.

若取 k = k 。产
男

及解型
。 = 必 (x ) 岁 (t) (3

.

1)

_
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td扩
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再引进待定常数 之
,

就把上式拆成
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图 3 顺纤维与垂直于纤维木板压紧串列

组合
.

这种组合也可用人工特制

图 4 导热系数依 劣 起改变
.

虚线表示近似

连续的 k(x )
,

实线是阶梯的 k ‘

(x )
.
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尚可把 (3
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,
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从而把 (3
.

4) 式的第一式化为

d
名
币

召之刁了
一叻 二 O

,

(户二 k
oa / 又) ( 3
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试用级数求解上式
,

其中按此法的惯用符号尸(的 = O
,

口(习

q 。
= Q ( o ) 一 o

,

从而得指数方程 ( in d i e 豆a l e q u a t i o 。 )

。2 + ( P
。一 1 ) c + q 。 = 0

其两根是
c ,
一 O

, c Z = 1 据此可取解型

= 一 2 / 对
,

P
。 = 尸 ( O) 一 O

( 3
.

8 )

矽 ( 二) ~ 乙 夕
。二 ”十· ,

夕。沪 。 ( 3
.

9 )

从而 自 (3
.

8) 式推得

d
“
中

沁刁牙
~ 一 中 二 ( c 一 1 ) c 召g 。二 C 一‘ + 乙 ( n + c 一 1 ) ( n + c ) 拼夕

. 二 ” + c 一 , 一兄 夕
, 一 , 二 ·十

一
’

(3
.

1 0 )

于是自上式看清
,

勿须先选定
c 或 g 。

的数值
,

除保留右边 的第一项外
,

已可使 其 他诸

项全部消失
.

为此
,

对于区间 。里 1
,

我们可先 要 求 ( n + c 一 1 ) (n 十 c) 拜g
。

一岛
一 ,
一 。

,

亦

即

g
:

~
夕

, 一 x

(。 + c 一 1 ) ( n + c ) 户
( n里 1 ) (3

.

1 1 )

从而自可利用

g
。 一 , -

夕
。一2

夕
。一 2

=
g

, 一3

、 ( 。子
一

e 一 2 ) ( n + c 一 1)
’

拼 ( n + c 一 3 ) (
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,

而得

小一

闷熟碑万
,
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.

1 2 )
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于是我们就 借助于 (3 9) 式的拟设而推出了通解的第
一

邵 汾

必
,

(z ) = 乙 之 . + ‘ (3 1 3)

四
、

本问题通解的第二部份

由于微分方程是二阶的
,

其解应有两个积分常数
,

因此我们尚须求其通解的第二部分

自 (3
.

10 ) 式看出
,

对于函数

中 : = g0 梦 十 E
g o

尸月
, , ,
月

。 + 。一 1

之

⋯

我们就可写出

少中
1

d 之 2
一中 , 二 (c 一 1 )e 召夕

。z c 一 , (4
.

1)

关系 (3
.

13) 显示
,

我们现在尚不能选定
c = 1

,

因为因子 (c 一 1) 出现于级数必
,

的分

母的一些项里
;
但我们满可以用 (c 一 1)h来代替任意常数 g0

,

其中 h是另一个常数 这样就

能把级数分母中的烦麻因子 (c 一 1) 消掉 此外
,

可改用 中
。

代替原米的 中
; ,

以示区别
,

从

而 (4
.

1) 式可写成

d
Z
中

,

二
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,二云甲
~

一 甲
。
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‘C拼月2

“ ‘

a Z ~
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.
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显然
,

上式右边的式值有一个双零解
‘ ~ 1 ; ,、因我们又能有手尸 一 zc lo 乒

,

从而

。·

芳(鲁卜鲁
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‘’“‘。 g · ‘ (4
‘
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所以 (幻
。一 。

或 (幻
。一 刀

和
(
一

令)
‘. ;

都是原微分方。
·

豁 中 二 0 的解
.

现在让我们前进寻找新解

,
, 一

澄七 (4
.

4 )

的确切结构
;
为此

,

我们可先把

中
。
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+

改写成
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A
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= (n + e 一 l) (

, 2 + c 一 2 ) (n + c 一 3 )⋯ (c + 了)c



志一
一

先一20 2 刘

从而
,

就已经把出现在分母里的因子 (
。 一 D 消除了

.
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本 文 课 题 的 通 解

经过前几节的分析
,

于是可写出本课题的通解如下
:
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,
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2

一几
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、十 ,

A
,

+

十
十

黑
10 92 一 H

, , , 一月
,

一;
”

( , : + 1 ) ! n ,
之 , + l

} (5
.

1 )

再利用 g 。= h (
‘ 一 1 )

,

则自
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中
: = ll( 。一 1 )二 十 艺

_ 土一
’”“

脚 A
, + 。

才
。、 : 一 、-

(A
。 + 。

)
。 _ , 之 f(n + e )(

。 + c 一 l )⋯ (
c + 1 )c 」

。 一 , ~ (n + 1 ) !

(A
‘ , 十 。 一 :

)
。 一 ;

= f(n + c 一 z )(n + 。

一 2 )⋯ (c + 1 ) c 」
。 一 , 二 n !

就可导得

,

_
、 ,

一
、

黑 hz
” ‘ ,

又叭’二 , 一 (叭’一 , 一
总政砰

~

i不不 (5
.

2 )

从而有通解 小一 A (小
;

)
。 . , + B 叻

2

中二 A 乙
2 . + 、

拼
”

(n + 1 ) ! n ,

+ 。

[z
+

吞loz 犷万叮
一

凡
, , 二

l

拜
.

又n 十 1 ) ! 打 !
(5

.

3 )

曾把 h并入常数 A 和 B 之内了

最后
,

由 d 梦 / dt 十还笋 / p
c 。
二 O 解得

少 二D e 一 }.t / Pc
。

D 是积分常数
.

于是获得通解
u (z

, t) = 中 (z )梦 (t)

(5
.

4 )

的乙
+Z

一”

{
“

叠
2 . + 1

拼
”

(n + 1 ) ! n !
十 B

109
之 一H

:

一 1 1
。

拼
”

(n + 1 ) , n ,

士上

一 )}一
‘, ‘一

(‘ ~ 一 e 一“ ‘

/ a ) (5
.

5 )

六
、

用 边 界 条 件 推 算 常 数几

在本节里
,

我们取一简例来推求待定常数兄
,

为此
,

取物体的几何形 状 是
:

O ( 二( I,

一 oo 簇夕簇co
, z
可以是任意的

,

但其两端平面是绝热的
,

边界条件和起始条件是

”(x
,

0 )“ F (劣 )
u ( 0

,

t) = 。 (l
,

t)二 0 (6
.

1 )

于是
,

当 t一 O
,

则 自 (5
.

5) 式得出

。(二
,

。 , 一。

{
月

琴
之 . + 1

拼
”

(n + 1 ) ! n !

+ B

(
Z +

凳
1嗯篇署端;全上

·” ‘ ’

)) (6
.

2 )

由于当 x “

0 一 刀 乙

o
, z 二 一 i / a

, 。 (o
,

o )二 0
,

所以 自

(一 1 / a )
” 十 ‘

召
“

(。 + 1 ) ! n !

+ 刀「
一 1/ 。 + E

‘ 万= l
呵了摆几货沂丛

·‘ (一 ‘/a ,
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夕
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一
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。

一 H

a 一几 ~ 1

二二二二

—一
-

—
—

一
-

——一

—C犬〕

声,
”

(n 十 1 ) ! 。

(6
.
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一月B

乙 (一 z / a )
”+ ’

/ 户
·

(n + z ) , n !
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再 由于当 、 = l
, z - 一 。一 优‘/ 。

,

功/

v(l,8乙�
( 一 ‘

叱 ‘

/ a)
” ‘ ,

拜
”

( n + 1 ) ! n .

+ “
「

( 6
.

4 )

e 一a

口
十

o ) ~ o
,

从而导得

1。以 一 e 一 “‘

/ a ) 一H
。

一 11
口 ”

( n + 1 ) 空n !

_ 一 比
, 且

一

{
.

一 盯

\ 仗 」
-

0 ( 6
.

4 )
的乙A
月 口 j

把 ( 6
.

3 ) 式和 式合并
,

即得

_ J
“

10 9
2 1 \

l 一
_ 一 ) 一月

,

一月
. ‘

l

、 些 2 _ _
_

-

一立二
_

了_
尽

,

( n + 1 ) , n 重 \

井 (一 。 一优 ’

/ a )
”+ ’

‘曰 一
石石了. 、 , 一叹

.

寿〕
”

一 尸 、, 子 「 上 z 互, ‘ !

1一a8乙�十

e 一 “‘

奋
.r

+月
‘

I
J

/矛.、、

一

+1一一
了‘、、

gO
J

.
e

ee 优
,

一 0 \ a )
一拭 一

执 e 一闪

a
尽

,

( n + 1 ) ! n !
~ O

a

子
一

止互些竺i
忿

召
”

( n + 1 ) ! n !

8艺�十一十

中有

此
,

在上式里
,

( n + l )

召 ~ 气a / 兄
,

义值就在式中
.

虽然 (6
.

5) 式相当冗杂
,

, 枷
,

所以级数收敛很快
,

从而就在不太大的
n 之下

,

( 6
.

5 )

但由于其各 项 的 分母

解出 又值 的近似解
.

据

本文课题的解就可完成
,

当然
,

数字运算可能是相当大量的
.
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