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摘 要

本文应用摄动方法研究了薄板在侧向载荷和 中面力的联合作用下的弯曲问题
.
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、
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成 占
,

只是

刀 和 反
.

经过同样的运算知道

l

一; 一 。‘
; (‘

,

。, 二。 (一 曹)一 c ‘

: (·
,

“) 。· p

i一 丁
、

一

、、
,

、。
一
d ,

(1
.

2 6 )

(n = 0

C伙
, .

(。 ~ o 2 一勺 确定于下面的一阶线性偏微分方程
:

2月旦
餐

1 一 2

尸等 +(补
7

口 ,,

+ 鱼姓 一 。、e
‘盖, 二 0

(1
,

2 7 )
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_ 才

a
Z月一

C
, ‘1 , _ 。

_ _

二一 一 Z 百

日刀

口C
、 (1、

/ 5
十 { 二

一

月
,

\ 之

2
」

n
月

~ -

一
“任 一 乙声

万 )
C T

洲

一
且

一

丢 (口
:

〔e二廿
;

〕+ 口
。 [e华

2 〕+ J
‘

[e华
:

〕)
,

(n

G
:

和‘
。

分别与 G
: ,

一 1
,

2 ,

⋯ ) (1 2 8 )

式中G
: ,

假设边值问题(1
.

2) 一 (1
.

一 G 。 和 “ 的表达式相同 只 是 将 刀换 成 厅
.

4) 的解具有展开式
:

万 扮 万

才 (r ,

“; 。) = 艺
: ”

附
。

(r ,

“) + 习
。” + , 。

令
, (舀

,

。
,

口) + 乙
。” + , 。‘

犷(曹
,

万
,

o )

月一 0 日 . 0 n 目 0

+ Z 夕
,

(1
.

2 9 )

式中 附
。 , 。

飞
, 和 。

T 分别由递推方程(1
.

6 )(1
.

: )(2
.

1 1 )(1
.

1 2 )(1
.

2 4 )(1
.

2 5 )确定
.

2 , 表示

余项
,

易 知 L
。

[ Z 拟 〕~ O (“N
十 ‘

)

下面再确定牙
。 ,

少扩 (或 C留)
,

少扩 (或 C份 )
,

(n 一。
,

l ,

⋯
,

N )的边界条件
,

使余项

Z Jv 在边界上成立
:

z ,

}
r _ b 一。(。, + : )

, 一

琴
,
一

{
r _ b 一。(。* + : )

, f 一 1 a r } , 一 l

将 (1
.

2 9 )式代入边值条件(1
.

3 )(1
.

4 )
,

考虑 到
。 ‘

扩(
。 ‘

软
, )(n ~ o

,

z
,

⋯
,

刃 )在 ; ~ z (, = 6 )

具有边界层项性质
,

在边界 r 一 b (r 一 1) 上当
。、 0 时渐近于零

,

得到关系式
:

艺
e n

砂
。

I +
韶 一 o r 一 b

刀

乙
。” + ’

C ‘

k
, (“

,

0 )e x p (一占)
目 一0

: . 。 + Z , !一
“ 一 f

。

(0 ) (1
·

3 0 )

刀一 b

八

艺
“”- 0附

,

口r r 一 b
刀 一 0
一 (一

A‘
备

+

品)
C ‘

: ‘”
,

“, 二P (一“,

1
。: :

万
乙

十

十 一
a Z 刀

口r

, . 。 ~ g 。

(0 ) (1
.

3 1 )

进
、 _ _

_

上
.

一 ~ l

态
“”

研
”

’一 +

概
“”“ C

“

扩‘刀
,

口,
e X p (一 舀, I夏: :

+ z N ’二
‘一了

!(口’
,

(1
.

3 2 )

、、.产了

一)1

柑

、卜一�

口

二
月
分

l

、 , 。月 甘 , r 八 l
Z ‘曰 钻 不 一

—
l

石二石 o r l
, -

+ E
0 . 干‘ a

.

a
一

十 一
-

月 . 0
(一必

口万

·

e T ( 万
,

口) 。x p ( 一 了) 互
一 。 +

口Z 刀

口r
= g 【

( 0 )
r . 1

月 . 1

令
“”

.

( 。 ~ 0
, 1

,

一
,

N )的系数为零
,

则得到关于 砂
。 ,

C育
,

件
.

C 号
,

( n 一 0
,

1
,

⋯

( 1
.

3 3 )

六 ) 的边值条



江 福 汝

沙
。

l
, 一 、

d 不
。

口厂

一 f
。
〔0 )

,

杏厂 。

1
一 :
一 f

;

(口) ( 1
.

3 4 )

孟
一 月

2 C
‘

言
,

{ ~ 夕
。
(口)

, 口研
口r

夕 } 十 A
Z
C

{
。 _ 。-

工

一 月
2

洲
二 一 ‘

-

可一 :
一 O

夕工
(日) (1

.

3 5 、

邵
, 滋

l
, _ 。十 C 附

。

}
, 一 , 十 C粼立

1

(1
.

3 6 )

票}
r _ 。

夸
一

{
, _ 1

e 。
之
)

尸乌:!兰、1
-

d ‘I / ! 刀二 6

夕

!nU

一一争
A告c (

粼十 口C

口可
( 1

.

3了)

1
才

11‘、、厂口了.、、(b)卜十+

(n = 1
,

2
,

⋯
,

N )

根据递推方程和边值条件(1
.

30 )一 (1
.

3 3) 可以逐步地求出展开式 (1
.

29 )中 的 牙
, 。 ‘

分
, 。 ‘
扩

(n = 0
,

1
,

⋯
,

N )
.

首先看 出
,

展开式(1
.

2卯中的首项 研
。

应是退化边值问题 (二 阶椭圆型方程的狄立克雷

问题 ) :

。
一 了 , r , J , 。 、

护砰
‘ _ _

厂 } 洲
。
}二 丑 ( r ,

口 )一 叹
一

二
一

十 艺 万 (r
,

口 )
d r ‘

口Z

W
。

口r 口8

十 c(
: ,

。)旦奖
、

O 口 一

十 D (r ,

e )

不
。

l
, _ 。= f

。

(0 )
,

的解
,

即薄膜理论的解
。

求得 川
。

后
,

左侧的边界条件
:

吧
。 + E (: ,

。)
一

处华
一

一
。

口 I 甘U

才
。

}
, 一 :
一 f (0 )

从关 于 C甲的一阶线性偏微分方程 (1

(1
.

3 8、

(1
.

3 9 )

1了)和 (1
.

3 5 2式

e
‘

奢
,
(。

,

o) l
。 _ 。

一
且子

、。
,

。)(
、。

(。夕一 口研
。
( b

,

0 )
(1

.

4 0 )

可以确定出 C T
,

再代入 (1
.

15) 式就求得
。 ‘

言
, ; 从关 于 C T 的方程 (1

.

27 )和(1
.

35 )式右侧的边

界条件
:

C
‘

;
)

汤
,

“)
{
:

_ , 一 A寻。1
,

“)(
、 ,

(“)

可以确定出 C留
,

再代入 (1
.

2 6) (取 n 一 。 ) 就求得 。

(1
.

了)
、

(1
.

36 ) (取 n 一 1) 又得到关于 川 的边值问题
:

F [研
,

」= 0

a附
。

(1
,

8 )
日r (1 4 1 )

求得 平
。, .
怡

,

和 。‘
占

,

后
,

再 代 入

W
!

}
, _ 。

一
C ‘

“
’(“

,

“,
,

不
1

!
r _ ,

一
C (
;
) (1

,

“)

(1
.

4 2 )

(1
.

4 3 )

求得 附
.

后
,

从关于 C甲的方程 (1
.

2 0) (取 。 一 1 ) 和 (1
.

3 7) 式 (取
。 一 1) 左侧的边界条

件可以确定出 C竹
, ,

再代入 (1
.

18 ) 式就求得
。 ‘

护
,

从关于 C( 犷的方程 (1
.

2 8) (取 。 二·

1 )和

(1
.

37 ) 式 (取 n ~ 1) 右侧的边界条件可以确定 出 C( 扩
,

再代 入 (1
.

2 6) 式 (取 n ~ 1) 就 求

得
。 ‘

犷
.

这样继续下去可以逐步地求得研
。 , 。‘

含
, 。 ‘

刃 (n ~ 。
,

1 ,

⋯ N )
,

最后确定出研 (
: ,

0 ; 。)
。
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对于余项 Z N
成立

, ,

。
,

八
, 、, 二

, 、
~ ! 八

, , , 二 , 、

口2
0

1 ~
, , , . 、

乙
。

L乙 万 J = 以 t￡” “少, 乙 刀 】
, 一 占 ~ 口 t￡

J , ’ ‘

) , 一 三f
」
一 J

, · ‘ 二 口弋￡
‘ , ‘ 人

)
1 r . 二 口 r 1r . 几

根据 【9 〕或 〔1 0〕的结果知

CZ 、 32 一O (“万
+ ‘一 j)

,

(j= 0
,

1 ,

⋯
,

N )

J

式中 【Z , 〕J注夕
, ,
!D

, Z 二
!

,

}D
j Z * ! = 乙

p 二 0

a jZ 万

口r Z 一 pa o户

例 1
:

设一半径为
: ,

的圆形板
,

在板的中心含有一半径为
; 。

的刚性物
,

又在板的中 面

上作用有均匀的径向和环向的拉力
:

N
r

~ N 。一N (常数)
,

N
, , ~ 0

,

当板所含的刚 性 物 绕

直径转过小的转角 a 时
,

试求板 的挠度
。

( 1 9 6 8年
,

W
.

E
.

A lz he im e r和 R
.

T
.

D av is 曾应用

匹配方法求得了一阶近似式
。

参看 〔6 」或 〔1 1 3)
。

「「
一

。 科科咬》、 J 尸声 lll

图 1 变形前板的俯视图

写出板的 (无量纲) 烧度方程和边界条件
:

巴“△△甲 一 A班 一 O

图 2 板的变形图

(1
.

4 4 )

叫一
“a 一 “

,

誉 {
r - 6 - a

一 。

叫
r

一
。

, 、

嘿
一

}
,

一
。

(1
.

4 5 )

(1
.

4 6 )

为了与 〔6 〕的结果比较
,

这里采用了新 的 小 参 数 沙一
几

3
D

正而 二 );至)石葱万 一下
泛

不
式中

” “ 一

不歹
。

_

。 、 才 ‘ n , 。 1

之盯 六 ~ 1
,

百一 U ,
七一 于

: ,
D 一 l E 一 0 展开 式 (1

.

2幻 中的首项 班
。

确定

于下面的退化边值问题
:

日2

班
。 .

1 口班
n

一一 二一花
~

十—一 万一一
口 r “ r 口r

1 日2

附
n

十 一 一花 —
二五下一 一 U

r “ 口口‘
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砂
。

}
, _ 。一 b a e o s o

,

班
。

l
r 。 ;
一 0

假设 砂
。
一 u( ; ) c os 口代入上式

,

得到关于 u( r) 边值问题
:

d
Z u

.

l d “
币 了 十 一

-

一
一

丁

a r ’ r a r

1 ,

厄 U ~ U ,

r

u (b)二 ba , u (1 )“ 0

。
,

~
, 、

夕a / 1 、

解仔 “ L犷 } ~ 1 二夕又下 一 r

声
,

肝以

护a / 1 \
鱿犷

n

=
一丁一一丁万 l 一 一 犷 } C O S 口

l 一 O 一
\ r /

又关于 C 啥
’

的方程 (1
.

1 7) 和边界条件 (1
.

4 0) 具有形式
:

_ 日C (盒)
.

1 。 “
、 。 。

‘ 、 、 , 。 。 、

} Za
_ _ _ 。

艺 万万
二 一 十

一

。 灿
‘

石
’

“ “ ,

“ 西
‘

、“ , “少
1
”·“ “ 一 丁二了

。Q S 口

解得 : : -

借暴兴
co

s 。
,

所以

八汀
SOC

, .,
.

J
、
、/

一 Za 斌下
丁二石百斌育

“X p (一
r 一 b

e

resesL

一一公

关于 CT 的方程 (1
.

27 ) 和边界条件 (1
.

41 ) 具有形式
:

_

口C
‘
盖

艺
-

一一

一
1 0

. 、

一

十 夏 七
’

舀
‘

~ U ,

刀

C
‘

志
’

( 刀
,

0)
口. 1

Z b
Z a

一 1 一 6
2

e o s o

e o s s
,

所以

刀
.

��力
刃

al
一厂/

解得 C ‘

犷~
Z b

Za

1 一 b
Z

力口
SOC

, .,.J
、、.卫产
尹。 。( ! ) 一

〔
一

群备六
二 p

(
- 1 一 r

又关于 甲
‘

的边值问题 ( 1
.

42) 一 ( 1
.

4 3) 具有形式
:

1
十—

口平
1

口r
十

1 口2

不
l

r Z 口0 2 一 0

叨怪一r2一口日�

附
L

, . b

Za 。 ,

。 l
~

—
、二f C O S 口。

冷 11
1 一 O ‘ ’ .

1
, . 1

一 Zb Za

一丁二石
2 - C O S 8

假设 平
L
~ u ,

( r ) 。0 5 口
,

汀
Zu l

d r Z

代入上式
,

得到
。 :
的边值问题

~ 0 , “ :
( b ) -

2 a

1 一 b
Z

, u ‘

( 1 ) “
一 Zb

Z a

1 一 b
Z

“
1一尸一一dut一dr

,lr

十

解得
“‘=

Za b一兰旦些一 「
( 1 一 b 艺)

“
L

1十 b
3

r .

一 ( 1 + b ) 所 以
, 下.
‘

J

r

牙
l
二 「认+ b

a

L r

一 ( 1 + b ) e o s s
飞川
目
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将 牙
。

.

。。(&)
, 。 。“ , ,

和研
*

代入(1
.

2 9) 式
,

得到挠度函数的一阶渐近近似式
:

牙 (·
,

。, ·

卜{
1艺导(告一)

十气一孰走
生
兴

一 (‘十 “, ·

」
十 · 一 Za 斌 b

l一 b
“

斌
r

r 一 b

e 已

2 b
2 a l

十 己~ 二 一
~

, 二 一万亡一 e

1 一 口“ 入厂 r

1 一 r

}一
”+ 。(””

与 「6 〕或 仁1 1 〕应用匹配法求得的结果相同
,

只是边界层项相差一高阶无穷小量
。

例 2 :

仍考察上面的例子
,

只是假设 N
,

~ N , 一N (r ) ,

和N
, , ~ 。 。

将挠度方程 (1
.

44 )

改写成
￡ZA A牙 一 n (r )△附‘ 0

h
3

式甲 扩~ 万下7 万一
-
二牙砚丁

1 乙气工一 扩 j r l

『
, n (r ) -

N (犷 )

八E
与方程 (1

.

2’ ) 比较
,

A ~ 城 : )
,

,B 一 O
,

n (r )
r 2

n (r )
r

E 二 O
,

同例 1 一样地可以求得

~
,

护a
/1 、 :

一的z 。

一 , 二~ 一下厂犷 l— 一 犷 I C 0 5 口

1 一 口
“
\ r /

C ‘
名
’
确定于下面的方程和边界条件

:

Z n (灯)
aC

。(b) +

(备
,

‘

(”, + ”(冲)
刀 )

c ‘

念
, 一 。

,

c ‘

“
’

}
, _ , -

解得哪
一

寿
nj(

“ )

毕
, , 、

Za
乙

L D ) - 二
- 一工f

1 一 口

e o s o

斌下

斌 泞

n 了(tl ) e o s o
,

所以

一: 一〔书参
·‘( “ )

兴
·
手(· )一 p

(一丁
、‘。 d ,

)]一
“

又 C T 确定于方程和边界条件
:

Zn (
、碑乌二

十
f冬

。 ,

(万) + 丛里上、
e ‘
;

,

. 石 、 ‘ n l

口 , I

一 O
,

C ‘
孟

,

解得 c (
: 一

群最

Zb 乞 a

。
:
= 丁万石万

。寻( z ) 。0 5 0

畏
, 通 、

1
n 气 l 少

一
了~

入Z 下
, ,

壮(万) 。0 5。
,

所以

。
? 一「

Z b
乞 a

1 一 b
Z

!
·‘( , )

房声
(· )二p

(一丁
斌
二

d ‘

)〕一
”

f

这时 琳
;

确定于边值问题
:



左3 江

l 日附
,

1

十
一

石

一 十
一

弓

犷 d r r
‘

口“附柳一arz

二
,

! - 毕几
了 。
宁。。)e o s。

,

、
;

} ~弃
~

2些次
一

元贵( 1)
c 。 : 。

解得

附
J

2 b a

一几一夕)
厄

·
子 (”) + ”

3 ·
子。 , )〕告

r.es.L
‘‘,‘‘‘

一

! n
了 (b ) + b n丁 ( 1 )

·

卜
s口

所以

研(r ,

口; ￡)一
b

Z a

1 一 b
Z 十 右

2 b a

( 1 一 b
Z
)
2

犷
�

1一
r

·

[(
。
于 (“) + “3 。

于( , ) )令一 ( ”二 ( b ) + 乙”
下 ( 1 ) ) ,

一 Z a

1 一 b
Z

。寻( 。 )

江
。 一

拿 ( : , 。x p {一
。一 l、

。 。, )、,

八/ 犷 \ J
b

Zb
艺 a

1 一 b
Z

l

n 寻( 1 )一井
。 一

金 ( 犷 ) 。 x p
(
一 。一

{、、面
、,

))
六了 r 、 J / 」

r

· e o s o + O (。2 )

从上式可以看出板的挠度随着n( r) 的增大而减小
,

当 n( r) 、。时
,

趋于薄膜理论的解
。

[注 1 〕
:

若砰
。 ,

研
, ,

⋯不能显式地解出
,

则可以应用近似方法 (例如 r a 二 。p ‘ 。 H 方法 )

或数值方法 (例如差分方法 ) 求出它们的近似解
,

再完成上面的运算
。

〔注 2 〕
:

若在边界例如
, 二 1 上

,

不是给出第一类边界条件而是给出其它类型的边界条

件
,

例如

附 ,
一

f
!
‘”,

,

〔嘿
+ ·

(令票
+

告 器)]1
, _ ,

一。
,

(。)

这时应将挠度函数的展开式假设成

砰 ( r ,

0 ; e ) ~ 乙
。”

附
。

( r
,

0 ) + 乙
。n ‘ ’ 。 ‘

扮(占
,

。
,

0 ) + 乙
。 , , ‘’ 。 ‘

扩r曹
,

( 1
.

4 7 )

刀
,

O)

( 1
.

4 8 )
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其它运算相同
。

二
、

圆 形 薄 板

上面所提出的摄动方法
,

也适用于圆形薄板和其它一切具有光滑边界的薄板
:

考察下面

的例子
:

例 3 :

设一半径为
: ;

的圆板
,

除作用有依赖于
r 的侧向载荷外(以试 r) 表示载荷强度 )还在

中面内作用有依赖于
r 的径向力和环向力

:

N
,

= N , ~ N (r )
,

N
r , 二 。 试分别求板在夹文

和简支条件下的挠度
.

先考察夹支的情形
.

由于对称性
,
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.

2 )

式中 护 -
h

s

1 2(1 一 , 2

)r : 3
‘ 将方程 (2

.
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.
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