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摘 要

本文指出了与夹层梁稳定性相联系的本征值问题的几个特点
,

并说明了本征函数的一些应用
。

引 言

本征值问题是力学中经常碰到的问题
。

本征值理论 已是一个比较成熟的理论
,

但是与夹

层梁的稳定性相联系的本征值问题却有一些不平常的特点
,

这主要是在这个本征值问题中
,

本征值虽也有无穷多个
,

但却有一个上限
,

这在别的本征值问题中是少见的
,

本文充分说明

了这个特点
,

证明了任意函数对本征函数 的展开式
,

并说明了展开的一些应用
。

二
、

关 于 临 界 载 荷 的 本 征 值 问 题

考虑一个等剖面的夹层梁
,

在轴向压力作用下的本征值问题
。

(包括梁 ) 的平衡
、

稳定和振动的微分方程
。

本文如无特别说明
,

号
,

梁的挠度 。 和转角 沪应满足下列方程

D 劝
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关于梁的支承情况
,

考虑固支与简支两种
,
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从力学性质上看
,

两 者 是 不

方程 (2
.
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、
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2) 定义了一个微分方程的本征值问题
。

最小的本征值 尸
;

便 是临界

载荷 尸
。 r 。

为了探讨上述本征值问题的许多特性
,

先把它转化为泛函的驻立值问题是有利的
。

不难
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,
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这里的自变函数 二 和 功
,

应满足位移边界条件 (2
.

2a )
。

将本征值及相应的本征函数按本征值从小到大的顺序进行编号
。

第 i个本征值记为尸
‘,

相应的本征函数记为。
, ,

砂
, 。

在本征函数中有一个常倍数可以随意选定
,

为了 确 定 起 见
,

本文采用下列归一化条件

,
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方程 (2
.

1)
,

(2
.

2) 或变分式 (2
.

3) 定义的本征值
,

虽然也有无穷 多 个
,

但本征值

趋于一个极限
,

而不像力学中的其它本征值那样
,

本征值无限增大
。

从变分式 (2
.

3) 出发
,

不难证明这个特点
。

在公式 (2
.

3) 中命二一 w
‘,

注意到归一化条件 (2
.

4)
,

便有

p
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再在这个公式中取

沪= 0 (2
.

9 )

便有
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可见
,

剪切刚度 C 是本征值的上限
。

事实上 C 是本征值的上确界
。

这是因为 当 i很 大 时
,

二 、

和 矽
‘

都是波
一

长很短的波浪形函数
。

命波长的量级为 之
,

则由方程 (2
.

功 的第一个可知
,

。‘

和 功
;

的量级之间存在下列关系
:
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可见
,

当波长很短时
,

矽
,

的确很小
,

而以 (2
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9 ) 为极限
。

下面再来证明本征函数的正交关系
:

当 万斧 j 时
,
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证明正交关系
,

‘

可以从微分方程出发
,

也可以从变分式出发
,

了
,

并且易于推广到其它更复杂的问题
。
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其中
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,
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,

这组齐次代数方程的两组解是

尸一 尸
: ,

占
、
一 1

,

氛一 0

尸一 P j ,

占
、
~ O

,

易 ~ 1
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,

得到

K
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,
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,
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因为尸 午 尸 , ,

从上式得
:
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,

1 6 )

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

利用正交关系
,

可以把第

于第 n
个本征值 尸 : ,

有
产 l

一个以后 的其他的本征值表达为泛函 的条件极小值
。

例如
,

对
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这里的自变函数 。 和 功
.

除需满足位移边界条件 (2
.

2 a) 外
.

还需满足正交条件

田 ‘
田 :d 劣 ~

条件 (2
.

2 1 ) 排除了前 (n 一 i )

来的 : t 可改为 m in 。

0
,

i = 1 , 2
,

⋯
,

(n 一 1 ) (2 2 1 )

个本征值
,

因此剩下的就算 尸
。

是最小的本征值 了
,

因 此原

三
、

任 意 函 数 对 木 征 函 数 的 展 开

在一般的本征函数理论 中
,

任意一组函数可以对本征函数组展开
。

但是在本问题中
,

任

意两个 函数 、 和 功不能同时对本征函数 二
、

和 沪 展开
,

而只能是一个任意 函 数 。 对 。 展

开
,

这又是本问题的一个特点
。

设函数
: 。 (对满足与本征函数w

:
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,

对 x 连续可导
,

并且 二
‘
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,
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,
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,
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:
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用 。二乘上式
,

然后对

雪
,

~

x 积分
,

根据正交关系 (2
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1 2 a ) 和归一化条件 (2
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,
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。
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。
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。

四
、

用 迭 代 法 求 临 界 载 荷

用迭代法求最小的本征值是常用的方法
。

在本问题中
,

普通的迭代法如下
:

先选取一个适当的 。 “ , ,

然后按下列方程和边界条件求一组改进的 * ‘与 ,

少
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如果将 。 “’对本征函数 。
,

展开
:

。 “ 、

一 乙 占
;

。
‘
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.
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那末经过一次迭代后得到
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一 尸 (2、
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,
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,

所以

的
。

根据夹层梁稳定间题的特点
,

。 ‘“’

再作一个函数 。 ‘3) 如下
:

。
‘2 ,

比 二 “ ,

更接近于 。
, ,

此即表明上述 迭 代 法 是 收 敛
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。
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,

但因为 (l 一 尸J C ) 随着 ‘的增加而趋近 于 零
,

所 以 。 ‘3) 又 比

。 ‘扔 更接近二 , 。

在下次迭代时
,

可以拿 。 ‘孙 作为新的出发点
。

五
、

用本征函数的级数解平衡问题

考虑一个等剖面的夹层梁在轴向拉力 N 和横向分布载荷 q (x) 联合作用下的平衡问题
。

梁的挠度 * 和转角 劝满足下列方程
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梁的 支承情况仍考虑固支与简支两种
,

因而有边界条件

在固支端上
: 。一O ,

叻一 0

(5
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3 )
在简支端上

:
二一 0

,

叻
‘
一 0

这个问题的解可以展开成第二节定义的本征函数的级数
:
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不论 右
、

等于何值
,
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.

4) 已满足了方程 ( 5
.

1 )
。

这也就表明
,

本征函数的展开式 ( 5
.

4) 只

能用于方程 ( 5
.

1) 右端等于零的情况
,

而不能用于不等于零的情况
。

这一点也与其他许 多 本

征函数不一样
。

为了确定 古
‘

的值
,

适宜用变分原理
。

与 ( 6
.
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.
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.
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.
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,

算出积分
,

得到
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一氢[音
(、 + p ‘

, ‘, 一 ““
、

」 (5
.
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其中

1 r l

q ‘
一 z J

。 q w
‘a x (5

.

8 )

将(5
.

7) 代入(5
.

5) 便得到 占
‘

的方程
,

由此可解得

q ‘

N 十尸
* (5

.

9 )

将此代入(5
.

4)
,

便得到 二 与 劝的算式

(5
.

1 0 )
co乙�

一一

算式伟
.

10 )述可用于定跨度的夹层梁的平衡问题
。

对于定跨度的梁
,

轴向拉力N 是未知

常数
,

‘

已应由 下列条件决定
:

“一多
一

丁;
切

, 2

六 ( 5
.

1 1 )

这里 B 是梁的拉压刚度
,

将算式 ( 5
.

ID )代入 (5
.

1 1 )
,

便得到关于N 的一个超越方程

B

2 /
2

q 子
一

(下 十户乃f ( 5 1 2 )
8乙�

在专著「l 〕中讨论过定跨度的简支和固支夹层梁的弯曲问题
,

本节的方法可以说是专著

f l 」中的方法的推广
。
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