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摘 要

本文把文【1 ]建立的多夹层壳体的中小转动一阶大挠度理论
,

具体地运用到多夹层 扁 壳 中

去 给出了正交异性材料的多夹层扁壳的大挠度问题平衡方程和边界条件及其特例
,

宏观各向同

性材料多夹层扁壳的大挠度方程
.

关锐词 多夹层扁壳 正交各向异性 基本方程

本文的第 (I )部分
,

根据考虑横向剪切变形的壳体几何关系
,

获得了多夹层壳体在小应

变状态下中转动二阶大挠度理论的基本方程
,

以及简化的中转动
、

中小转动一阶大挠度理论
.

以壳体中面的面内位移
u 。 、

法向位移阴和与横向剪切变形有关的广义位移 v 。

为基本变量
,

给

出了张量形式表示的几何关系
、

广义内力
、

应变能密度和平衡方程
、

边界条件
,

这些关系在

任意的坐标系都是成立的
.

但如果需要解决实际 问题
,

还是要根据壳体的构造特点和载荷形

式
,

选择具体的坐标系来研究
.

本文的这一部分以工程中广泛应用的扁壳为例
,

建立了正交

异性材料的多夹层壳体的基本方程及其特例
,

各向同性材料多夹层扁壳的基本方程
,

以便于

系统求解及研究多夹层扁壳 (包括板 ) 的特性
.

一
、

正交异性材料多夹层扁壳的基本方程

扁壳
,

是指较为扁平的开 口薄壳
,

一般地
,

里讨论的
,

是建筑工程中常用的
,

具有矩形底

面的扁壳
.

取直角坐标系O x g 二,
并令x

伪坐标面与壳

体的底面重合
.

对于扁壳
,

一般可以假定其中

面的几何特性与底面的几何特性相同
,

因此中

面上各点的曲面坐标 (a
,

刀)可用底面坐标 (x’

功来表示
.

那么
,

根据第一部分已推得的中小

转动一阶理论的公式
,

可以获得多夹层扁壳的

大挠度基本方程
.

1 同济大学工程力学研究所
,

上海 2 。。。9 2

2 上海市应用数学和力学研究所
,

上海 200 072
.

其中面的最大矢高远小于它的底面尺寸
.

这

图 1 扁壳的坐标
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位移场和几何关系
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本构关系和广义 内力

表层是正交各向异性材料构成
,
并且材料的主方向与坐标轴的方向一致

,
那么有
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只考虑横向剪切作用
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那么
,
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e
有关

,

M
, m 只与x ,
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,

即拉一弯是解藕的
.

3
.

平衡方程与边界条件
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.
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,
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.
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,

除去某些特别的例子
,
这组方程是不易求解的

.

下面
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研究各向同性材料的多

夹层扁壳
。

二
、

各向同性材料多夹层扁壳的大挠度方程

下面研究各层材料为宏观各向同性的多夹层扁壳
.

由于各向同性是正交异性的特例
,
因

此可由上节的公式很方便地推得本节所需的公式
.

位移假设不变
.

由于是各向同性材料
,

那么有
‘d : = ‘

山 = ‘d
,

’

因此
‘y 。

= ‘d ?
. ,
理 , = ‘d 护,

.
f=

‘
f

:二 ‘
f

h‘一 h‘
_ l

2

‘d + (h
‘一 : 一 h‘

一 :
)
‘一 : d + ⋯ + (h

: 一 h。)
: d + k。 。d (2

.

1)

第‘层的应变为
‘e一= e 。

一 z x 。
一 ‘

了几
: 一 z ‘d 几

一 , ‘。, , e , 一 : X , 一 ‘

了之
, 一 : ‘d 几,

‘。. , = e , , 一 z x
。, 一 ‘

了凡(
一 , )一 : ‘d 久(

, , )

‘。, :

= ‘d , 一

/ 2
, 。。, :

= ‘d 夕, / 2

} (2
.

2 )

(2
.

3 )

其中
‘

了=
‘
f 一

‘g 。d

; (: , , 一

扣
, , 十‘

,

卜 一

合涤
十

会)一音漂
十二竺兰、

口U l

日叻
口g

_

二}
(2 一)

口尤口v /

第i层表层
,

各向同性材料的本构关系

‘a

一

裔
(
‘二 + 。

一
,
)

, ! a , 一

奇
(
‘·, + ‘·

⋯ )
, 。二 , 一

森
‘。一

(2
.

5)

同样地
,
可认为表层有

‘d = o ,
那 么

‘

了二
‘
f= (h

‘一 : 一 h‘
一 2
)
‘一 : d + (h

‘一 3 一 h‘一)
‘_ 3d + ⋯ + (h

: 一 h :
)
: d + h。 。d (2

.

6 )

这里
,

我们对
‘
f 略作修正

,

即把
‘一 , d 前的系数由(h

, 一 : 一 h‘
一 :
)稍放大至 (h

‘十h‘
一 , 一 (h

‘一 :

+ h‘
一 3
))/ 2

,

h‘+ h‘
_ : 一 (h

‘一 : + h‘
一 3

)
2

‘一。+

~
兰

乎立匾
。一“

+ ⋯ 十
h

3 + h: 一 (h
: + h。)

2

: d +
h l + ho

2

= (h
‘一 : 一 h‘

一 :
)
‘一 ; d

z ‘一 : d + (h
‘一 3 一h‘

一 ‘

)
‘一 3d

‘。一 3
d + ⋯ + (h

: 一 h :
)

:
d 尹 : d + h。

。
d 产 。d

。一 : d
‘
二 〔h。+ h ‘

一 : 一 (h
‘一 : + h , 一 3

)〕/ 2 (h一
: 一 h‘

一 :
) (2

.

7 )

那么第了层夹心的应力应变关系中
,
刁应用声

‘

州代替



多夹层板壳的非线性理论及应用( I )
—正交异性材料扁壳的基本方程 1 2 5

OOO白

、!、f夕
, 了 , :

= , G
·

Z j。: :

= , G , ,
:

= , G , d
‘ , d , , , , r , :

= , G
·

2 , e , :

二 , G ,下 , 一 , G , d
’, d , ,

声= G /刀
,

G 一乙 (h, 一 h, 一 :
) / , 鱼绝全,

/ 丫
, G

下面的推导限于对称铺层
.

对于内力N
二 ,

N , ,

N
二 , ,

可推得

从一
或会

+

登
+

抓餐)2+
·

「斋十六
+

抓
一

豁
。 f 「 口“

.

切
.

l l a阴 \么 1
.

口口
.

田
.

1 / 口切 \
I V ,

二乙弓 V I一二二一
-

十
~二不一 十 二丁暇一艾一

~

二 l十 二了 十
~
二于

-

十 二
~

吸
,

二二一
.

刃
L L o 义 扰 , 艺 \ a 劣 / 」 a 夕 式 梦 乙 \ a g /

(2
.

9 )

、

1
12
‘......夕

、

Ll
夕、Lr夕一.

.

IJ21

“

一宁叹会
+

会
口叨

+ 一二
.

户一于二
-

十
O X 口g

a切

鲁)
满 ‘ 口犷 I

、、..........1...l.lesl.res.se夕

式中的E
, v
见(2

.

12 )
.

并且同样可求得M
二 ,

M
, ,

M
: , 和 ,

: , 。 , , ,
二 , .

对于横向剪力Q
, ,

Q , ,

由于声作过修正
,

有

Q
:

= G h
。丫

二 ,

Q , ~ G h
。 , , ,

h
。

~ h 一 t二

即h
。

是壳厚 h减去最外表层的厚度t。
.

此时
,

当多夹层扁壳若只有单夹心层时
,

力与 已有理论一致
〔“’.

为了便于运用
,

给出应变能密度砰如下

牙 = 才
l + 不

2

(2
.

10 )

上 式定义的剪

砰
1 匆二铸万

〔(N ; + N ;卜 2 (1 + ·
)(N

·

N
, 一 N “,

, “+ 音
D

,

l(黔
一

)
2

十

(鲁)z+
2

令会
+

宁(箫
+

黝
“

〕
十

+(D
, 十” ; ,
厌豁

+

(豁)
‘ + 2 ·

鲁守
+ 2 (卜

1,

)(
.

溉
,

)
“

]
+ D ,l鲁鲁

)

口叻
。

aZ功 / 日叻
,

日2 山

十 分二 下一不 + vl 一分二
二万一二 十

d 写 a 梦
一

\ 口火 a 夕
- 势努)

+ (‘一 ,
, (箫

+

器)器粉]
2切

W
艺一

音
‘”

‘

私
十

尝)
2 +

合Gh
/

朴
十

器)
(2

.

1 1)

其中

(2
.

12 )

、、,.刃动绷.
.

!
目
、
了.泛.班.百.../

, ,

一 v , ,
h
‘

= 艺
I

(h
, + : + h , 一 h , 一 : 一 h, 一 :

)
“

4 (h
, 一 h, 一 :

)

‘E
E 一 2

军二命
(h

, 一 h
‘一 ;

)
,

D ~ 2 乙
, E h : 一 h :

一 ,

l一 ‘v 2 2

‘
f

D
: “
习

一

崔最声
II

‘E hl一 h :
一 1

3
D

‘

~ Z E
一

,E

1 一 ‘v Z (h
‘
一 h ‘

一 ,

)
‘

f
“

D , ~ D : 一 D
,

D I二D
‘一 D

,

乙 ~ E
落= 1 5 3 ,

若以位移
。 , 。 , 二 ,

么 ,
如为基本变量

,
那 么平衡方程为



1 2 6 吴 建 成 潘 立 宙

口2 “ l一 v

万 一芍- 十 - 二万 ~
-

a X
一 乙

口2“
l 十 ,

十

—
-

2

口Z v

口义口g

a阴 / 护切 1一 v 口2切 、

~ 一一二 , 一一
二一芍 十

-
, 二一- ~ 戈~ 万 I

O 戈 、 口义 “ 艺 0 夕
一 /

1十 护

9

日忍切

口义a刀

d l 田 切 、
, 、

口 / 功 、
~ ‘

、

百瓦
~

灭灭
十 ,

瓦
一

)一 咬‘一 ”少币刃
一

气顶万)

酬丝为

l + , 口2 “

Z a戈日刀

1一 犷 沪u
.

口2” 口切 / 1 一 , a么田
.

口2阴 、

州
-

一不二
一

二
.

下
一

十 - 二一下 - 一 二丁 一 .

—
下

一万 十 一二一二 刃
乙 a x

一 口夕
“ a g \ Z a 火

“ a y
一
/

阴 功 、
, 、

口 / 川 、

可
十

两
一

)一 (‘一 , ,

丽
一

气顶百)
�V

J./、
、

一�J.r

1十 护

q

J川

口X

口2口

口x ay

口

口拟

Gh
‘

(
一

豁
口功

.

十 一二介
三

a夕

、 一
、 ,

一 Z 日
。

.

口
。

、

讨 v
‘

公 ) 一 弋v
‘ + 刀 ; ) v

’

阴一刀 ;气丽
一

v
一

,
·

十
一

万歹v
‘

势,

)

_ 一。一

可!会
+

喘
一

+

兴
、 。, 一

叹
一

器

l / d切 \2
_

w I F日
2田

.

日2 却 / 1
.

v 、1

十 , 万 一
气二一 口 十 一 , 石产-

!! , 二一不 十 V , 育一犷 一一
下子一 十 - 二二一 . 1

z \ o x / “
二 J L 〔,

戈
一 o 夕

一 \ 式 ,

式 r / J

( 艺 二3)

豁
“ 十

一

划卜会
+

守
一

帐
+

贡)」
十

会
十

尝贵
+

会)(瓷
一

一

云)}
D

,

(令
D,
件

.

1一 v 口2
叻

,
.

1 + ,

十
、

一二
-

一二
乙矛

一

十

—艺 0 刀
“

艺

a “劝,

ax 日g )
十。 ;
最

一
v

Z山一Gh
,

协
+

斋)
.

凳今十

导婴
十

热)十侧李
v Z二一G 。,

介
, +

口 人
吸少 J 乙 L, 人 u 万

一 , t, g 、

日功

口g
聋鲤二、
d U /

对应于平面内不可移动边界
,

一般有夹紧固定和铰支边界
.

边界条件以夹紧固定为例
,

有

x 一a 。, 。
时

, 。 = O , v = 0 , 二 = O ,

劝
二

= o ,

势r = o , 口。/ 口x = o

, = b
。,

b时
, 。= o , 。= o , 二 = o ,

劝
二

~ o ,

劝
,

~ o , a功/ ag ~ o} (2 一 4 )

引入应力函数切
,

以切
, 川 ,

么
,

八为基本变量的平衡方程为

_
‘ , 二 , 、

。r了 口2脚 、2 a Z功 口2 叨
.

1 日2田
.

1 日2功 2 口2田 1
V

一

切 ~ 以 一犷 ) 乙 l吸一万二石丁
.

J 一 卜石二恋 , 三丁万 十 ~ 石
- 一

丫万三百 十一石一 飞获万 一 飞了
~

万二万三 l
L \ LI 人口 万 , t; 人 口 F 工 t 口 u 习 J 、梦 L, 人 J l 苦护 u 人口万 J

、..了了

犷

口

梦
n‘

VGh 丫粤
竺 十

\ 口 X

口势
, . _ 2 _ ~

一石万 丫 V 山
u 万

)
一 。D , + 职 )v

4。 一切 (票
一

、
2

,

/ \ U 人

,

+ - , ; 一~

O g

_

f a Z切 了a
Zo l 、

:

日2切 / aZ叨 1 、
。

a Z切 了 日2田 1 、〕

一 一 甘一 l
一

下二顶
一

妞飞二见
-

一 万i 一 , 宁 不丁乡
-
.

一

石而 一一下可 一 口一 乙万丁三丁」 几石二石
一

’

一
-

节一一 I !
L u 万

一 、 u 几 一

八
二 / U 兀

一 \ u 习
一

It , / (少入U 夕 \ u 入 U 夕 八
, 犷 / J

(2
.

1 5 )

D, 了塑
、
一

坦
:

热
+

\ 口X
‘

2 口g
“

于, ,

口2

劝;

2 口x 日夕

D’了牡卫
、 2

口“叻
二

ax a夕

.

1一 ; 口2
劝

, .

口2
功,

.

下 一 一二
- 一不一

~

石一
,
下

.

一万一汤

艺 a X
“ 0 夕

“

)
十刀 ,
会

v “田 一Gh
/

私
十

会 )

)
十” ,
命

、
2跳一Gh

/

(,
, + 一

箭)

对应于平面内 可移动边界
,

一般有滑动固支和简 支边界
,

边界条件以简支为例
,

有



多夹层板壳的非线性理论及应用( 1 )
—正交异性材料扁壳的基本方程 1 2 7

大二 口。,

_

、 护切
“ 口u ’

习沪
. ~ N 昙

日, 切

口x a夕
= 一 N 昙 切 = 0

刀
,

鲁
十刀 ;
鲁

一。
,

, , 一 。
,

刀 ;
鲁

+ (刀
, 十 v ; )
令

一。

a Z切 、 T 。

万天f =
i v 亏,

日2甲

口x ag

炭艺
.

16 )

、.........、

!
夕~ b

。,
b 时

,
= 一 N 呈, , 阴~ O ,

劝
,

~ o

D, 粤
+ 侧奥

一。
,

侧华 +( D ,+ D : )

弊
一。

0 夕
‘

0 9
一

”
口夕

、
’ ‘

’

a刀
-

当夹心层材料相同时
,
有声二 1 ,

那么
‘
f ~ (h

‘十 h‘
一 :
)/ 2 ,

由 (2
.

1 2 )式得

D
‘

= 刀
,

刀; = o ,

D , 二 2乙
‘E (h

‘一 h ‘
一 :
)
“

1一 ‘v 2 2 (2
.

17 )
甘

那么可知D, 与D
‘

之比。‘= 刀了/ D
‘

为一小量
.

为了系统地求解多夹层扁壳的大挠度问题
,

于求解
.

同时
,

假设 (2
.

17 )式成立
,

即刀}二 0
.

对平衡方程和边界条件进行无量纲化
, 以便

现引入下列无量纲参数

大一a

一一
‘户�

a一b几=
。一誉

,

叭一
和

二 ,

。一和
·

牙二
川 U

下
,

D
’

0

~ 不‘
犷

a

= 不
”

忿二二 :

‘h
, a Z

E 万名

勺 = 顶7 6 f ==

Q一

子
不 q ,

, 一
吞

+

刀 ,

G h
, a Z

、 + 、二
,

尸一

昔。
, 。-

( 2
.

, 8 )

,�
内

几口
了一才,曰
.

九

n 万一 R
-

式 ~ , 宁扰
, 。 r = - ; 二一

.

a - 一

扰 ,
万二二二

一2
R

,

r l

=
~ 子; - 一

.

一 O
允

, 犷

此时
,

平衡方程为

、.扭.,.琶....舀....

!
‘

l
l
ee
l/日2

岁 ;
.

1一 , 。: 。2
岁‘

.

1 + v , 。2
梦 , I f , r,

.

a w 、_ 八

~ 一下花万 一
. r 一- 弋丁 践 一- 二- 了 州一

—
八 一又花二万一一

-

一 —
. 1 于 亡一厂 - 气犷若 ~ . —

U
o ‘

一 艺 a 刀
一

艺 口‘口刀 6 \
一

0 9 1

1 + , , 日2
梦‘

;

1一 v

一丁 一八一丈花二二- 一
~

可
.

—
一

艺 d ‘d 叮 2

日2
梦

,

口亡“
十护

日“岁
,

a冲2

一

灯
二

, 十几

擎
.

、二O

巴 \ 0 叮 I

~

婆冬
.

十 *
一

擎
一 + L :

附 一 。,

召 、 一 。尸(
U‘ O刀

’ 一

\

aZ

不
口亡

“
十 P几

“
口2

平
a刀2

一
杏
一 p共卜

一 。 (。十 F )
It 式 I

( 2
.

19 a 、f ,

L里必~ e 。 ( l一 , ,
)几

‘月

护U
.

1一 v 、。

日ZU
.

1 + v ,

口2
厂 。

只下了
‘

十
-

—
几“ ‘二一丁 十 一二一几

一
可‘二 - 一 刀

a ‘
一

艺 a刀
一

2 0 5 0 刀

1 + v ,

口ZU
.

1 一 , aZ
犷

, ,

日Z
V 。

上止
~
二凡尝兴

- 一

十 土一二 共去
,

+ 几
“

毛一 - 一 C
2 ” 日亡口刀

’

Z a亡
,

‘ ’ 一

。刀‘

口2 , 。

口2

L ‘一砰
一

+ 几“

命
-

( 2
.

20 )



玲吕 吴 建 成 潘 立 宙

求解平面内可移边界问题
,

(2
.

1 9a 、d) 构成了基本方程组

_
, 。

「口,巾 , 。,

砰 l 、 。,

。 , 。
2

平
: 、

_

。, 中 口,

牙 1
\

厂 一几: 气; 一二 . , ; ; 二 ~

一
,

石向

月十 二汽或二 . 一不一了 一下布二二 . 一 2
一下石二二一

一 一二官二一一 ! .
L ““

一 、 “‘
一

“ ‘ 0 ‘
一 ‘ “”

一 ”“

找
’

‘ “‘a 刀 “‘O 刀 」

(
l 口不砰 \2 a z

不 aZ

砰 1 日2

不
.

r a 艺

附 f
丑 ~ 一

二二乙二
一 刃 一 , 二乞二

,

二 ; -二 十 下不
~ 二- 二产 十 下

万
不
厂一 又二万

一

l
、 a ‘O 刀 , O‘

一 a 冲
“

式 a 刀
’ 几 一

找 a ‘
一

尸

求解平面内不可移边界问题
,

(2
.

1 9a 、 c , e ,

f) 构成基本方程组

_ r「 a U 1 l a万 、2
附 〕f口2

附
, 。

a 么

附 / 1
.

v r \1
F 二断之l共共

~

+ 二‘共笼
一

、+ 答 11从令 + v矛资共
~

一‘告十答 》l‘

一
0

飞L 口亡
’

2 、 a亡 /
’

R JL 日亡
2 ’

“
’

口叮
名

、R
‘

R / J

。

「口犷 几 , 口牙 、Z r
万 飞F

, ,

口2

附 口么不 / r
.

v 、1
+ 川共毕 + 竺『军井

~

】十 二
斋 }} 几

2

升升 十 v 二捻飞一 ‘告 + 告 】I’ “L a冲
’

2 、石母
一

/
‘

几R JL
‘’

口冲艺
‘ ’

。g
石

、R
‘

R / J

、 。

z
,

日U a犷
.

,

口牙 a平 、 口2

平 、
十 ‘l一 , )对久共二 + 共冬 + 几共于 共升

~

l
ee

备若了 卜‘ /
‘

气
‘ ,

日刀
’

a亡 ”
‘

a亡 a峥 , a互a冲 J

n 口班 / d Z

牙
.

x 一 v
。 。

口2

不\ 一 + v , ,

日牙 a Z

附
.

1 1
.

v r 、口牙
B 一架令

.

‘斗共 + 圣二二尸几
“

今共 》+ 立二二 几
么

共羊州共若母
了 十叹音 + 答 .共甘尸 一 a亡、a少

’

2 “ a母艺

/
‘

2
‘’

口珍 a雪口刀
’

、R
‘

R l d雪

~
。

口平 1 1 一 , ,

口Z

W
. 。

日2

附\ 1 + v ,

口附 口2

班
.

1 r
.

v \
,

日才
C ~ 久艺答一『兰二土 共共 + 几

2

共共
一

、+ 二止二 人祥
二

一共冬
一 + 吸若 十含 l流共一

.

一 一
‘ “

a斤 、 Z a亡
艺 ’ ‘ ’

a刀2

/
’

2 ” 。雪 口亡a刀
‘

\R
’

R l
’ 一

a刀

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 )

无量纲化后的边界条件
,

以简支边界为例
,

有
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对于工程中常见的扁壳 (如扁球壳
、

扁柱壳
、

平板以及中面为平移曲面的扁壳 )
,

都有

1 / R
, , ~ 0 ,

因此 (2
.

15) 式中令
r : ~ R 打R

, , 一 0
.

这里
,

若
: = l ,

为扁球壳 , r = 0, 为扁柱壳 ,

l/ R = o ,

扁壳则退化为平板
.

这里获得的平衡方程
,
若 有 l/ R = 0 ,

则与文〔3 」中所用的矩形夹层板的基本方程相 一

致
.

同时
,

根据钱伟长
〔‘’
对壳体理论的分类可知

,

本文涉及的是K ar m a n 型大挠度问题
.

本

文的下一部分
,

具体地求解多夹层扁壳的弯曲与稳定
.
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