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摘 要

本文在 H a us d or ff 拓扑矢量空间的仿紧设置下对一类具有间断映象的广义拟似变分不等 式

证明了解的存在性定理
.

这些定理统一
、

改进和推广了广义拟变分不等式的许多最近结果
。

关健词 拓扑矢量空间 广义拟似变分不等式 。一对角凹 。一对角凹关系

一
、

引 言

设E 和F是具有相同标量域少 (或实数域或复数域 ) 的拓扑矢量空间
,

X 是 E 的非空子

集和<.
, ·

>
:

F x E 、中是双线性泛 函
.

设户X 、F是单值映象和T
:

X 、 2 尸是集值映象其中2’

表F 的一切子集的族
.

古典变分不等式问题 V l(f
,

X )是
:

寻求分〔X 使得

R e <f (必)
, ￡一夕)《o ,

V , 〔X (1
.

2 )

广义变分不等式 问题G V I(T
,

X )是
:

寻求交〔X 和 功〔了(幻使得

R e <功
, 分一夕)《 o ,

V y〔X (1
.

2 )

由于变分不等式理论在纯粹和应用科学的许多不同领域内有广泛应用
,

因此近年来 V l丫
,

X )

和 G V I(T
,

X ) 已分别在有限维和无限维空间内被广泛研究和在各个不同的方向上被推广
,

例如见文献 [ 1、51 和其中的参考文献
.

_

一
如果再设g: X ” E是一单值映象

,

隐变分不等式问题 I V I (了
, g ,

X ) 是
:

寻求 全〔X 使得

川幻〔X 和

R e< j( 幻
,

斌幻 一创功 >戒。,

“
一

‘

V 万〔X (l
.

3 )

当E 二F ~ 于了是 H il b er t 空间
,

g( X )一欠时
,

N o or
〔6 一 8 〕

在研究奇阶障碍问题时引入 了上述

IV I(f
,

g ,

X )
.

Y a o r。 , ‘。’和 Y a o 一

G u o 〔“ ’
也分别在有限维空间和 B a n a e h 空间内和在不同假

设下得到了I V I (f
, g ,

X )解的存在性结果
,

广义隐变分不等式问题 G IV I(T
, g ,

X )是
:

寻求分〔X 和 劝〔T (幻使得

R e(功
, g (分)一 g (夕))《 o ,

‘

V 夕〔X (一 4 )

D in g
一
T a r af d a r 「‘2 ’ 和T 协平

r ‘3 一 ’5 ’
在 H a u o d o r ff 局部凸拓扑矢量空 间内研究了比 止述

G IV I(T
, g ,

X )更为一般的广义隐变分不等式问题G N V IP (T
,

g ,

b
,

X )
.
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如果又设叮:

X x X * E 是一单值映象
,

似变分不等式问题 V L I(f
, 叮,

X )是
:

寻求分任X 使

得

R e(f(分)
, 刀(分

, , )>( o ,

V 习任X (1
.

5 )

当E 二F 一R
”

时
,

P a ri d a 一

S a h o 。 一

K u m a r[
‘““引入和研究了上述 V L I(f

, 。 ,

X )和数学规划

问题之 间的联系
,

证明了某些存在性定理
.

D ie n 〔” ,

和S id d iq i
一
K h a liq

一

A n s a r i“8 ’
分别在

有限维空 间和拓扑矢量空间内研究 了上述 V L I(f
, 刀 ,

X )解的存在性
.

广义似变分不等式 问题G V L I (I
, 叮 ,

X )是
:

寻求￡〔X 和 叻〔T (幻 使得

R e <劝
, 叮(分

, , )>《 o ,

V “〔X (1
.

6 )

如果还假设S , X ”2x
,

则拟似变分不等式问题 Q V L I(j
,
S

, 刀,

X ) 是
:
寻求分任X 使得

忿〔S (分)和

R e (f (忿)
, 粉(￡

,
夕)>《 o ,

V g 任S (分) (1
.

7 )

广义拟似变分不等式问题 G Q L V I (T
,
S

, 叮 ,

X )是
:

寻求 (分
, 功)任X x F 使得 分〔S (幻

,

功〔T (分)和

R e(功
, 刀(分

, v)>( o ,

V 万〔S (￡) (1
.

5)

显然如果S (x) ~ X
,

V x 〔X
,

则问题 (1
.

7) 和 (1
.

5) 分别化归问题 (1
.

5 ) 和 (1
.

6) , 如果再设

V (x 沼 )〔X x X
, 刀(二

, , )= g (x )一 g 勿)
,

则问题 (1
.

5 )和 (x
.

6 )又分别化归问题 (1
.

3 )和 (1
.

4 )
.

容易看出问题 (1
.

1) 、 (1
.

了)都是问题 (1
.

5) 的特殊情形
.

在已知的各类变分不等式的存在性定理中
,

通常都假设所涉及的映象是连续的和定义域

是紧凸集
.

本文目的是利用作者
r ‘。」的关于一类广义拟变分不等式解的存在性定理

,
对具有非 单 调

间断映象的G Q V L I (I
,
S

, 刀 ,

X )的解证明几个存在性定理
.

作为特例
,

可得到广义拟变分不

等式的许多最近结果的统一
、

改进和推广
.

二
、

预 备 知 识

设X 是拓扑空间E 的非空集
,

2x 表X 的一切子集的族
.

称实值函数 少 X o R 在X 上是下

半连续的(1
.

s
.

c
.

)如果对任何 a 〔R
,

{x 〔X
:

州x) 《好是闭集, 称 g 在X 上是上半连续的 (u.
“

.

c
.

)如果一 g 在X 上是l
.

s
.

c 二 设X 和 y是拓扑空间和 T: X 、 Z r
是集值映象

,

称T 在火〔X 是

上连续 的如果序列扭
,

}收敛于 x 和序列勿
。

}收敛于夕满足协〔T (二
。

)
,

则g 〔T (x) , 称T 在 二〔X

是下连续的如果对任何收敛于 x 的序列 {‘ }和对任何夕〔T (x)
,
存在一收敛于习的序列 {y

,

} 满

足协〔T (x
”

)对一切
。成立 ; 称T 在X 上是上连续 (下连续 ) 的如果T 在 X 的每一点 二〔X 是上

连续 (下连续 ) 的 , 称T 在X
.

卜连续如果 T 在X 上既上连续又下连续
.

称T 在二〔X 的邻近是一

致紧的如果存在‘的邻域犷使得T 拼 )一
:

比T (‘)在y 中是相对紧的
,

即T (厂 )的闭包了丈歹) 是

Y的紧子集
.

显然如果T 在点%〔X 上连续和在
: 的邻近一致紧

,

则 T (x) 是Y的紧子集
.

称T 在

X 上一致紧如果对每一 x 〔X
,

T 在 x 的邻近一致紧
.

上述概念 由H o g a n[
““〕引入

.

称集G r( T )

一 {(x
,

功〔X 久 y: y曰
’

(对 }为集值映象了的图
,

由定义易知
,

T 在X 上是上连续的充要条件是

T 有闭图
,

即G r( T )是X x y 的闭子集
.

称T 在X 上是
s 一

上半连续 (s
一

下半连续 ) 的如果对 Y

的每一开子集U
,

扭〔X
,
了(x) 仁 U } (义x 任X

:
了 (x) 自U 护价 )是X 的开子集

:
T 的上连续性和

s 一

上半连续性是不同的概念
.

由入u bi n 一
E k e la n d “

, p
·

“ 。〕

的命题 3
.

1
.

了,

每一具有闭值的
s -



广义拟似变分不等式解的存在性 13容

上半连续集值映象T
:

X , 2r 在X 上是上连续的,反之由A u杭趁
一

E k ela公小协
·

‘“ ’
的系 3

,

1
.

9 ,

如果犷是紧空间
,

每一在X 上上连续的集值映象T是
s一
上半连续的

.

令X 是拓扑空间, F是一拓扑矢量空 间和产是尸的拓扑对偶空间
.

称映象Tt X , 2护在X

上是”
一

上半连续的如果对每一炸F ‘和任何爬风 {xe X
’

是路 Re 恤 岭< 几} 是 开 集 (见

A u bin
一

甘k e l瓦n d t l ,
p

.

12 1 ] )
.

每一卜上半连续集值映象是h
一

上半连续的
,

其逆一般不真 (见sh ih
一

T 畜从〔2 1〕)
.

令X 是拓扑矢量空间的非空 凸子集
,

称泛函甲恤
,

功
:

X 兴 X , 皿 以魂士 , }关于y是卜对角

凹的 (0
一

D C V )
,

如果对任何有限集{x , ,

⋯
, x 。 }二X 和对任何, 。= 乙 人‘x ‘

,
几奋o 和 乙 几‘, 1 ,

艺几‘中(夕
。, x ‘)《 o

令甲(为 川《 0 ,

V x 〔X
,

显然如果对每一固定的 x 任X
, , 片叫x ,

刃是凹函数
,
则叫朴 功关

子夕是。
一

勺Cv
,

其逆一般木真 (见Z h o u 一

e h e n [ 2 2〕)
.

设它
,

F是域币上的拓扑矢量空间
,

X 是E 的非空凸子集和<
· , ·

>
:

F x E 、巾 是双线性泛

函
.

设T
,

X ” 2 ,
和 刀 :

X x X 、E
.

称T 和 , 有。
一

对角凹关系 (。
一

D C v 孔) 如果由下式定义的

泛函甲(x
,
夕)

,

X X X ”R U {士oo }关于g是。一D C V :

切 (x
, “)飞)梦二

, R e<, , ”(‘
, “)>

引理 2
.

1 设T
:

X 、 2 夕和那X x 宪 , 它使得对每一还X
,

in f R e< 功 , 刀(x
,

劝 >《 o 和对
叨〔甲(‘)

每一恤
, 。)〔万 x F , R e< 。 ,

川关
, ·

)>是凹函数 , 则T 和刀有。
一

D C V R
.

证 明 对任何有限集扭
, ,
⋯

, x 。}二X 和任何y。= 名丙x’
,

丙》。 名几“ l,
我们有

t . I

名 丙州夕。 ,

x’) 一名丙
‘一 1 ‘一 1

in f R e <功
, , (g

。 , 戈‘))

诚 T〔如 )

二

思
。
)

石
“‘R e‘田

, ”(“
。 ,

x ‘)>

《 w

思
。
。R “<‘

, ”‘“
。,
“
。

’>《”

即 T 和刀有o 一
D C V R

.

注2
.

1 如果拭 x ,

妇 = 二 一 g
.

v 二 .

映X
.

则对任何T :
X 一Z F ,

引理2
.

1的一切条件被满足
,

从而T 和
。有0 一D C V R

.

下面结果是丁协平
〔‘g 〕的定理 2

.

1的变形
.

引理 2
.

2 设E 是H a u s d o r ff拓扑矢量空间
,

它的拓扑对偶空间万
朴
分离 E 的点

,

X 是 E

的非空仿紧凸子集
.

假设

(1) 5
:

X , 2x 有非空紧凸值和对每一 P〔E 气

{x 〔X
:

R e <P
, x )簇 s u P R e <P

, g > }
, 〔8 (

‘
)

是X 的闭子集 ,
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(2 ) 卿 X x X * R 使得对每一g 〔X
,

一
切 (x

,

功在X 的每一紧子集上下半连续 ,

(s) 甲(x
, g )关于 , 是。

一
D C V ,

(4 ) 存在X 的非空紧凸子集X
。

和非空紧子集 K 便得对每一 二任X \K
,

存在 夕〔c o( X
。

U

{x })门S 你)满足卯扭
, , )) o ,

(5 ) 万 = {戈〔X
: s u p 叫戈 ,

功 > 0} 是X 的开子集
,

则存在云〔K 使得分〔S (幻和
夕C B (, )

切(分
, 夕)《 o ,

V , 〔S (分)

证明 分析丁协平
〔’“, 的定理 2

.

1 的证 明
,

假设 S 是 h
一

上半连续的仅用于得 到 对 每 一

P〔E 气

V (P)二笼x 任X
: R e (P

, % >一 S U P
犷〔B (留)

R e(p
, 夕>> o }

是X 的开子集
.

然而这一条件可由假设 (l) 得到
.

因此由丁协平
〔‘日’的定理 2

.

1 的证明知引理

2
.

2的结论成立
.

我们还需要K n e o e r 〔““’的极小极大定理
.

引理2
.

3 设X 是矢量空间的非空凸子集和Y是月 a u s d or ff 拓扑矢量空 间的非空紧凸子

集
.

假设户X x y 、 R 使得对每一 x 〔X
, , , f(x

,

功 是下半连续凸函数和对每一 g 〔Y
, x ~

f恤
, g )是凹函数

.

则有

m in s u P f(x
, 刀)二。u P m in f(x

, 刀)
穿C Y 苦C X 留 任X 护C Y

三
、

G Q V LI(T
,

S
,

”
,

X )解的存在性

在本节 中
,

我们将对具有非单调 间断映象的G Q V L I (T
,
S

, 刀 ,

X )证明某些解的存在性

定理
.

定理 3
.

1 设E 是域少上的 H a u s d o r ff 拓扑矢量空间
,

E 的拓扑对偶空间 E 关
分离E 的

点
,

X 是E 的非空仿紧凸子集
,

F 是域 小 上的拓扑矢量空 间和 令
,

·

>
,
F x E 今小 是双线性泛

函
.

假设宇
:

X 、 2F
,

从 X 、 2x 和个 X x X 、 E 满足

(l) 对每一固定的, 任X
,

函数
x ~ in f R e <。

, 叮(
x , 夕))

w ‘ , (
:
)

在X 的每一紧子集上是下半连续的 ;

(2 ) S 有非空紧凸值和对每一固定的P〔E 气

{x 〔X
:
R e (夕

, x )《 s u p R e(力
, , >}

, 〔 夕(
公
)

是X 的闭子集 ;

(3 ) T 和冲有。
一

D C V R ;

(4 ) 存在X 的非空紧凸子集X
。

和非空紧子集 K 使得对每一 x 〔X \K
,

存在 , 〔co (X
。

U

{x })门S (x )满足 in f R e <。
, 刀(x

, 夕)>> o多

拟 C T (召 )

(5 ) 刃
,

= {二〔X
:

是X 的闭子集
.

S U P
犷任泞 (

‘
)

in f R e(阴
, 玲(x

, , ))《 0 }
毋 〔全 (

:
)

则存在必〔K 使得必〔S (幻和

in f
口 C , (怜)

R e <切
, 刀(分

, , )) ( o ,

V , 〔S (分)
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如果进一步假设T (幻是紧凸集
,

<
· , ·

>
:
F x E , 中连续和对每一田〔F

,

R e <功
, 刀(分

, ·

)>是凹

函数
,

则存在功〔T (幻使得

R e (功
, 叮(￡

, g ))《 o ,

V , 〔S (分)

证明 定义泛函卿X x X , R 如下
:

中(x
, g )== in f R e (。

, 刀(x
, 夕))

,

V (x
, g )〔X x X

叨〔r (. )

由(1 )
,

对每一夕〔X
, x、中(x

,

功在X 的每一紧子集上是下半连续的和 由 (3 )
, 中伙

,

功 关于,

是。一D C V
.

因此引理 2
.

1的一切条件被满足
.

从而存在分〔K 使得 必〔S (幻 和 切仕
,

川《0,

V , 〔S (毖)
,

即有

in f_ R e <。
, 冲(分

, 夕)>《 o ,

V 口〔S (念)
. c r (口)

(3
.

1)

现在定义函数了
:
S (幻 x T (幻、R 如下

:

f勿
, 。)= R e (切

, 冲(分
, 刀)>

,

V (夕
, 功)〔S (沦) x T (分)

由假设对一g 〔S (分)
, 功~ f(g

, 叨) 是连续线性的和对每一 。任T (分)
, 夕, f(, , 切) 是凹函数

,

由引理 2
.

3推得

m l
。u p

‘

f(, , 功) = “u 只
口‘ B (盆 ) 扩〔刀 (劣

In ln
叨 c r (多)

f (g
, 切 )

公 〔r

因此 由(3
.

1) 式
,

111
.

u P.
B (含

R e (。
, 珍(分

, g ))《o

m肉有汰

因为函数、曰 R e< 。 , 刀(分
,

功>在 T (幻上下半连续和T (幻是紧集
,

存在叻任T (幻 使得

。u n R e <叻
, 刀(必

, , )) = m in
‘

s u P̂ R e (田
, 刀(忿

, g )>《 0

夕〔8 (含 ) 叨任 , (苦 ) 甘‘ B (加 )

即有

R e <功
, , (分

, 夕))《 o , V 刀〔S (分)

所 以 ,
, 叻 )是G Q V L I (T

,

S
, , ,

X )的一解
.

注3
.

1 如果X 是紧凸集
,

则条件 (4) 被平凡满足和如果叭劣
,

刃 = 劣 一 g ,

V (劣
,

刃(X X X 则由引理 2
.

2

和注2
.

1
,

条件(3) 被平凡满足
.

因此定理3
.

1在下列几方面推广了Y a o[ 阳的定理3
.

3 :

(1) 从广义拟变分不

等式推广到广义拟似变分不等式
;
(2) 把映象的定义域X 从紧凸集推广到仿紧凸集, (3) 从有限维空间R

”

推广到无限维拓扑矢量空间E 和F
.

注3
.

2 在定理3
.

1 中对集值映象T
,

S 和点值映象加 X x X , E 没有连续性假设
.

下面例于说明存在间

断映象T 和刀满足定理 3
.

1的条件(1) 和(3 )
.

例 令E ~ F = R , X = [o
, 1〕

,
了

’
:

[o
, 1〕, 2 盆和刀

:

〔o
, l」x [o

, 1〕”R 定义如下
:

了
’

‘“ , 一{
[ 2

, 3 j
,

{ l}
,

, (义
, 刀)

如果 戈 = 0

如果。< x ( 1

如果 x ~ o , 0《 , 簇 l

如果 o< 戈簇 1 , 0簇 g簇 l

则对每一夕〔〔o
, 1 」

,

我们有

in f
. ‘ , (

忿
)

R e‘W
, 。(‘

, 。)>一
{

容易验证对每一固定的 , 〔X
, x

, in f
tD 任牙 (

苦
)

一 6 9 ,

如果 x 二 o

x Z 一 g ,

如果 。< x 簇 1

R e< 二 ,

叭
x ,

川 > 是下半连续的
.

注意到对每一固定
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的%〔〔o
, 1〕

, 甲(x
, , ) ~ in f R e <。

, 珍(x
, 万))是万的凹函数和 甲(x

, x )( o , 甲(x
, g )关于

公 任牙 (
公
)

, 是。
一

D C V 且因此T 和刀有。一 D C V R
.

定理 3
.

1的条件 (l) 和 临)被满足
.

但T 和 , 都不是连续

的
。

系3
.

1 设E
,

F , 巾
,

X
,

<
·

,
·

>
,

T
,

S , 刀与定理 3
.

1中相同且满足定理 3
.

1 中的条件

(1)、 (3 )和 (5 )
,
条(4 )由下面条件代替

:

(4 )
产

存在X 的非空子集D 使得对每、〔X \刀存在夕〔D n S (劝满足

in f R e (叨
, 行(x

, g )>> 0

叨 〔 r (合 )

和 D 含于X 的一紧凸子集X
。

内
.

则存在毖〔D 使得￡〔S (分)和

恕耘
》R e < , , ”(分

,
“)>《 O, ””〔S (‘)

如果再设T (幻是紧凸集
, <

·
,

·

>
,
F x E 今巾连续和对每一二〔F ,

数 , 则存在叻〔T (幻使得

R e(功 , 勺(沦
, 夕)>《 o , V 刀〔S (分)

RIJ (念
, 功)是G Q V L I(T

, S , 冲, X )的解
,

证明 令K 一 D
,

则K c X
。

是X 的非空紧子集
.

由条件 (4 )
‘

X \D
,

存在刀〔D 日S (x )〔 e o (X
。

U {二})n s (二)使得

in f R e <。 , 刀(x
, , )>) o

, , R e <二
, 刀(*

, 夕)>是凹函

对每一 x 〔X \K 二X \D 仁

tD 任, ( . )

因此定理 3
.

1的条件 (4 )被满足
.

系 3
.

1的结论由定理 3
.

1得到
.

引理 3
.

1 设E 和F 是域必上的两个拓扑矢量空间
,

X 是 E 的非空子集和 <.
,

·

> : F x E 、

中 是连续双线性泛函
.

假设

(1) T: X 、 ZF
是上连续和一致紧的 ,

(2) 小X x E 、E 是连续的 ;

(3 ) S : X 、 ZE

是下连续的
.

则函数
二

, 。u p in f R e (功 , 打(x
, 夕))

, C S (‘ ) tD ( T (
‘
)

在X 上是下半连续的
.

证明 足义函数g : X * R 如下
:

g (戈)~ s u p in f R e <。 , 刀(x
, 夕)>

,

夕〔 B (
忿
) tD 〔了 (: )

V 久〔X

对任意固定的 a 〔R
,

令X
。

~ 义义〔X :

川x) 《a}
.

假设扭
。

}穿
二 ,

夕(x
”

)= 。u p in f
g 〔S (二

,

) 切(T (戈
,

)

R e (。, 冲(火
。 , 刀)>《 a ,

〔 X
。

且收敛于某 气〔X
,

则有

V n
》 l (3

.

2 )

对每一夕〔S (二
。

)
,

由条件 (3 )
,
存在序列 {刀

,

}T
一 :

使得, 二

。夕和刀
。
〔S (二

,

)
,

V n》 1
.

由条件 (1)

知每一T 恤
。

)是紧集
,

因此存在w 。

〔T (x
:

)使得

in f R e <w
, 粉(x

。 , 刀,

)>二 R e(。
。 , 刀(x

二 , 刀
。

)>
乞刀‘T (劣

ff

)
(3

.

3 )

又由条件(1 )
, T 在X 上是上连续一致紧的

,

注意到你
。

}霄
二 ;

U 你
。

} 是紧集
,

从 M er ri ll[
“”“的

定理 2
.

1和定理 2
.

2 (也见Y a o 〔24
, p

.

4 6 6〕) 推得T ({x ,

}育
一 : U {、

。

})是紧集
.

因为 {二
。

}军
二 I c

T ({x
,

片
。 , U你

。})
,

存在 {切
。

}育
二 ; 的收敛子序列

.

不失一般性
,
我们可假设 。 。

。叭〔T (拘)
.

由条件 (2 )
,

(3
.

2 )和 (3
.

3 )式
,

我们有
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in f R e(田,

二‘T (二
。
)

二lim in f

勺(%
。 , 夕))《

R e <切
。 , 刀

R e (切
。, 冲(二

。,
夕))

x ” , , n

) )
招 ~

) 0 0

二 lim in f in f R e <。
, 刀(x

tt , g 。 ))
,

今oo w〔T (戈
。

)

灯 lim in f s u n in f R e 若w
。 ” (x

。 。
刀 ))

”

今co g (5 (, 。

) 移(了
’

(, 。

)

二 lim in f 夕(叉
。
、《a

协一知 C风二

由, 〔S 恤
。
)的任意性

,

有

g (x
。

) = s u p in f R e (二
, . (戈

。, g ))《a

夕(S (劣
。
) 二(T (劣

。
)

所以X
。

是万的闭子集
,

从而 g 在X 上是下半连续的
.

注3
.

3 引理3
.

1推广了Y ao 仁翻的引理 3
.

4到拓扑矢量空间内的更一般的形式且X 不必是紧集
.

定理 3
.

2 设E 是域小上的H a u sd or ff 拓扑矢量空间
,

E 朴
分离 E 的点

,

X 是 E 的非空仿

紧凸子集
,

F是巾上的拓扑矢量空间和<
·

, ·

>
:

F x E 、小是连续 双线性泛函
.

假设

(l) T
,

X o Z尸是上连续一致紧的具有非空凸值 ,

(2) 从 X o Zx 是下连续具有非空紧凸值使得对每一P〔E 气

{x 任X
:

R e< P
,

冲《 。u p R e <P
,

功 }
乡〔 8 (名)

是闭集 ,

(3 ) 加X x X ” E 连续使得T 和 , 有。
一
D C V R ,

(4 ) 存在X 的非空紧凸子集 X
。

和非空紧子集 K 使得对每一 %〔X \K
,

存在 夕〔c o( X
。

U

{% })门S (x )满足 in f R e (川
, 刀(x

, 夕))> 0
.

口 〔 , (
劣
)

则存在全〔K 使得分〔S (幻和

忽
。) R e <阴

, ”(‘
, , )>《。,

v , 〔s (‘)

如果再设对每一切任F
, , 一 R e <。

, 。‘分
,

功 >是凹函数
,

则存在劝〔T (幻使得

R e <劝
, 刀(全

, g ))簇。,

V , 〔S (分)

即 ,
, 劝 )是G Q V L I (T

,
S

, 冲 ,

X )的解
.

证明 对每一固定的 , 〔X
,

在引理 3
.

1中
,

令S (x) ~ 勿}
,

丫 x 〔X
,

则 由 (l)
,

(3 ) 和引

理 3
.

1知 函数
x
一鹿乳

。R e <田
, ”(“

, “)>

在X 上是下半连续的
.

又由条件(l)
、

(2)
、

(3 )和引理 3
,

l知
,

函数
x ~ S u p in f R e(。

, 刀(火
, 梦))

岁〔左 (
劣
) 叨 〔 , (

宝
)

也在X 上下半连续
,

因此

万
,

= {x 〔X
: 。u P in f R e <。

, 叮(x
, , ))《 0 }

夕任 8 (
:
) tD 〔少 (

劣
)

是尤的闭子集
.

定理 3
.

1的一切条件被满足
.

定理 3
.

2的结论由定理 3
.

1得到
.

如果 E ~ F 一H 是H il b e r 七空 间和<
·

,
·

>
:

H x 万 * 巾 是内积
,

则我们有下述结果
.

系3
.

2 设X 是H ilb e r 七空间H 的仿紧凸子集
.

假设

(l) T
:

X 、 2 万是上连续一致紧的具有非空 凸值 ;

(2) S: X 、 2x 下连续具有非空紧凸值、
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(3 ) 个 X x X 、H 连续使得 T 和叮有。
一
D C V R ,

(4 ) 存在X 的非空紧凸集X
。和非空紧子集

)

K 使得对每一x 〔X \K
,

存在夕〔c o( X 。U {对 )

n “(‘)满足
。

应母只
, R e <功

, ”(X
, ”)>> 0 ,

(5 ) 对每一 (叨
, 二)〔H x X

, g、 R e (。
, 刀(x

, g ))是凹函数
.

则 G Q V L I(T
,
S

, 冲,

X )有解分〔K 和功〔T (幻
.

证明 在引理 3
.

1中
,

令E ~ F ~ H 和<
· , ·

>表H 中的内积
,

对每一P〔万
朴~ H

,

令 S (x)

= {P} V x 〔X 和对一切 (二
,

功〔X 义 H
,

令川二 ,

功 ~ 一 ,
.

则由引理 3
.

1知对每一P〔H
,

函数
义~ 吕u p R e <P

, 夕>
r 〔了 (: )

在X 上是上半连续的且因此函数

一 R e (P
, 大) 一 s u P R e (P

, , >
, 任 , (

‘
)

在X 上是下半连续的
.

由此推得对
一

每一P〔H
赞~ H

,

{x 〔X
:

R e <P
, 戈)( : u p R e (P

, 夕) }
犷〔牙(

苦
)

是X 的闭子集
.

系 3
.

2的结论由定理 3
.

2推得
.

注 3
.

4 如果刀(二
,

妇二 二一 y
,

V 二
,

妊X
,

则定理 3
.

2 和系 3
.

2 的条件(3) 被平凡满足
。

如果X 是紧凸

集
,

则定理 3
.

2 和系 3
.

2的条件 (4) 也被平凡满足
.

因此定理3
.

2和系3
.

2从几方面推广了 Y ao [.’〕的系 3
.

5 和

H a r k e r 一P a n g 〔s〕的定理6
.

1
.
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