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摘 要

本文中讨论了弹性力学平面问题中由主轴应力曲线构成的正交曲线坐标系上的平衡方 程
,

以

及解的特性
.

同时
,

认为在弹性力学中还存在另一种构造解的方式
,

即可通过直接构造主轴 应 力

正交网络获得主轴应力的解
.
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在弹性力学中
,

若已知所有边界上的力的分布
,

可由平衡方程 获得应力的解
,

如应力函

数法
.

在构造应力函数时
,

应力函数一般需满足调和方程或双调和方程
〔” “’,

限制了解析解

的类型
,

使许多问题无法获得解析解
.

实际上
,

对于弹性力学向题
,

任意分布的应力都可以

通过适当的变换使之构成主轴应力网络
,

沿主轴应力方向截取的微元上
,

剪应
,

力 为 。,

使参

与平衡的未知数也相应地减少
.

对于弹性平面问题
,

未知数仅为两个
,

从而构成了由平衡微

分方程直接获得解的可能性
.

由于主轴应力网络是一族正交曲线
,

本文将主要讨论平面问题中
,

在正交曲线坐标上的

平衡微分方程
,

方程的其它形式
,

并通过简单的例子讨论解的特征
.

二
、

在正交曲线坐标上的平衡方程

设一族正交曲线 由曲线坐标
5 1和 5 2组成

,

如图 l所示
.

若沿坐标
: l或 s :

截取的微元上无剪

应力作用
,

即 r , 2 = r : 1 = o ,

该曲线与主轴应力构造的正交曲线网络是等价的
.

不失一般性
,

可令主轴应力。 l与坐标
: , 的方向一致

, a Z

与 : :

方向一致
,

则在截取的微元上仅有主轴 应 力a ,

和。2 。

沿 : l方向的平衡为

(2
.

1)
、卜r

一一2占da一l
,通工

名
�,d

占dln
.下二

8
--,�

Sd2a十
于几乙

S
‘

J

.

、.刀了
‘

工Sd0al一dsl十
·

. .工口
/口.、

其中 d吐 = d s : 十 △d 几
,

d 时 = d sl + △d sl

△d 几是微元d s Z

沿d : , 方向变化时产生的变化值
,
八ds

,
是微元d : , 沿 d 凡 方向变化时的变化值

‘
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图 1 正交曲线坐标令麟橄元

ds
; ,

ds l是线元d : ; 与d :
}之间

:

的夹角
,

也是曲线坐标死在d s Z

变化时方向的改变
.

根据微分几何
〔3 ’的知识

,

曲线坐标的线长与该曲线的曲率有关
.

设曲线
; ;的曲率为

“ , ,
曲

线
s : 的曲率为、2 ,

则存在一微小转角d叻1
和 d价

: ,

使

d功1 = “ ld : 1 ,
d 价

:
= 、:

d : :

(2
.

2 )

则

△d ‘1 = 一 d 叻; d 。
:
= 一 衬 ld s , d ‘

:

△d ; :
- 一 d 价: d s l ~ 一 忙:

d s , d ; :

Z 人 、

s in (d
s l ,

d :
呈)= d 价

:
d s l = “: d s , d s Z

代入式 (2
.

1 )
,

沿5 1方向的平衡为

) (2
.

3 )

「口a l
. , 、

1
, , .

「 口a1
,

〕
, , ,

l 一苏二一
.

十K Z 气仃2 一 仃 l ) 1 a s l口 万么十 l 一气在, 付 2十 仃2 枯1材么 l口 S I Q S Z
= U

L U 百1 J L U 占I J

略去高阶小量
,

我们可以获得沿
5 1方向的平衡微分方程

口a
l

不不, 一 + 化2 吸a Z一 a l ) = 0
a 占1

(2
.

4 )

同理
, 沿匀方向上的平衡方程

口口 :
. , _ _ 、 八

~ 二; , 一
十 H 1 t LJ I一 。 2 ) 巴 U

a 万2
(2

.

5 )

若考虑体力
,

则平衡方程为

会
+ 一‘a

Z

一 , + “ 口a
, . , 、 .

一

= ” ,

瓦护十
丫‘叹a ‘一 a , ) + 户 , == ” (2

.

6 )

式中F , ,

F :
分别是沿 s1 , 几方向的体力 一

由平衡方程可见
,

若已知主方向的曲率
、: 和、: ,

可直接 由方程求解主轴应力口 1
和 口2 .

未

知数量与方程数量相同
,

可转换为一个未知数的偏微分方程
,

在已知边界条件的情况下
,

具

有可解性
. ’

由于曲线与曲率是相互对应的
〔3 〕,

为获得主轴应力的解必须通过假设正交的主轴应力曲

线
,

这种解方式是半解析的
.
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三
、
主轴应力a l

和a Z
的特征以及平衡方程的变换形式

一般来说
,

我们不易直接构造由曲线
s ,
和

s :
组成的正交坐标系

,
而且由于正交曲线的随

意性
,
需要适当的参考坐标系

,

简洁的方式是参考直角坐标系x

伪
,

所以可通过参数。, 。来

构造企交坐标系
.

参数
。, 。表示的曲线方程为

“= 。
(戈

, , )
, 。二 。

(x
, , )

相应的逆变换为

戈= 大(”
, 。
)

, g = g (
“ , 。

)
“ = ‘和。 = c分别代表了两族曲线

.

若考虑正交坐标系
, 。二 。与s : ~ c

是等价的
, 即。 = 。

曲线的

切向与坐标 , :
一致

,

法向与坐标几一致
.

则微分d s ; ,
d 几也可相应地 由d 。和 d ”表示

:

d : : = r , d “二 双汀干灭d 。,
d s : == r :

d 。~ 斌疵干证d 。 (3 一 )

式中x 。 , ,
.

表示礼 , 对。的导数
,

执
,

从代表义 , g 对
。
的导数

.

相应地
,

曲率“1 , 、 :
可 表 示 为

(见附录的推导 )
:

’

1 口r l

r l
毋

:

1 d r Z

几 山
1 (3

.

2)

若令
a { =

r : a , , a

, 付含=

== r IU Z

则有

口J l 口口

~
丽

1 口口盖
. 、 ‘

仃 于= —
~ 二尸. 一 ,

.

— O

几 0 5 一 r恋

r一S口一口

1 d a 厂
. 付: .

—
一才‘二

十—仃五
r z o 占2 r l

0sl丛两

代入平衡方程(2
.

4 )和 (2
.

5 )
,

1 口a 罗
.
“: , _

— 钾二- ~
, .

一 仃应== U .

r 名 U S ! r l

利用式 (2
.

2 )和式 (3
.

1) 的几何关系
,

口川
.

即
: _ ,

_
八

一二r
一 , 尸 一 , 产

一一口 .
~ U ,

a 那 a U

一

粤
+ 李

。 : 一 。

U 汀 2 几

式 (3
.

3 )转换为
T才

.

口苗
:

2 十
一三兰a 二= 0

口
.

d幼
一 卫

(3
.

3 )

因为曲线
s :
和几是正交的

,

那么功
: = 功: + 二/ 2二功

,
d功

: 二 d 叻: 二 d 叻
,

则

李
+

粤
。 : 一。

,

李
+

粤
a ; -

口肠 L, U U V U “
(3

.

4 )

方程 (3
.

3 )和 (3
.

4 )是以后用于解弹性力学平面问题的主要形式
.

而 可 一 r
刃

:
和可 = 几

: :

中
r :

和r :
可称为有关a : , a : 的特征值

,

它直接的几何意义是曲线坐标的特征长度
,

在以后的例子

中
,

我们将进一步分析它们的意义
.

四
、

简 单 的 例 子

考虑半无限平面上作用一集中力尸 的弹性力学问题
.

根据弹性力学的解析解
,

其主轴应
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力是极坐标中的a ,

和ae 忆‘’,

即是由co 哪 = 。和 , 二 。
构成主轴应力网络

.

因此
,

我们可设正交曲

线族为

义2

戈2
+ 夕

2 ’
v Z

= x Z + 夕2

逆变换为
x == “” ,

y = ”斌 l一 ”么

则特征长度

r
全“ 毗 + 此 =

” 2

1一 “么 , 片 = 戏 + 此 =

平衡方程为

粤
== 。

,

擎
+

李
二 !一。

U 路
一

a 仆
,

a 幼
-

由边界条件矿 = 1有 a : = 0 ,

可使叫 ~ 0 ,

叫 = c ,

则

a : = a l’/ 八 = o , a : = a 打
r : = cs in 例

r , r = 斌灭拜面
乏

: -

这个解的形式与弹性力学中解的形式相同
.

图 2显示了该问题的主轴应力曲线
: 二 ~ o 时是切

力尸作用的结果 , , 一。时是垂直力尸作用的结果 , g 二 tg a. x 时是任意集中力作用的结果
.

从这个例子的求解过程中可以看到
,
有关川和叫 的解中已无奇异性

,

而主轴应 力 a : 的

奇异性完全消失在
r :
中

.

实际上
,

通过适当选择参数
。和。 ,

总能将原解的奇异部分转换 到 r :

或
r :
中

.

由平衡方程(3
.

4 )也可看到
,

司和以若不具有奇异性
,

主要是在
。= 城 x ,

功 = c和口 ,

”
(x

,

功 ~ 。
中的每一条曲线中都有初始角叻

.

y 二 tg 仪 x

尸
.

叮
勺

!l!

汤

(b ) (e )

田 2 半无限平面作用集中力时的主应力曲线

五
、

结 论

本文中
,
讨论了正交曲线坐标中的平衡微分方程

,

以及平衡方程的其它形式
,

并用简单

的例子说明了用该方法求解弹性力学平面问题的可行性
,

以 及解的特性
.

同时指出这种方法

仍然是半解析法
,

必须首先假设主轴应力曲线
.
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在上面的文章中
,

设参数方程

二 , 劣(解
,

则微元线长

附录 正交曲线坐标中一些简单公式的推导

使用了曲率心和心的变换形式
,

以下给以证明
。

. )
,

U = g (“
, 口 )

ds
: , 了

.

砍不石「‘
“‘八面

,

ds
:‘护可干公毛

一
如州J ”

微元d 匀经d 句后的变化量为

奥叭 d , ,

二生
J

理弃rsd
。二
粤馨契鹦共 d 。

面
口口2 一 r : o t, 一

了 劣性+ g t

目一

奥丈一 J s ,
d s ,

r石八

同理

洲如

a s r

1
口 5 1 . 一f !

ad s Z

口“
rad

。二要缚契些
-

d 。d 。

r孟
二二 ~

一了 , 甲二r a 万l a S Z

r 生r ;

由于曲线 s1 与曲线s :
正交

,

利用曲线的导数

。 ;一会
,

以 一

尝
和心 ” 一 l/ 夕二

,

则分别取

g
。
口二= 一 x

。 ,
材。 , 孟, 一 劣 :

为求两曲线的二阮导函数
。: 和。r-, 对上式求导

.

注意到。担对球导
,

。

拟对防向求导
,

则上式成为

肠
u , 尝+ 的, 犷‘

。 = 一 , 。 u ,

,
。 u g ; + , 。 g 公, 。= 一二。 。

将玛和川的表达式代入

丛吧匕丛丛鱼
,

。 二 _ 丛鲤父丛恤丛
g
。戈 对舰戈

, 了
衬 , ’ 扭而{

飞)‘八

r
;

r
婆
r Z

, 贫
忙 , “

产

瓦燕平厕
豆一 = 一

= 一J一鬓
兰

rl 0 5 ,

1 a r :

.

萄布 ’一可而
证毕

.
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