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摘 要

本文考虑了一个具有动态条件的 V
o r ig in 问题

,

得到了这个问题关于时间的局部古典解的存

在唯一性
.

关键词 动态条件 V er ig in 问题 古典解

一 、

引 言

设点是 R
3
中一个有界区域

,
D 已订是一 个供油区 域

,

磨\D 二。 * 。
,
(t ) u 口

:
(t ) u厂

, ,

水

和油分别占据。
;

(t )和。
:

(t )
,

而厂
:

是分离水油的 自由边界
,
厂

。

的初始位置为 r
。, a刀 ~ 厂

‘,

口口一 r
‘

Ur
“, 日口‘

(t )二厂
‘

U 厂
: , i一 1 , 2

.

设水和油不混合只作活塞式推动
.

用 Pl
,

九分别

表示水和油的压强
, 拼; ,

内分别表示水和油的粘性
, , 表示厂

‘

的单位法向量
,

正向为 口 :
(t) 朝

口
:

(t)
,

由守 l亘律和 D a r e y定律
,

v ,
‘

)
一。

,

在 U , 一“
!

(‘, 内
,

(1
.

1)

(1
.

2 )

(l ‘幼

�

左一匀I一尽‘了、
、a P

‘ _
万下

一

一 V
U ‘

P : 一 P : “ 0 ,

k 口P‘

月‘ 口,
价犷

在 日
: 户 。
厂

:

匕

在 U
。夕 。
厂

:

上
, ‘= 1 ,

其中k
,

叻都是正的常数
,
犷是厂

。

的法向移动速度
.

上面描述中略去了毛细现象的作用
,

如果

考虑毛细现象的影响
,

应用G ib b s 一T h o m so n 关系进行修正
,

则 ( 1
.

2 )应为

p , 一 p : ~ a “ + 刀厂 ( 1
.

4 )

其中
a ,

刀都是非 负常数
, H
是厂

。

的曲率
.

由于V er i gi n 在 1 9 5 7年首先提出了对这类模型的研

究
,

所以我们称这类模型为V e ri gi n 问题
.

对一维情况
,

巳有不少结果
,
对多维情况

,

目前

结果还不多
.

最近苏州大学陶有山博士研究了多维刀= 0情形
,

得到了局部古典解的存在性
, ,

本文致力于研究
a ~ 0情况

.

不失一般性
,

我们设 功~ 刀一 1 ,

k/ 脚 ~ 1 ,
k /脚 ~ 少> l ,

我们的

问题是要确定两个函数 ul (x
,

约
,
矿 (x

,

约和一族 自由边界曲面r ,
满足

日。‘/ ar一 八。‘一。
,

在Q
‘

二 U
。、 . 、 : 口

‘

(r )内
, i ~ l , 2 ( 1

.

5 )

妒 一矿” V
,

在厂一 U 。、 f少厂
。

上 ( 1
.

6 )

铜陵财经专科学校
,

安徽铜陵 2 4 4。。。
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一。“‘/ 口v = 一 a Z日u “/ av ~ 犷 在厂上 (1
.

7 )
。‘= 人‘

,

在r
‘x [o

,
T 〕上

, ‘~ 1 , 2 (1
.

8 )
。‘
(x

, o ) ~ 劝‘(x )
,

在心
‘
(o )上

,
‘一 x , 2 (1

.

9 )

厂
。

二厂
。

(1
.

10 )

主要结果如下
。

定理 1
.

1 设r
,
〔e ‘+ , ‘“ ,

r ‘〔e “
a ,
人‘〔e ‘卜a ,

(“ a )‘2 (r
‘x [o

,

T ] )
,

劝‘〔C“
“

(口
‘
(o ))

,

‘” l , 2 ,

则存在一 个 T ) 0 和 {。‘
, 。, ,

厂}作 为 (一 5 )、 (1
.

10 )的解
, 。‘〔C ‘+ “ ,

(‘+
“
)‘2 阅

‘

)
,

厂任C “
‘ ,
(“

a
)’2 ,

l> 2为整数
.

特别地当l) 2时
,

{“, , 。2 ,

厂 }还是唯一的
.

二
、

存 在 性

仅以 l~ 2为例证明
,

其它情况证法类似
.

取拼c= R
3

是一个二维流形
,

变换

X
”

(。 )
: 拼、厂

“

是Ca
十‘

的微分全射
.

竺。表示拼的局部坐标
,
俨 (叫表示 r

。

在点x = X 叹动 的单位法向量
,

令

X (。
,
人)~ X

O

(。) + 几
v o
(。 )

: 拼 x [一 L
,
L〕* R 3

设L足够小
,

X (。
,

幻是从拜 x 〔一 L
,

期 到厂
。

在R
“

内某个邻域上的户
十 “

微分全射
, 、 = X (。

,

幻的反函数为

几= 几(戈)
, 。 = 。 (尤)

(为书写方便
,
今后记a, / a。

‘= f
‘,
‘二 1 , 2 ) 现在 V T > 0 ,

V k> 0 ,

定义集合

B , , , = {g (。
, t)〔C

Z + “ , ‘+ “ , 2
(召 x [o

,
T 」)

:

}g !《L / 2
,

},g ,
}}乙OQ ‘寿

,

11夕‘z }}乙OO 《 k
,

[夕‘, 〕。
a
(, )《 k

,
‘

,

j= l, 2 , 11夕. }}乙OO 《M
,

〔g ,〕。
a z : (。。

, , : )( M
, g [ 。

, o)= o }

M是待定常数
.

V 夕〔凡
, , 定义一族光滑闭曲面

厂 .
二 {X (。

,
久)

: 久一 g (。
, 亡)

, 。〔拼}
, o《才《 T

显然丁足够小
,
厂

‘

c c 口
,
厂

.
〔C

“ + “ .

记a (‘)(。
, 矛)= jV

, 。‘}l
, . x (。 , , (。 , ‘)〕,

则存在常数
c :
(k )

, e Z
(M )使得

恶弓}}
口 “, (

·

, ‘)11C
Z‘·

(; )《
c ,
(k )

,

s u P }}a (
‘) (。

,

0 〔P

犷二承 /澎 l十 a

·

)}】c
, + a ,, ,

([ o
,

了〕)《
c :

(M )
,

蓄
, , 夕全+ a l

: ) 夕孟

引理2
.

1 丫 g 〔B * , , ,

若 h‘〔C
, 千 “ , ’十 “ , ,

(r
‘只 [o

,
T 〕)

,

叻‘〔C
Z + “

(口
。
(o))

,
r ‘〔C

, 千 a ,

1 0 1 , 2 ,

则 (1
.

5 )
、

(1
.

8 )
、

(1
.

9 )和

一 。。 , / 。v ~ 一 a Z a u Z/ av 二。 , 一 。2 ,

在厂上 (2
.

1)

有唯一解 {
。 , , 。2 }

,

记

。长 = m a x { }lh ‘}!e
。
(I

,

, x [ 0
,

丁〕)
,

}{劝, l}c
。
(疏

,

(o ))
,

j一 1 , 2 }

}。‘!(
e
气 }!u

‘

}}e
Z + a ,

1 + a 2 2(口
; )(

c 。

(k
,

M )
, f~ ] , 2

’

(2
.

2 )

证 取 B a n a c h空 间B 一 C
’

‘ “ , ‘’ 十“ )‘“(口
,
)和闭凸集 E ~ {。〔B

:

!川成
‘料

,

由标准的抛物型

方程理论
,

V 。〔E
,

在光滑块口
。

_

{二
,

下列 问题

如
2

/ ar 一 A o Z = o ,

在Q
。

内
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u ,

= hZ
,

在厂
, x [o , T ]上

u ,
(二

, o ), 功,
(x )

,

在户
:
(o)上

a “au Z / a
, 一 。: = 一 u ,

在r 上

有唯一解
。2〔C

Z + 口 , ‘+ “ , 2

(口
:
)且 }

。2
!簇

e
气 再 V

。〔[ 0
, 1]

,

由标准约抛物型方程理论
,

在光滑

块奋
:上

,

下列 问题

口“‘/ a矛一△u
‘
= o ,

在Q
,

内

“‘= 。h‘
,

在厂
‘x [o

,
T 〕上

。 ,

(x
, o )=

。劝‘(x )
,

在口
:
(o )上

。“ ‘/ 口
, + 。, = 。u Z ,

在F 上

有唯一解
。‘〔C

Z + “ , ‘」。 / 2

(口
,
)自E

.

定义E x [ o
, 1 ] , E 的映射P

: P (
。, 。

)=
“‘,

¹ 显然 V u〔E ,
尸 (。

,

0) 一 0
.

º 易推知尸关于
u
连续且关于

。
一致连续

,

再由C Z 斗“ , ‘+ “ / “(母, ) n E 少少E ,

映射P是紧的
.

» V 。任[ o , 1〕
,

设p ( u , e )一 。
对 V (二

。, t。)〔厂在恤
。, r。)的充分小 邻 域 才

。

内将
。2
从

产
。

门口
:
上反射到厂

。

n 奋
:上

,

具体说作函数

公2 = u Z

(X
o

(。 ) + ( 29 (。
, 才) 一几) v o

(。)
, * )

在 才
。自奋

;
内应用边界上满足

“

互补条件
”

的抛物系统理论 (见〔2〕p
.

6 16 第七章定理 10
.

1 ,

若

有必要可将厂
.
变换为厂

, ,

变换方法见本文第三节 ) 存在不依赖于。的正数M 爷
使

I}u l]C , + a , ‘+a

/ 2

(奋: ) ( M 苦

由L e r a y 一S e h a u d e r 不动点定理
,

存在
。’任C , + “ , ’+a ‘,

(口: ) 自E
,

使P ( u ’, 一) = 。‘.

注意到
c . 的

定义
, u ‘

的唯一性是显然的
.

最后由

}}。
’

}}e
: +a ; + a 12

(口
,

)簇M 关

不难推得 (2
.

2)成立
.

记 。 (。
, t ) ~ 。 ,

(X
o

(。) + g (。
, t )俨 (。 ) , t ) 一 u Z

(X
O

(。 ) + 夕 (。
, t )俨 (。 )

, 才)

记甲
。
是关于。的磨光函数

,

。。 (。
, t ) ~ (甲。。。 (

· , t ) ) (。) , 。, 。 (。
, r ) ~ (切。, a (‘) (

·
, t ) ) (。 )

则 JJa , 。(
·

, t ) I}e
Z + a

(拌 )( c : , Ila ‘。(。
,

·

) }e
‘+ a ‘2( [0

.

犷〕)( e Z , }}。。11e
“+ a , , + a ‘, (“ x [ o

,

T l)《
c 。

V 。> o ,

设夕(。
,

约是下列问题的解

夕
,

~ 斌 1 + a 圣。夕孟+ 。孟。夕孟v 。 + 。(夕, , 月
一

夕
: :

)
, 拼 x [ o , T 〕 (2

.

3)
夕(。

, o ) ~ 0 , 。〔拼 (2
.

4 )

由比较原理 }夕( 。
, t ) I( e以 ,

由 (2
.

3)

}列 L的 《斌 i
一

干斌万
。朴+ 2寿二M

设T 足够小
,

则

!夕(。
, t ) 1《 L / 2

由于 夕〔C 汉伽)
,

从 ( 2
.

3 )
,

】夕‘
。

1
, 1夕,

川《 e o n s七
,

再由( 2
.

4 )和拉格朗日中值定理
,

存

在常数
a ‘, a ‘, ) o使

1夕‘ (。
, t ) !簇 a ‘t ,

}夕‘, (。
, t ) !镇 a ‘, t , 。〔拼

, 0《才《T , ‘
,

j= l , 2

引理2
.

2 若T ( 1邝
‘:心则

a ; , a : 均可不大于 3。。
.

证 对 ( 2
.

3)关于。
:
微分得
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儿2 夕,二夕:一
了 : ‘a : 。夕望+ a 孟。夕

2

夕, : 斗

斌 i耳万畜万弃万骊丁
一 犷 l + a 圣。夕全十 a 全, 夕;

则

”; , 一 。(夕
: , ; + J , 2 2 ) ~

取砰二 at
, 。> o是待定常数

男附 ~ a 一
a : 。a : 。,

不
2 + a Z 。a : ; :夕

斌 1 + a 全
。

附
2 + a 盆

。夕
。。一 双 1 + a 全

。

牙
2 + a 委。夕璧

刀。 :

22一122

) a 一 (}a
; 。,
!
a + !a

: 。 ; la : )t
e : 一 (a

: 。a + 。。。a :
)*

c 3一 c 3

> 3 a / 4 一 a : / 4 一 c 。

(i) 若
a :《 3 e 3 ,

取
a = 3 c 3 ,

另万> o易得 i夕
:
(。

, t ) }《 3 c 3r,
即可使

a :
《 3 c 3 ,

(11) 若
a : = 3 c 3 + 0

,
0> 夕

,

取
a 一 3 c 3 + (0一

e 。

)/ 3
,

则 另研) 0 ,

易得 l夕
:
(。

, t) !《〔3
e 。+ (0

一 c 3

)/ 3〕t
,

即可使a ,
《 3 c 。 + (0一

c 3

)/ 3
.

类似地
,

若
a :
《 3 e 3 ,

可使
a :
《 3c 3 , 若

a : 二 3 c 3 + 0 : , o< 0 :《 (0一
e 3

)/ 3
,

又可使 a :
《肛

3

十 (0
: 一 c 3

)/ 3
,

如此反复
,

引理得证
.

让 T 《 k/ 3 c
3 ,

得 l}口
‘

j!乙二 《k
, ‘~ 1 , 2

.

引理 2
.

3 存在一个充分大的正数
。(c , ,

k) 当T《 l/ 8 。时
,

可使
a : : , a 工: , a : 2

均不大于 3c
.

证 首先对 (2
.

3 )关于。
1 , 。 2

各微分一次
,

得

2 夕1 : 二夕l:
: + F ,夕川 + F : 夕1 :

:
+ F

3

夕, ; + F
‘

夕1
: + F

。

夕2 : + F
。

g , :夕1 : + F :夕, 1夕: :

+ F 。夕{
2 + F

。

夕1 : 夕2 : + F l。一 。
(夕

1 : l ; + 夕, 2 : 2

)一 0

其中 !F
: !《

e (c
l ,
k )

,
l一 z ,

一
, 10

.

取研 = a t , a ) o是待定常数
,

得

穷附 = a 十 F
。

夕:
, + F

;

附 十F
。

夕
2 : + F

。

夕
; ,
班 + F

:

夕; ,夕
2 2 十 F 。

研
2 + F 。口2 :附十 F : 。

) a 一 c (a , : + a + a : :
)t一

:
(
a , : a + a , ; a : 2 + a Z + a a : 2

)t
“一 。 (, )

从 (
,
)式易见

,

存在。< T
。

《m in {T
, 一/ s c }使得

a = 4 c时另砰> o在 拼 x 〔o
,
T

。

〕上成立
,

因此若0《 t( T
。 ,

则 }夕
; :
(。

, 才) }《 4 c 才,

也就是说在拼又 [o
,
T

。

〕上可以让
a , :
《连c

.

再对 (2
.

3 )关于。
1

微分两次
,

得

另夕: , 二夕
: : 。+ F ‘川十 F ‘ : , : + F j 至; + F ‘ : : + F ‘圣

: + F j : :

+ F
,

夕: ‘夕:
: + F

。
一 。
(夕

: : , ; + 夕, , : 。
)一。

其中 {F
。 }簇

c
(
c : ,

k )
, m 一 l ,

⋯
, 8

.

取牙 ~ a才, a > o待定
,

得

2 附 ~ a 十 F
。

附
“+ F

‘

W + F
。

夕笠
: + F

6

夕
, : + F

7

牙夕
, : 十 F

:

: 、

> a 一 c
(
a + a : :

)t一
c (a

Z + a a , 2 + a 圣
2

)t
Z 一 ‘

在“沐 [ 0
,
T

。

]上
,

由于a : 2
《吐c ,

则

~
, r r 、 1 3 _ 1

_ ,

7

另伴 护而
“

一石瓦
u

一万
‘

取 a = 3 c ,

另砰> 0 ,

得 J夕
, ;

(。
, t ) }( 3 c t

.

换句话说
,

我们可以让
a , :
《 3 c在 拼又 [ o

,

T
。

]
_

仁成

立
.

类似地可使
a : :

( 3c 在拼 x 〔0
,
T

。

〕
_

卜成立
.

再考察 (, )式
,

在拼又 [ o
,
T

。

〕上
,

由于 a : ;
( 3 c , a : :

( 3 c ,

, ‘ 二

1r ~ 2 5 1

另伴 夕死
。 一万不;

12 1

取
a = 3c

,

必附> 。,

从而在“又 〔。
,

6 4

T
。

〕上
,

又可使
a , :

《 3 c
.

最后注意到 }夕
: 2
扣

、
,

约 !《云 (常数 )
,

记T
,
= T

。

(l 十 c/ 动
,

则在拼 x 〔T
O ,
T

,

]上
,

}夕
; 。

(。
, t )I( !夕

, 2

(。
,

T
。

)I+ 云(t一 T
。

)簇 3 c T
。 + eT

。

< 4 eT
;

因此在。
又 仁o

,

T门上 : 司
‘

使 a : : ( 4 c ,

进一步又可推得在拼X [ 0
,

T ;〕上
, “ , , , a : 么, “ 2 :

均不大
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于 3 c
.

再记 T : = T :
(1 +

c
邝)

,

在拼 x 〔o
,
T : 〕上

,

去
,

引理得证
.

让T 《k/ 3
c ,

则 l承
,
}L叻 《k

,
i

,

由于儿关于。和才都绝对连续
,

容易证明

夕
:

一斌 1 十时
。夕鑫十心

。夕孟”。
,

夕(。
, o )二 o , 。〔拌

最多只有一个解
.

令
。, 0 ,

口兰夕
。

收敛到 (2
.

5 )
、

}夕
‘.
!( 4 c全几

Z c肠 + 斌
~

了不云沁
‘3

a ; ; , a , 2 , a : :
均可不 大 于 sc ,

如此继续下

少~ 1 , 2
。

月 x [ O
,
T 〕

(2
.

6 )的唯一解 g 气 从 (2
.

5 )有

(2
.

5 )

(2
.

6 )

19 节(。
, 才: )一 g 节(。

, t z )I
!t

: 一 t : }
“ 1 2 《 2 ‘;

。 _ , }g 重(。
,

t : )一 g 犷(。
, t : ) { + }g 竺(。

, t ,

)一 夕曹(。
,

t。)l
污‘

—
—

一

——
一

- 一
-
- 一一~ 石一二

一~ 一一一二一几一 二万而- -
尸

一一一一 一

———
一

—}t : 一 才: }
“

“

上 / ;

一。 }”。(。
, _

红)兰如 吵
塑

血川‘

、 , , ‘ C i “
一

—
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.
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