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摘要: � 基于奇异谱分析对信号的自适应滤波特性,提出了一种降低混沌信号噪声的算法,这个算

法首先求得信号的各阶经验正交函数( EOF)和主分量( PC) ,然后用经验正交函数和主分量重构信

号,根据重构信号的奇异谱选择最优的重构阶次以获得降噪后的信号�� 在计算动力系统最大 Lia�

punov指数时, 由于噪声的存在会降低计算的精度, 因此将提出的降噪算法应用于最大 Liapunov 指

数的计算中�� 通过对Henon 映射和 Logistic映射这两个典型混沌系统最大 Liapunov指数的计算, 结

果表明该算法能有效提高最大 Liapunov 指数计算的精度��
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引 � � 言

奇异谱分析技术( singular spectrum analysis, SSA)作为一种数据处理的方法已经成功应用

于数字信号处理中�� Broomhead和King 将 SSA应用于动力学问题中[ 1] , Vautard等将 SSA 应用

于古地质数据的分析中, 并提出了一种信号降噪的算法[ 2, 3]�� 本文提出了一种基于 SSA的混

沌数据降噪算法, 这个算法的本质是选择合适的经验正交函数( empirical orthogonal functions,

EOFs)和主分量( principal components, PCs)来重构信号��

用时间序列来计算最大Liapunov指数的第一个算法是由Wolf等在 1985年提出来的[ 4] , 这

个算法至今还得到广泛的应用,尽管它有一定的局限性�� Rosenstein 和Kantz等人提出了一种

改进的算法[ 5~ 7] ,本文的计算就采用了这种算法��

1 � 基于 SSA的降噪方法

一个测量得到的时间序列可以表示为
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� � x i , � � i = 1, 2, �, N��

SSA是 Karhunen_Loeve 展开理论的应用, 时间序列 x i 的延迟_协变矩阵( lagged covariance

matrix) Tx 也是 SSA的基础�� 这个延迟_协变矩阵是一个具有如下结构的Toeplitz矩阵:

� � Tx =

c(0) c(1) � � � c(M - 1)

c(1) c(0) c(1) � � �

� c(1) � � � �
� � � � � �

� � � � � c(1)

c( M - 1) � � � c(1) c(0)

, ( 1)

式中, c( j ) 是延时为 j 时x i的协方差, M 是嵌入维数, 一般情况下, c( j ) 可以由下式得到:

� � c( j ) = 1
N - j �

N- j

i= 1
xixi+ j , � � 0 � j � M - 1�� ( 2)

Toeplitz矩阵 Tx 的特征值按降序排列e1 � e2 � � � eM �0, 矩阵 Tx 的特征值 ek对应的

特征向量 E
k 称为经验正交函数( empirical orthogonal function, EOF) , 第 k 个主分量( principal

component, PC)定义为时间序列 xi 在第 k 个经验正交函数E
k
上的正交投影系数:

� � aki = �
M

j= 1

x i+ jE
k
j , � � 0 � i � N - M�� ( 3)

� � 若各个主分量和经验正交函数为已知量,

则由 PC和 EOF 反求即重构时间序列的过程

可按下式进行:

xi+ j = �
M

k= 1
a
k
iE
k
j , � � 1 � j � M�� ( 4)

选择合适的 PCs和 EOFs来重构信号可以

降低信号中的噪声�� 但是必须选择合适的阶

次来进行重构, 以前的研究在阶次的选择上有

� 图 1 � 信号和噪声的奇异谱

比较大的主观性�� 如果阶次选择不合适,重构

图 2� 降噪算法流程图 � �
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出的信号会丢失部分特征信息或者包含太多的噪声�� 为了避免这种主观因素对信号降噪的影

响,就要寻求一种判断法则来正确选择有用的主分量, 这样才能得到理想的结果��

用前 p 个主分量和经验正交函数来重构信号,则有

� � xpi+ j = �
p

k= 1

a
k
iE
k
j , � � 1 � j � M , ( 5)

而由剩余的主分量和经验正交函数则重构出的噪声

� � npi+ j = �
M

k= p+ 1

a
k
iE
k
j , � � 1 � j � M�� ( 6)

为了获得最优的降噪效果,最重要的就是选择最优的重构阶次 p�� 图 1是白噪声信号和

混沌信号的奇异谱图,从图上可以看到两者的奇异谱有显著的不同��

假设信号中的噪声是白噪声,就可以用白噪声奇异谱的特性来确定最优的重构阶次 p��

对于一个给定的阶次 p 用式(6) 重构出噪声信号然后计算其奇异谱,改变 p 值重复上述过程,

直到重构阶次 p 的奇异谱和重构阶次p - 1的奇异谱具有显著的不同,则 p - 1就是最优重构

阶次��

这个降噪算法的主要过程如图 2所示��

为了验证上述算法的有效性, 我们用一个含噪声的混沌信号来仿真�� 考虑Henon映射,

� � x i+ 1 = 1- ax
2
i + bxi- 1, ( 7)

当参数取值为 a = 1. 4和 b = 0. 3时系统是混沌的�� 给混沌序列 xi加上一个白噪声信号w 得

到含噪声的混沌信号

� � y = x + w , ( 8)

然后选择不同的阶次 p 用式(6) 重构噪声信号�� 重构出噪声信号的奇异谱如图3所示,由图3

可见, p = 3与 p = 4两条曲线的差别是显然的,所以在这个情况下最优的重构阶次是 p = 3��

图 3 � 不同 p 值重构噪声的奇异谱图 � � � � � � � � � 图 4� 不同 p 值时的噪声

为了验证上述结论, 我们定义 r ( p ) 为用前 p 个 EOFs和 PCs重构信号的噪声剩余率,可以

表示为

� � r( p ) = �
N

i= 1

( x i - x
p
i )

2 �
N

i= 1

( yi - xi )
2
, ( 9)

式中, yi为含噪声数据, xi为无噪声数据�� 用不同的 p 来计算r( p ) , 当噪声剩余率达到最小值
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时的阶次 p 就是最优阶次�� 图 4是噪声剩余率 r( p ) 随阶次 p 的变化曲线�� 很明显当 p = 3

时具有最好的降噪效果, 此时的噪声剩余率只有大约30%左右,从图 4得到的结论和从图 3得

到的结论是一致的, 从而说明上述算法的有效性��

2 � 最大 Liapunov指数的估计方法

2. 1 � 估计方法
正的Liapunov指数是系统混沌的一个标志,所以有必要根据系统的响应计算最大 Liapunov

指数�� 本文用 Kantz� s算法计算一个时间序列的最大 Liapunov指数
[ 7]

,这个算法的特点就是允

许判断指数发散规律的存在性�� 主要过程如下: 在时间序列重构空间中选择一个初始点 �n
0
,

并定义 U( �n
0
) 为 �n

0
的半径为 �的邻域�� 邻域半径选择的原则是, 在每一个参考点的邻域中

有足够数量的点来计算的前提下,使邻域中的点数尽量少, 以减小计算量, 否则将会失掉部分

信息,得到错误的结果�� 然后用公式(10) 计算 S (�n )��

� � ( S�n) = 1
N �

N

n
0
= 1

ln
1

| U( �n
0
) | ��

n
� U( �

n
0
)

| Sn
0
+ �n - Sn+ �n | , ( 10)

如果在某个区间上 S( �n) 随 �n 线性增加, 那么这段直线的斜率就是最大Liapunov指数的一

个估计值��

2. 2 � 噪声的影响

信号中噪声的存在会影响计算的精度,只有当噪声水平较低时才能用式( 10)来估计系统

的最大Liapunov指数��

考虑Henon映射, x i+ 1 = 1- ax 2
i + bxi- 1当参数取值为 a = 1. 4和 b = 0. 3时,系统的最

大Liapunov 指数为 0. 418�� 在给信号叠加噪声前, 为了获得需要的信噪比( signal_to_noise ratio,

SNR) ,对白噪声信号乘以一个因子�� 信噪比定义为

� � RSNR = 10 lg( Ps/ Pn) , ( 11)

式中, Ps 为无噪声信号的功率, P n为噪声的功率�� 当信噪比大于 30 dB时可以认为是低噪声

的,当信噪比小于 10 dB时认为信号是高噪声的��

对不同的噪声水平, 计算结果如图 5所示�� 图 5中实线为用式( 10)计算的曲线,虚线的斜

率就是理论值�� 从图中可以清楚看出当 R SNR大于 10 dB时还可以从含噪声的数据中估计出最

大Liapunov 指数,信噪比再小就无法有效地估计出最大 Liapunov 指数值了�� 所以在计算前对

信号做降噪处理很有必要��

3 � 数值仿真结果和讨论

下面计算两种典型混沌系统的最大 Liapunov 指数,这两种系统如表 1所列:

� � 表 1 两种混沌动力系统及其理论值

系统 方程 参数 � t / s �1

Henon映射 x i+ 1 = 1- ax2
i + bx i- 1

a = 1.4

b = 0. 3
1 0. 418[6]

Logistic 映射 x i+ 1 = �x i( 1- x i ) �= 4. 0 1 0. 693[7]

� � 为了获得一定的信噪比 R SNR, 给上述两个系统产生的混沌时间序列叠加上一个一定大小

的白噪声�� 对含噪声的时间序列用前述的降噪方法进行降噪处理, 分别用降噪前后的数据来
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计算系统的最大Liapunov 指数,并与理论值进行比较�� 计算的结果如表2所列�� 表 2中 �1n是

用含噪声的数据计算得到的结果, �1d 是用降噪后的数据计算的结果,很明显在几乎所有的情

况下 �1d的误差要比 �1n的误差小�� 当信号的R SNR小于 10 dB时,用含噪声数据已经很难计算

出最大Liapunov指数,因为计算的结果曲线上已经没有明显的具有一定斜率的直线部分, 但此

时 �1d 仍可以计算出来��

图 5� 不同 RSNR 的仿真计算结果

表 2 � � 不同噪声水平下的计算结果

系统 N m RSNR/ dB �1n 误差 e1n/ ( % ) �1d 误差 e 1d/ ( % )

Henon映射 2 000 3 40 0. 424 1. 4 0. 428 2. 3

� � � 30 0. 441 5. 5 0. 431 3. 1

� � � 20 0. 473 13. 2 0. 452 8. 1

� � � 10 � � 0. 461 10. 3

� � � 5 � � 0. 486 16. 3

Logist ic映射 2 000 3 40 0. 708 2. 2 0. 706 1. 9

� � � 30 0. 737 6. 3 0. 715 3. 2

� � � 20 0. 776 12. 0 0. 755 8. 9

� � � 10 � � 0. 778 12. 3

� � � 5 � � 0. 864 24. 7

4 � 结 � � 论

本文提出了一种基于奇异谱分析的信号降噪算法�� 利用奇异谱分析的自适应滤波特性来

去除混沌信号中的噪声, 在这个过程中用噪声奇异谱的特性来确定最优的信号重构的阶次��

并将本文提出的算法应用于最大Liapunov 指数的计算中, 数值仿真的结果证明了本方法可以
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提高最大 Liapunov指数的计算精度��
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Denoising Method Based on Singular Spectrum Analysis

and Its Applications in Calculation of

Maximal Liapunov Exponent

LIU Yuan_feng1, 2, � ZHAO Mei1

( 1. Sta te Key Labor at or y of Vibr ation , Shock and Noise ,

Shanghai J iaotong Univ er sity , Shan gha i 200030, P . R . China ;

2. Guan gdong Kelon Electr ical Holdings Co . Ltd . , Gu angdon g 528303, P . R . China )

Abstract: An algorithm based on the data_adaptive filtering characteristics of singular spectrum analy�

sis ( SSA) is proposed to denoise chaotic data. Firstly, the empirical orthogonal functions (EOFs) and

principal components (PCs) of the signal were calculated, reconstruct the signal using the EOFs and

PCs, and choose the optimal reconstructing order based on sigular spectrum to obtain the denoised

signal. The noise of the signal can influence the calculating precision of maximal Liapunov exponents.

The proposed denoising algorithm was applied to the maximal Liapunov exponents calculations of two

chaotic system, Henon map and Logistic map. Some numerical results show that this denoising algo�

rithm could improve the calculating precision of maximal Liapunov exponent.

Key words: singular spectrum analysis; denoising; maximal Liapunov exponent; chaotic system
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