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在受轴向周期扰动作用下双壁

碳纳米管动力屈曲的研究
�
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(太原理工大学 应用力学研究所, 太原 030024)

(我刊原编委杨桂通来稿)

摘要 : � 对双壁碳纳米管受轴向周期扰动的动力响应进行了研究�� 采用连续体模型研究双壁碳纳

米管的动力屈曲问题,考虑了壁间 van der Waals力和周围弹性介质对轴向动力屈曲的影响�� 给出

了受轴向周期扰动的屈曲模型及临界应变和临界频率�� 发现双壁碳纳米管由于壁间 van der Waals

力的作用较单壁碳纳米管具有较低的临界应变�� van der Waals 力和周围弹性介质将影响双壁碳纳

米管不稳定区, van der Waals 力使受轴向周期性扰动的双壁碳纳米管的临界频率增大, 周围弹性介

质对双壁碳纳米管的临界频率影响不大��
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引 � �言

自从日本学者 Iijima[ 1]于 1991年发现了第一根碳纳米管( CNT)以来,对碳纳米管及其应用

进行了广泛、深入的研究[ 2~ 5]��研究表明碳纳米管具有许多十分优异的力学、电磁学和化学性

能��在力学方面,碳纳米管的强度和韧性极高,弹性模量也极高, 超过 1 TPa为已知材料中最

高的��碳纳米管无论是强度还是韧性,都远远优于任何已知纤维材料
[ 3]��将碳纳米管作为复

合材料的增强体,将使之表现出良好的强度、弹性、抗疲劳性,可以预见碳纳米管增强复合材料

可能带来复合材料性能的一次革命��

目前碳纳米管力学性能的研究主要采用实验和数值模拟方法��所有的数值模拟方法可分

为两类:连续体模型和原子论模型��原子论模型中以分子动力学( Molecular Dynamics, MD)模

拟方法最为常见��采用分子动力学方法以及在分子动力学法基础上的混合法时,由于总的自

由度过大,数值模拟法受到计算机处理能力的限制��很难直接用于纳米器件和系统的整体性

能模拟��Yakobson[ 4]等利用分子动力学模拟了单壁碳纳米管( SCNT)在压缩、弯曲和扭转载荷

作用下的屈曲��将单壁碳纳米管受轴向压缩屈曲的分子动力模拟的结果与简单连续体模型进

行比较,发现由分子动力学模拟所展现的屈曲模态的所有变化都能由连续体模型给出��这个
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结果与其他许多的研究结果表明[ 7] ,连续介质模型在碳纳米管的研究中将继续发挥着重要的

作用��

双壁碳纳米管承受轴向周期扰动的动力响应是碳纳米管的一个基本的力学行为��虽然前

人对碳纳米管力学性能进行了许多研究,但对其动力特性的研究有限��在多壁碳纳米管的力

学行为中 van der Waals力起着至关重要的作用��考虑周围弹性介质的作用后,使问题更加复

杂��Ru[ 5]用连续介质模型给出嵌入在弹性介质的双壁碳纳米管受轴向压缩的静力屈曲模型��发

现由于 van der Waals力的存在,双壁碳纳米管的临界应变低于单壁碳纳米管的临界应变��本

文采用连续体模型研究它在轴向周期扰动下的动力屈曲行为��考虑了壁间 van der Waals力和

周围弹性介质对轴向动力屈曲的影响��给出了受轴向周期扰动的屈曲模型及临界压力和临界

频率��发现双壁碳纳米管由于壁间 van der Waals力的存在较单壁碳纳米管具有更低的临界应

变�� van der Waals力和周围弹性介质将影响双壁碳纳米管不稳定区�� van der Waals力使受轴

向周期性扰动的双壁碳纳米管的临界频率增大, 周围弹性介质对双壁碳纳米管的临界频率影

响不大��

1 �弹性圆柱壳体的基本方程

用连续体模型结合管间相互作用的 van der Waals力研究双壁碳纳米管的动力屈曲��也就

是说, 将双壁碳纳米管看成两个有相同厚度,不同半径的同心弹性圆柱壳体, 管间存在有 van

der Waals力,并嵌入弹性介质中�� 1和 2分别表示外管和内管, 如图 1所示��

� 图 1� 嵌入弹性介质中的双壁碳纳米管

轴向扰动屈曲的弹性双壳模型

设 ( x , y , z ) 分别代表壳体的轴向、环向以及

法向坐标�� 中间面半径为 R、厚度为 h 的双壁圆

柱壳受轴向周期扰动力 P ( t) 的作用��

1. 1 �轴压圆柱壳的运动方程
设位移 u( x , y , t ) 与 v( x , y , t ) 以及位移

w ( x , y , t ) 分别代表由屈曲而产生的轴向、环向

以及法向附加位移 �� ( N
o
x , N

o
y) 代表屈曲前在均

匀轴向压力作用下单位长度的薄膜力�� 根据线

弹性壳体理论[ 6]
, 可获得仅与 w ( x , y , t ) 有关的

法向动力运动方程为:

D � 8
w = � 4

p ( x , y , t ) + N
o
x
�2

�x 2 �
4
w +

� � � �N
o
y
�2

�y 2 �
4
w + m

�2

�t 2 �
4
w -

Eh

R
2
�4w
�x 4��

( 1)

此方程可分别用于双壁碳纳米管的内壁和外

壁管��设内壁和外壁管具有相同的材料常数, E 为弹性模量, D 为有效弯曲刚度�� 对于外壁

管1总的法向压力包含两部分,即 p 1 = p
I
1 + p

E
1�� p

I
1是与内壁管相互作用的 van der Waals力引

起的法向压力, p
E
1 是与周围弹性介质相互作用引起的压力�� p

I
2 为施加于内壁管的 van der

Waals 力��

1. 2 � van der Waals力的描述

任意两个碳原子间的 van der Waals力可以由L_J模型来描述[ 5]��在任一点由 van der Waals
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力引起的压力看作是在这一点与另一个管间的法向距离 �( x , y , t ) 的函数��介于两管之间相

应点的 van der Waals力大小相等方向相反�� �p ( x , y , t ) 是由于两管间屈曲变形引起的附加

增量�� 这里研究微小屈曲,认为�p ( x , y , t ) 与两管间法向屈曲变形的差[ w2( x , y , t ) - w 1( x ,

y , t ) ] 成线性关系�� 发生屈曲后,因为切向位移( u, v) 是高阶小量, 在线性分析中所有高阶

小量被忽略��施加在管 1的 van der Waals力屈曲后为:

� � p
I
1( x , y , t ) + p

I
o + c[ w2( x , y , t ) - w 1( x , y , t ) ] , ( 2)

这里 p
I
o 是一常数,代表两管间屈曲前初始均匀的 van der Waals力,这里常数 c 被定义为:

� � c =
dG( �)

d� �= �
o

, ( 3)

此处, G为管间距�的非线性函数
[ 6]�� 常数 c 不依赖于所施加的轴向应变��施加在管 2的 van

der Waals力屈曲后为:

� � p
I
2( x , y , t ) = -

R1

R2
[ p

I
o + c[ w 2( x , y , t ) - w 1( x , y , t ) ] ]�� ( 4)

1. 3 �纳米管和弹性介质作用力的描述
纳米管和周围弹性介质的相互作用力可由Winkler 模型描述[ 5]��当屈曲发生后, 根据

Winkler 模型介于外壁管和弹性介质间的任意一点的法向压力和外壁管在这一点的变形 w ( x ,

y , t ) 成线性关系, 因此得如下式

� � p
E
1 ( x , y , t ) = p

E
o - dw 1( x , y , t ) � � ( d > 0) , ( 5)

这里 d 是Winkler 模型的弹性常数,由外壁管和弹性介质的材料特性决定��当碳纳米管和弹性介

质的泊松比的差别被忽略时��在这种情况下,外壁管和弹性介质间的初始压力为 p
E
o = 0��

2 �临界轴向应变的确定

将方程( 1) 应用于管 1和管 2时,可得到双壁圆柱壳在轴向周期扰动力作用下的振动方

程分别为:

� � D � 8
w1 = c[ � 4

w 2 - � 4
w1] - d � 4

w1 +

� � � � � � � 4
N

o
x
�2

w1

�x 2 + N
o
y
�2
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�y2 + m
�2w 1

�t
2 -

Eh

R
2
1

�4
w1

�x 4 , ( 6)

� � D � 8
w2 = c

R 1

R 2
[ � 4

w 1 - � 4
w2] +

� � � � � � � 4
N

o
x
�2

w2

�x 2 + N
o
y
�2

w 2

�y2 + m
�2w 2

�t
2 -

Eh

R
2
2

�4
w2

�x 4�� ( 7)

在轴向周期扰动力的作用下, 薄膜力N
o
x、N

o
y 同样也是时间的周期函数��设壳体两端为简

支,取满足简支边界条件的双壁圆柱壳动力屈曲后的位移模式为:

� �
w 1 = f 1( t ) sin

��x
L

sin
�1�y
L

, � � �1 =
nL
�R 1

,

w 2 = f 2( t ) sin
��x
L

sin
�2�y
L

, � � �2 =
nL
�R 2

,

( 8)

�和n取正整数,这里 �表示在轴线方向的半波数, n 为圆周方向的半波数��将方程( 8)代入到

( 6)和( 7)给出两个关系式的矩阵形式:
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� � m
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2
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dt
2

d2
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2

+
r11 - �21N1( t ) r12
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f 2( t )
= 0, ( 9)

其中

� � �2i = -
�2�2

L
2 +
�2i�

2

L
2

2

, � � i = 1, 2,

� � N i ( t ) = N
o
xi
�2�2

L
2 + N

o
yi
�

2
i�

2

L
2 , � � i = 1, 2,

� � r11 = D
�2�2

L
2 +
�

2
1�

2

L
2

4

+ ( c + d )
�2�2

L
2 +
�

2
1�

2

L
2

2

+
Eh

R
2
1

�4�4

L
4 ,

� � r12 = c
�2�2

L
2 +
�22�

2

L
2

2

, r 21 = c
R1

R2

�2�2

L
2 +
�21�

2

L
2

2

,

� � r22 = D
�

2
�

2

L
2 +
�22�

2

L
2

4

+ c
R1

R2

�
2
�

2

L
2 +
�22�

2

L
2

2

+
Eh
R

2
2

�
4
�

4

L
4 ��

方程( 9)是带有周期性系数的二阶微分方程式,即马奇耶_希拉(Mathieu_Hill)方程式��这
个方程式最重要的一个性质,就是当它的系数间存在着某些关系时,方程式有无限增长的解,

这些解在参数平面上布满了许多个区域,这些区域相当于动力不稳定区��屈曲前的法向平衡
方程为

� � N
o
y = - p ( x , y , t ) R�� ( 10)

由于双壁碳纳米管的半径由几个到几十个纳米, 一般认为管间距为 0. 34 nm[ 1]��所以本

文忽略内外管几何尺寸的差别,即 R1 = R2 = R�� 如前Winkler模型所述, p
E
o = 0, 故从方程

( 10)得

� � N
o
y2 = p

1
oR 1, N

o
y1 = N

o
y2 = N

o
y , N

o
x1 � N

o
x2 � �oxEh = N

o
x�� ( 11)

根据方程( 11) ,由方程( 9)的特征方程得动力屈曲的临界应变的简单关系式为

� �
N

o
x

Eh

2

+ 2A
N

o
x

Eh
+ B = 0, ( 12)

其中

� � A =
c + ( d / 2)
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D

Eh
�2

�2
L

2( �
2
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2
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D
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2
�

4

�
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2
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2
)

4
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E
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�
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2
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D
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N
o
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�
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2
�

4
L

2

�
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2
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2
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�
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y

Eh
�2�2

L
2 ,

故临界应变由方程( 12)得:

� � �x = -
N

o
x

Eh
=

D
Eh
�2

�2L2 ( �2 + �2) 2
+

�2L2

�2R 2
1( �

2
+ �2) 2 +

� � � � L
2

�2�2
c + d/ 2

Eh
-

c + d/ 2
Eh

2

+
n

2
N

o
y

EhR
2

2

-
d
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c
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+

n
2
N

o
y
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2
�� ( 13)
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3 �临界频率的确定

根据文献
[ 6]

,由方程( 9)可得出双壁碳纳米管的固有频率的简单关系式为:

� � ( m�2
)

2
+ 2X ( m�2

) + Y = 0, ( 14)

其中

� � X = -
D�

8

L
8 ( �2 + �2) 4

+ c +
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2
�

4

L
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2
+ �2) 2

+
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2
�

4
�

4

L
4 ,

� � Y = D
2 �

16

L
16( �

2
+ �2) 8

+ 2 c +
d
2

D
�12

L
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+

� � � � 2D
Eh

R
2
�

4
�

12

L
12 ( �

2
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2
)

4
+ 2 c +

d
2
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R
2
��

8

L
8 ( �

2
+ �

2
)

2
+

� � � �
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R
2
�4�4

L
4

2
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�8

L
8( �

2
+ �

2
)

4��

由方程( 14)得出双壁碳纳米管的最小固有频率为

� � �2
=

D
m
�8

L
8 ( �2 + �2) 4

+
Eh

mR
2
�4�4

L
4 +

� � � � �
4

mL
4 ( �2 + �2) 2

c +
d
2

- c
2
+

d
2

2

�� ( 15)

临界频率指对应于不稳定区边界的载荷频率, �cr 表示临界频率 �� 当 N ( t) = N o +

N t cos �t时,根据文献
[ 6]

, 由方程( 9)可得出双壁碳纳米管的第一临界频率的简单关系式为:

� � 1
4 m�

2
cr

2

+ 2 U
1
4 m�

2
cr + V = 0, ( 16)

其中
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由方程( 16)得出双壁碳纳米管的第一临界频率为:

� � �2cr =
4
m

D�
8

L
8 ( �2 + �2) 4

+ c +
d
2
�

4

L
4 ( �2 + �2) 2

+
Eh
R

2
�

4
�

4

L
4 +

� � � �
�8

L
8( �

2
+ �2) 2

( �2N o
x + �2N o

y) � 4
m

U
2
- V�� ( 17)

4 �讨论和结论

4. 1 � van der Waals力和周围弹性介质对临界应变的影响

上述( 13)式的临界应变是在双壁碳纳米管间存在有 van der Waals 力, 且与周围弹性介质

相互作用得到的�� van der Waals力和周围弹性介质对受轴向扰动的双壁碳纳米管动力稳定性

条件有较大的影响��下边我们详细讨论这些影响
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1) van der Waals力的影响

当没有周围弹性介质时, 即 d = 0, 方程( 13)给出

� � -
N

o
x

Eh
=

D
Eh
�2

�2L2( �
2
+ �2)2

+
�2L 2

�2R2
( �2 + �2) 2 +

� � � � � L
2

�
2
�

2
c

Eh
-

c
Eh

2

+
n

2
N

o
y

EhR
2

2

�� ( 18)

方程( 18)右边第3项代表 van der Waals力对双壁碳纳米管轴向临界应变的影响��显然方程
(18)的临界轴向应变低于当 c = 0、d = 0时方程( 13)所给结果(相当于单壁碳纳米管的临界应

变)��也就是说对于双壁碳纳米管的轴向临界应变低于单壁碳纳米管��事实上, 因为 van der

Waals相互作用力是相对于内壁和外壁�� van der Waals压力总是一管受内压,而另一管受外

压,受法向外压的管更易屈曲��如果两管半径的差别被忽略, 当两管中的任意一管出现屈曲

时,双壁碳纳米管就屈曲了��因此, van der Waals力总是加速轴向屈曲,减小双壁碳纳米管的

临界应变��

2) 周围弹性介质的影响

由于环向薄膜力 N
o
y取决于初始 van der Waals力 p

I
o , 当 van der Waals力不存在时, 那么N

o
y

= 0�� 碳纳米管的临界应变与弹性介质有关, 由方程( 13)得

� � -
N

o
x

Eh
=

D
Eh
�2

�2L2( �
2
+ �21)

2
+

�2L 2

�2R2
1( �

2
+ �21)

2 +
dL

2

Eh�2�2�� ( 19)

比较方程当 c = 0、d = 0时( 13) 和( 19) ,显然方程( 19) 的临界应变高于当 c = 0、d = 0时

方程( 13)的临界应变��故周围弹性介质将增加碳纳米管的临界应变��

为了能具体说明 van der Waals力和周围弹性介质对稳定性的影响, 取参数为[ 7] :

� � D = 0. 85 eV, Eh = 360 J/m2
, c � 200 � 10

- 21
J/ nm

2

0. 16 s
2 , s = 0. 142 nm,

� � c = 9. 9 � 10- 18 J/ nm4
, d = 4. 8 � 10- 8 J/ nm4

, N
o
y = 3 � 10- 16 N/ nm,

� � L = 1. 2 nm, �= 1, n = 1, �=
nL
�R
��

� � � 图 2� van der Waals力和弹性介质� � � � � � 图 3� van der Waals力和弹性介质

对临界应变的影响 对不稳定区的影响

图 2给出碳纳米管的临界应变随半径的变化,单壁碳纳米管( SCNT)随着半径的增大,临

界应变变小��从图中也可以看出,当双壁碳纳米管存在 van der Waals 力( c_DCNT)时,双壁碳纳

米管的轴向临界应变低于单壁碳纳米管的临界应变��而周围弹性介质( d_DCNT)将增加碳纳

米管的临界应变��
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4. 2  载荷 、van der Waals力和周围弹性介质对临界频率的影响

由方程( 17)可得第一临界频率的两个解, 第一临界频率的范围随 N ( t) 的增加而增大# 

图3给出了 Hcr/ X随N ( t) / N cr的变化# N cr为由方程( 13) 求得的碳纳米管临界薄膜力# 随着

N ( t) / N cr值的增大, Hcr/ X的范围增加# 阴影部分为双壁碳纳米管的不稳定区, 也就是说随

着N ( t) / N cr 的增加不稳定区将增大# 

从图3可以看出 van der Waals力和周围弹性介质对双壁碳纳米管的不稳定区的影响# van

der Waals力使受轴向周期性扰动的双壁碳纳米管的临界频率增大, 周围弹性介质对双壁碳纳

米管的临界频率影响不大# 
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I n v e s t i g a t i o n o f t h e D y n a m i c B u c k l i n g o f D o u b l e w a l l e d

C a r b o n N a n o t u b e S u b j e c t e d t o A x i a l P e r i o d i c

D i s t u r b i n g F o r c e s

S HA Feng_huan ,  ZHAO Lon g_m ao ,  YANG Gui_t ong

( Institute of Applied Mechanics , T aiyuan Un iver sity of Technology ,

Taiyuan 030024, P . R . China )

Abst ra ct: The dynamic r esponse of a double_w alled carbon nanotube embedded in elastic medium

subje cted to periodic disturbing force s is investig ated. Inve stigation o f the dynamic buckling of a dou-

ble_w alled carbon nanotube develops continuum model. The effect of the van der Waals forces be-

tween tw o tubes and the surr ounding elastic medium for ax ial dynamic buckling ar e consider ed. The

buckling model subje cted to periodic disturbing forces and the cr itical axial strain and the cr itical fre-

quencies ar e given. It is found that the critical axial str ain of the embedded multi_walled carbon nan-

o tube due to the intertube van der Waals for ces is low er than that of an embedded single_w alled car-

bon nanotube. The van der Waals for ces and the surrounding elastic medium affect region of dynamic

instability. The van der Waals for ces incr ease the critical frequencies of a double_w alled carbon nan-

o tube . The effe ct of the surr ounding elastic medium for the critical fr equencies is small.

Key w ords: carbon nano tube; dynamic buckling; v an der Waals force; elastic medium
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