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材料弹性静力学问题的解析解
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摘要:  通过将以位移表示的平衡方程转化为黎卡提方程, 得到了具有非均匀界面相的颗粒和纤

维增强复合材料非均匀界面相内弹性场的解析解# 所得的解析解是弹性模量呈幂次方变化的非

均匀界面相解的通用形式# 任意给定 1个幂指数,可以得到具有非均匀界面相的颗粒和纤维增强

复合材料体积模量的解析表达式# 通过改变幂指数及幂次方项的系数, 此解析解可适用于具有多

种不同性质的非均匀界面相# 结果表明: 界面相模量和厚度对复合材料模量有很大的影响,当界

面相存在时,粒子将出现一种/ 尺寸效应0# 
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引   言

近年来,具有均匀和非均匀界面相的复合材料引起了许多研究者的兴趣[ 1~ 7]# 非均匀界

面相有些是人为设计的, 有些是在复合材料的制造过程中由于化学反应产生的# 从复合材料

力学的观点来看,研究具有界面相的复合材料的基本问题之一是如何预测其等效模量# 已经

有许多种预测复合材料等效模量的方法,例如:广义自洽方法( GSCM)、复合球和复合圆柱模型

( CCA和 CSA)以及 IDD估计等
[ 8~ 11]# 把这些方法应用于预测具有非均匀界面相复合材料的

等效模量遇到的关键问题就是求解非均匀界面相的弹性场# 现有文献仅给出了非均匀界面相

模量呈现几种特殊变化形式时弹性场的解析解
[ 5~ 7]# 

本文的目的是给出具有非均匀界面相的颗粒和纤维增强复合材料弹性静力学问题的解析

解,从而得到颗粒和纤维增强复合材料体积模量的解析表达式# 为此,首先把平衡方程转化为

黎卡提方程,得到黎卡提方程的通解# 然后采用半逆解法得到位移的通解,避免了复杂的积分# 

在许多文献和许多关于非均匀介质的弹性力学问题中, 都假设非均匀界面相的弹性模量是空

间变量的幂次方函数# 本文给出了非均匀界面相模量呈一般性幂次变化情况时的解析解,此

解在文献中未见报道,而且目前已有的解是本文所给通解的特例# 更重要的是,本文给出的解

析解还可以用来分析无限大基体中具有非均匀界面相的单个夹杂或夹杂稀疏分布情况下的界
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面脱粘问题# 

1  物理模型和数学方法

具有非均匀界面相的复合材料可认为是一种功能梯度复合材料(FGMs) ,经过特殊设计的

一些界面相通常可用来提高断裂强度、改善化学相容性以及调节组成相之间的热传导系数# 

本文采用三层同心球壳模型作为代表体积单元( RVE)来预测颗粒增强复合材料的等效体积模

量,用三层同心圆柱壳模型作为代表体积单元( RVE)来预测纤维增强复合材料的等效平面应

变体积模量# 假设基体、颗粒和纤维是均匀的,基体与颗粒或纤维之间的界面相是非均匀的并

且弹性模量沿径向变化, 三层球壳模型是由一个球和两个同心球壳组成, 颗粒、界面相和基体

的外半径分别为 ap、a I和 am# 三层同心圆柱壳模型是由一个圆柱和两个同心圆柱壳组成,纤

维、界面相和基体外半径分别为 a f、a I和 am# 根据Hashin[ 9]、Hashin和Rosen[ 10]的观点,这两类

复合材料可分别用一系列大小不等的三层同心球壳和三层同心圆柱壳来堆积,使得复合材料

体逐渐被填满, 直到复合材料体积单元之间没有留下基体的空间# 颗粒和纤维的体积分数分

别表示为 cp = ( ap/ am)
3和 c f = ( a f/ am)

2
,界面相的体积分数分别表示为 c I = ( a

3
I - a

3
p) / a

3
m

和 cI = ( a
2
I - a

2
f ) / a

2
m# 对于颗粒和纤维增强复合材料,基体的体积分数分别为 cm = 1- ( cp

+ c I) 和 cm = 1- ( c f + c I)# 为了简化起见,用无量纲化参数 r / am来代表体系中物质点的位

置, 则 r = c
1/ 3
p 和 r = c

1/ 2
f 分别代表两类复合材料中颗粒和界面相以及纤维和界面相的界面, r =

( cp+ cI)
1/ 3和 r = ( c f+ c I)

1/ 2分别代表界面相和基体的界面# r = 1代表 RVE的外边界# 体

积模量、平面应变体积模量、剪切模量、弹性模量和泊松比分别用 J、k、L、E 和M表示,下标 p、

f、I和m分别代表颗粒、纤维、界面相和基体# 颗粒增强复合材料的体积模量用希腊字母 J表

示,纤维增强复合材料的平面应变体积模量用 k 表示# 

为了得到颗粒增强复合材料的等效体积模量及纤维增强复合材料的等效平面应变体积模

量, 在RVE的外边界上施加径向位移或静水载荷# 这 2种边界条件都导致在RVE内只产生球

量部分的变形, 可通过边值问题求解# 求解颗粒和纤维增强复合材料体积模量所需平衡方程

的一般形式为

  
d
2
ur ( r )

dr 2
+ B1( r)

dur( r )

dr
+ B2( r ) ur ( r ) = 0, ( 1)

其中, u r( r ) 是 RVE 中任一点的径向位移# 对于颗粒和纤维增强复合材料中的非均匀界面

相, ( 1)式中的系数不是常量,因此( 1)式仅在某些特殊情况下具有封闭的解析解# 令

  C( r ) =
u

c
r ( r )

ur ( r)
, ( 2)

其中, uc
r ( r ) = dur( r ) / dr , 则( 1)式可写成

  dC( r)
dr = - B2( r ) - B1( r ) C( r ) - C

2
( r ) , ( 3)

C
2
( r ) 项的系数不等于零,所以(3) 式是黎卡提方程# 如果能找到(3) 式的一个特解, 则通过

变量替换就可得到其通解# 若 Cp是( 3)式的一个特解,则通过变量替换, 即:

  C( r ) = Cp( r ) -
c1

q( r )
, ( 4)

可得到关于 q ( r ) 的一阶微分方程

  dq ( r )
dr - [ B1( r ) + 2Cp( r ) ] q ( r ) = - c1, ( 5)
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其中, c1为常数, q ( r) 是 r 的函数,若能得到 q ( r ) 的解, C( r) 可由(4) 式决定, u( r ) 可用半逆

解法确定# 

2  颗粒增强复合材料的解析解

在RVE的外边界上施加径向位移或静水载荷所得到的颗粒增强复合材料的等效体积模

量相同, 因此,这里只考虑在 RVE的外边界施加径向位移 ur | r = 1 = �Et = Emm / 3重复指标 m表

示从 1到 3求和)# 在粒子区域, 位移和应力场为

  ur = A pr , Rrr = RHH = R<< = 3JpA p, ( 6)

在基体区域,位移和应力场为

  ur = B1r +
B 2

r
2 , Rrr = 3JmB 1-

4LmB2

r
3 , RHH = R<< = 3JmB 1+

2LmB2

r
3 , ( 7)

其中, A p、B 1和 B2为待定的常数# 在非均匀界面相区域,以径向位移表示的平衡方程为:

  
d2ur

dr
2 +

2
r

dur
dr - 2

ur

r
2 +

dJI

dr
+

4
3

dLI

dr

JI+
4
3
LI

du r
dr +

dJI
dr

-
2
3

dLI
dr

JI+
4
3
LI

2ur
r

= 0, ( 8)

考虑非均匀界面相的弹性模量按以下情况变化

  JI = J0+ lJr
Q
, LI = L0+ lLr

Q
, ( 9)

其中, lJ、lL和Q 为常量, JI和 LI需满足各向同性介质的一般热力学限制条件# 将( 9)式代入

( 8)式中,令

  F=
( J0+ 4L0/ 3)
( lJ+ 4lL/ 3)

, N=
( lJ+ 4lL/ 3)

( lJ- 2lL/ 3)
, ( 10)

得到界面相区域关于径向位移的平衡方程

  
d2ur

dr 2
+ 2 +

Qr
Q

(F+ r
Q
)

1
r

dur
dr

+
Qr

Q

N( F+ r
Q
)
- 1

2ur

r
2 = 0# ( 11)

上式中各项的系数不是常量,只有在特殊的 F和N值时(11) 式才有封闭形式的解析解# 

当 lJ= 0和 lL = 0表明界面相是均匀的# 当 F= 0表明 J0 = 0和 L0 = 0, 模量从原点开始

变化, 即弹性模量呈幂次变化而泊松比为常量, 此时( 11)式可退化成欧拉方程, Wang 和 Ja-

siuk [ 5]得到了此种情况时颗粒增强复合材料相应的解析解# Ding和Weng[ 6]利用复合球模型得到

了二相 RVE时基体为弹性不可压 (M= 1/ 2) 以及基体模量呈线性变化时( Q = 1) 的解析解# 

当 Q 为任意实数时,把( 2)式代入( 11)式,则( 11)式转化为黎卡提方程

  dC( r)
dr + C

2
( r) + 2+

Qr
Q

F+ r
Q
C( r )
r

+
Qr

Q

N(F+ r
Q
)
- 1 2

r
2 = 0, ( 12)

( 12)式的一个特解为

  rp( r ) = c/ r , ( 13)

其中, c 为常数# 将( 13)式代入( 12)式得

  c
2
+ c - 2 +

Qr
Q

F+ r
Q c +

2
N = 0, ( 14)

当 FX 0时, c
2
+ c - 2 = 0和 c + 2/ N= 0同时成立,得到两组解为

  c = - 2, N= 1; c = 1, N= - 2, ( 15)

相应的特解分别为

  rp( r ) = - 2/ r ; Cp( r ) = 1/ r , ( 16)
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以下将讨论( 15)式中的两组解# 首先, c = - 2和 N= 1对应 lL= 0,即剪切模量恒定而体

积模量按(9) 式变化# 利用(4) 式进行变量替换, rp( r ) = - 2/ r 化为C( r ) = - 2/ r - c1/ q ( r ) ,

(12) 式确定了关于 q( r ) 的一阶微分方程

  qc( r ) + 2
r
-

Qr
Q- 1

( F+ r
Q
)

q( r ) = - c1, ( 17)

对上式积分得到 q ( r ) 的表达式, 然后把 q ( r ) 代入到 C( r ) 的表达式中得

  C( r ) =
u

c
r ( r )

ur ( r)
= -

2
r
-

c1

q ( r )
= -

2
r
- r

2
(F+ r

Q
) d -Q r

2

(F+ r
Q
)
dr , ( 18)

其中, d 为常数# 位移场可由积分 ur ( r ) = exp QC( r )dr 确定,但是若采用积分方法, ur ( r )

的表达式将包含二重积分,很难得到结果# 这里将采用半逆解法,令

  ur ( r ) = D1/ r
2
+ D2f ( r ) , ( 19)

其中, f ( r ) 是 r 的函数, D1和 D2 是待定常数# 把 ur ( r ) 和 u
c
r ( r) 代入(18) 式, 得到 f ( r ) 从

而得到 u r( r )

  ur ( r ) =
D1

r
2 +

D2

r
2Q r

2

F+ r
Qdr# ( 20)

其次, c = 1和 N= - 2对应 lJ = 0, 利用以上求解过程可得到位移场

  ur ( r ) = D1r + D2f ( r ) = D1 r + D2rQ 1

r
4
( F+ r

Q
)
dr# ( 21)

若 Q 为某一指定的实数,通过方程(20) 式和(21) 式就可以确定位移场, 常数 A p、B1、B 2、

D1和D2可由 ur 和Rrr在两界面处的连续条件及在外边界上u r = �Er的边界条件确定,三层球壳

模型的平均径向应力为 �Rrr = Rrr | ( r= 1)# 复合材料的等效体积模量可由下式确定:

  J=
�Rrr
3�Et

=
3JmB1 - 4LmB2

3�Et
# ( 22)

3  纤维增强复合材料的解析解

在RVE的外边界上施加径向位移或静水载荷所得到的纤维增强复合材料的等效平面应

变体积模量相同,因此,这里只考虑在 RVE 外边界施加径向位移 ur | r= 1 = �Es = Enn/ 2(重复指

标表示 n从 1到 2求和)# 在纤维区域, 位移和应力场为

  ur = A f r , Rrr = RHH = 2kfA f , ( 23)

在基体区域,位移和应力场为

  ur = B1r +
B 2

r
, Rrr = 2kmB1 -

2LmB2

r
2 , RHH = 2kmB1+

2LmB2

r
2 , ( 24)

其中, A f、B1 和 B2 是待定常数# 考虑非均匀界面相的弹性模量按以下情况变化

  kI = k0+ lkr
Q
, LI = L0+ lLr

Q
, ( 25)

其中, lk 为常数,则界面相区域以径向位移表示的平衡方程为

  
d2ur

dr 2
+ 1 +

Qr
Q

F+ r
Q

1
r

dur
dr

+
Qr

Q

N(F+ r
Q
)
- 1

ur

r
2 = 0, ( 26)

其中   F=
k0+ L0
l k + lL

, N=
lk + lL

lk - lL
# 

(26)式与( 11)式具有相同的形式,所以可按同样的过程求解# 当非均匀界面相的弹性模

量按( 25)式变化时, Jasiuk和Kouider
[ 7]
通过求解欧拉形式的平衡方程已得到模量从原点开始

变化 ( k 0= 0, L0 = 0) 时纤维增强复合材料非均匀界面相内位移场的解析解# Ding和Weng
[ 6]
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利用复合圆柱模型得到了二相RVE时基体为弹性不可压 (M= 1/ 2) 以及基体模量呈线性变化

时( Q = 1) 的解析解# 现在要寻求 Q 为任意实数时纤维增强复合材料界面相位移场更一般

形式的解# 类似于颗粒增强复合材料的求解过程将( 2)式代入( 26)式,后者转化为黎卡提方程

  dC( r)
dr

+ C2( r) + 1+
Qr

Q

F+ r
Q
C( r )
r

+
Qr

Q

N(F+ r
Q
)
- 1 1

r
2 = 0, ( 27)

( 27)式具有与( 12)式形式相同的特解,将( 13)式代入( 27)式得

  c
2
- 1 +

Qr
Q

F+ r
Q c +

1
N

= 0, ( 28)

当 FX 0时, c
2
- 1 = 0和 c + 1/ N= 0同时成立,得到两组解为

  c = - 1, N= 1, c = 1, N= - 1, ( 29)

相应的特解分别为

  Cp( r ) = - 1/ r ; Cp( r ) = 1/ r, ( 30)

下面将讨论( 29)式的两组解# 首先, c = - 1和 N= 1对应 lL = 0, 即剪切模量恒定而平面应

变体积模量按( 25)式变化# 按照与颗粒情形同样的步骤得

  ur ( r ) =
D1

r
+

D2

rQ r

F+ r
Qdr# ( 31)

其次, c = 1和 N= - 1对应 lk = 0, 即平面应变体积模量恒定而剪切模量按( 25)式变化# 按照

与颗粒情形同样的步骤得

  ur ( r ) = D1r + D2rQ 1

r
3
( F+ r

Q
)
dr# ( 32)

任意给定实数 Q,通过方程(31) 式和(32) 式积分就可确定出位移场, 常数 A f、B1、B 2、D1

和 D2也可由连续性条件和边界条件得到# 三层圆柱壳的平均应力为�Rrr = Rrr | ( r= 1) ,平面应

变体积模量 k 为

  k =
�Rrr
2�Es

=
2kmB1 - 2LmB 2

2�Es
# ( 33)

4  结果和讨论

复合材料的等效体积模量(或等效平面应变体积模量)取决于各相的模量和界面相厚度# 这

里以颗粒增强复合材料为例, 分析界面相的模量和厚度等因素对复合材料等效模量的影响# 
考虑界面相的模量呈如下变化形式:

  JI = J0+ lJr
Q
, LI = L0, ( 34)

在数值计算中,用碳化硅作为颗粒增强材料, 6061_T6铝作为基体材料,模量数据取自于文献
[ 6]# 

SiC: Jp = 247. 47GPa, Lp = 209. 40 GPa; Al: Jm = 66. 96GPa, Lm = 25. 67 GPa# 界面相的模量

参数为: J0 = 20 GPa, L0 = 8 GPa, lJ = 10 GPa, lL = 0# 

图1给出了在不同幂指数 Q值时颗粒增强复合材料等效体积模量随界面相厚度的变化

关系# 根据所给的数据,界面相比基体和颗粒软,因此等效体积模量随界面相厚度的增加而减

小# Q = - 1的界面相要比 Q = 0的界面相要硬, Q = 1的界面相要比 Q = 0的界面相软# Q

= 0,即均匀界面相的情况, J随界面相厚度的减小比Q = 1时要慢; 而对于 Q = - 1, J随界面

相厚度的减小比 Q = 0时慢# 通常,在参量 lJ、lL、J0和 L0保持恒定时, Q > 0时的曲线总在

Q = 0的下方, Q < 0时的曲线总在 Q = 0的上方# 

若颗粒、界面相和基体三相的模量给定, 界面相的厚度对 J有很大影响# 例如, 在复合材

料制造过程中, 界面相可能是由于化学反应产生的,这种情况下界面相厚度可能和颗粒大小无
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图 1  等效体积模量随界面相        图 2  等效体积模量随颗粒体积
厚度的变化关系 分数的变化关系( Q = - 2 )

关# 此时,界面相厚度对体积模量的影响因颗粒大小不同而显著不同# 图 2给出了不同 t / ap

值时颗粒增强复合材料等效体积模量随颗粒体积分数的变化关系# 若存在一个厚度为 t =

100 nm的界面相,颗粒半径为1 mm,则 t / ap = 0. 000 1, 意味着界面相很薄# 由图2可见, t / ap

= 0. 000 1的曲线和 t / ap = 0的曲线重合,表明界面相的影响可以忽略# 对同样的界面相厚

度, 若颗粒半径为 10 Lm,则 t / ap= 0. 01# 从图2中可见 t / ap = 0. 01的曲线和 t / ap = 0的曲

线显著不同,界面相的影响增大# 若颗粒半径减小到 ap= 1 Lm,则 t / ap= 0. 1,这意味着界面

相厚度和颗粒半径具有相同的数量级, 此时复合材料的体积模量远低于 t / ap = 0时的情形# 

因此, 若有界面相存在,颗粒将表现出一种/尺寸效应0# 通过以上理论和数值分析, 可以得出

以下结论:

( Ñ) 通过把以位移分量表示的平衡方程转化为黎卡提方程,并利用黎卡提方程的特解,

得到了具有非均匀界面相的颗粒和纤维增强复合材料弹性场的解析解,所得的解析解比现有

的解析解更广泛和普遍# 

( Ò) 当非均匀界面相的弹性模量呈幂次方变化时,给定一个幂指数 Q, 可得到颗粒和纤

维增强复合材料体积模量的解析表达式# 通过变换幂指数和幂次方项的系数,此解析解可适

用于具有多种不同性质的非均匀界面相,对实际应用很有意义# 

( Ó) 非均匀界面相模量和厚度的变化对复合材料的等效体积模量有很大影响# Q 越大

影响越显著# 若界面相的厚度给定,当界面相厚度和颗粒半径之比很大时, 界面相对体积模

量的影响变得非常显著, 例如 t / ap = 0. 1时的情况# 若有界面相存在,颗粒将出现一种/尺寸

效应0# 
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Analytical Solutions for Elastostatic Problems

of Particle_ and Fiber_Reinforced Composites

With Inhomogeneous Interphases

DUAN Hui_ling,  WANG Jian_xiang,  HUANG Zhu_ping,  HUANG Hong_bo
( LTCS and Depar tment of Mechanics and En gin eer in g Science , Pekin g Univer sity ,

Beijin g 100871, P . R . China )

Abstract: By transforming the governing equations for displacement components into Riccati equa-

tions, analytical solutions for displacements, strains and stresses for RVEs of particle_ and fiber_rein-

forced composites containing inhomogeneous interphases were obtained. The analytical solutions de-

rived here are new and general for power_law variations of the elastic moduli of the inhomogeneous in-

terphases. Given a power exponent, analytical expressions for the bulk moduli of the composites with

inhomogeneous interphases can be obtained. By changing the power exponent and the coefficients of

the power terms, the solutions derived here can be applied to inhomogeneous interphases with many

different property profiles. The results show that the modulus variation and the thickness of the inho-

mogeneous interphase have great effect on the bulk moduli of the composites. The particle will exhibit

a sort of / size effect0 , if there is an interphase.

Key words: inhomogeneous interphase; particle_reinforced composite; fiber_reinforced composite;

analytical solution; bulk modulus
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