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Hamilton体系辛半解析法及在
非均匀电磁波导中的应用

X
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(上海交通大学 工程力学系, 上海 200030)

(钟万勰推荐)

摘要 :  力学中的Hamilton体系需用对偶变量来描述,而电磁场正好有电场和磁场这一对对偶变量# 尝

试将力学中的Hamilton体系理论应用于电磁波导的分析,以横向电场和磁场作为对偶变量, 将电磁

波导的基本方程导向辛几何的形式# 基于 Hamilton 变分原理, 导出横向离散的半解析系统方程,

保持体系的辛结构# 以非均匀波导为例, 求解了方程的辛本征值问题, 计算结果与解析解相当吻

合# 
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引   言

电磁导波研究电磁波沿传输系统的传播问题# 各向同性材料的波导问题,总可以将电磁

波分为 TE波和TM波来分析# 但在微波工程的许多实际应用中,波导被部分填充或被非均匀

的电介质填充# 这时,不可能存在纯净的 TE波或TM波,电场和磁场这两类变量同时存在,传

播模式自然成为混合模式[ 1~ 3]# 

力学中的Hamilton体系采用两个对偶的混合变量来描述系统, 是数学上并行于拉格朗日

体系的另一种描述方式# 解决非均匀或各向异性材料的波导问题, 势必需要电场和磁场这两

个对偶变量,这正和哈密顿体系相吻合# 将力学中的 Hamilton体系理论应用于电磁波导的研

究,这对电磁波导的分析无疑是有益的# 

1  Maxwell方程

考虑波导被部分填充或被非均匀填充的情况# 这时场满足无源 Maxwell方程组# 将波导

的长度方向取为 z 坐标, 其横向是 x , y 的直角坐标# 此时方程可以表示为

  #̈D = 0, #̈B = 0, ( 1a, b)

  ¨@ E = -
5B
5 t = - L

5H
5 t , ¨@ H =

5D
5 t = E

5E
5 t , ( 2a, b)
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其中电场强度与磁场强度向量分别为 E、H ,电位移强度与磁位移强度向量为 D、B# 它们之

间有本构关系

  D = EE, B = LH , ( 3a, b)

其中 E、L分别是媒质的介电常数和磁导率# 

2  频域Maxwell方程及其Hamilton变分原理

Maxwell方程是在时域列式的# 化成频域列式时, 电场与磁场可以表示为

  H = he- iXt , E = iee- iXt , ( 4)

其中 e ( x , y , z , X)、h( x , y , z , X) 待求, 他们都是实型函数; X是角频率# 频域Maxwell方程为

  XLh = R#e, XEe = R#h, ( 5a, b)

而    R =

0 -
5
5z

5
5y

5
5z 0 -

5
5x

-
5
5y

5
5x 0

( 6)

是算子矩阵# 设有有限域 V(谐振腔) ,其边界为 S , 理想导体的边界条件是

  n @ e = 0, n = ix l + iym + izn,   在 S 上, ( 7)

其中 ix、iy、iz 是沿坐标轴的单位向量# 当域内有不同的介质时,可将介电常数当作坐标的函

数处理# 

向量场 e、h 应当由方程( 5a, b)以及相应的边界条件解出,对于理想导体边界条件的有限

区域 V, 其变分原理可以表达为
[ 4, 5]

  0( e , h) = Re QQQV
h
T#( R#e) - 1

2 LXh
T
h -

1
2 Xe

T
Ee dxdydz , D0 = 0, ( 8)

其中向量 h 与 e 的各分量为独立变分的函数, 而边界条件( 7)应当预先满足# 

变分原理( 8)适用于任意有限的三维区域,故当然可以用于柱形域,长度坐标为 z 而横向

坐标为 x , y# 柱形域长度坐标 z 的地位与横向坐标 x , y 不同,故将其微商表达为(5# ) /5z =

(#
#
)# 现组成互为对偶的横向向量 q、p 如下

  q = ex ey
T
, p = hy - hx

T
, ( 9)

变分原理对于 ez、hz 取极值的变分可以先行完成而给出

  hz =
1
LX

5q 2
5 x -

5q 1
5 y , ez =

1
EX

5p 1
5x +

5p 2
5y , ( 10a, b)

将( 10a, b)代入变分原理,于是其泛函中只有对偶自变量 q、p 了# 变分原理成为

  

0( q, p ) = Q
z
b

z
a

Re QQ8
p
TÛq + 1

2LX
5q 1
5y -

5q 2
5x

2

-
1
2
Xq

T
Eq +

     1
2EX

5p 1
5x +

5p 2
5y

2

-
1
2
LXpTp dxdy dz ,

D0 = 0,

( 11)

Hamilton型变分原理( 11)的对偶自变量是 q、p# 显然其Hamilton函数是

  H ( q, p) =
1
2
XqTEq +

1
2
LXpTp -

1
2EX

5p 1
5x +

5p 2
5y

2

-
1

2LX
5 q1
5y -

5 q2
5x

2

, ( 12)
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采用Hamilton体系、辛几何的好处是可以运用本征向量展开的方法以处理各种问题[ 6]# 

3  对偶方程组和辛体系

完成( 11)的变分运算给出对偶微分方程,对偶方程组为

  �q
#

( x , y , z ) = LX�p + Dop�p , �p
#

( x , y , z ) = - XE�q - Bop�q, ( 13a, b)

其中   Dop =
def 1

XE

52

5x 2
52

5x5 y

52

5x5y
52

5y 2

, Bop =
def 1
XL

52

5 y2
-

52

5x5y

-
52

5x5y
52

5 x2

, ( 14a, b)

在对偶向量 �q、�p 上方加上了一个波号, 表示它们是( x , y , z ) 的函数, 以便与以后分离变量后

的横向坐标函数相区别# 还应当有边界条件# 理想导体的侧边边界条件可以写为

  
�q1sinA- �q 2cosA= - es = 0,

ez =
1
EX

5�p 1
5x +

5�p 2
5y

= 0,
  在 # 上, ( 15)

其中 # 是横截面的周边# 

综合对偶向量而引入状态函数向量 �v , 有综合的微分方程

  �v ( x , y , z ) =
def �q

�p
, �v

#

= H�v , ( 16)

显然,两个算子矩阵 Dop 与 Bop 都是对称的,而对偶方程组是Hamilton正则方程之型# 综合算

子矩阵 H 的定义为

  H =
def 0 XLI + Dop

- XEI - B op 0
, ( 17)

( 16)是齐次线性微分方程,可以用分离变量法求解之,令

  �v = W( x , y ) Z ( z ) , W= q
T

p
T T

, ( 18)

其中 Z( z ) = e( Cz ); 而 q( x , y , X)、p ( x , y , X) 已是横向坐标的函数,其本征方程为

  HW= CW, ( 19)

其中 C是待求的本征值, 而 W( x , y , X) 是相应的本征向量函数# 

方程(19)是4个微分方程联立组成的本征值问题,它的解应当与侧向边界条件一起考虑# 

理想导体侧向边界条件是切向电场为零,见( 15)# 本征方程( 19)的算子矩阵 H 是 Hamilton型

的
[ 4, 5]# 

对于Hamilton算子矩阵,文献[ 6]有结论:如 C是本征值则- C一定也是本征值# 因此全

部本征值可以分类为两类,即

  
A) Ci , Re( Ci ) < 0或 Re( Ci ) = 0, Im( Ci ) > 0,

B) C- i , C- i = - Ci ,
  i = 1, 2, ,, ( 20)

其中 Re( Ci ) = 0的本征解相应于传输波的情况,此时纯虚数 Ci对应波导的波数, 应予特别注

意# 

本征值 Ci 和 C- i 所对应的本征向量函数 Wi 和 W- i称为互相辛共轭( symplectic adjoint)# 

H 阵本征函数向量相互间的共轭辛正交归一关系为

  3WTi , J , Wj4 = 0, 3WT- i , J , W- j4= 0, 3WTi , J, W- j4 = Di , j ,   i , j > 0, ( 21)
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其中 J =
0 I2

- I2 0
, 是辛几何空间的度量矩阵 # 将本征函数向量编排为 W1、W- 1、W2、

W- 2, ,,这些本征函数向量将成为状态空间的一个完备系# 任何横截面上的状态空间的函数

v( x , y ) 皆可以由本征函数向量来展开

  v ( x , y ) = 6
i= 1, 2, ,

( aiWi + biW- i ) , a i = - 3WT- i , J , v4, bi = - 3WTi , J, v4, ( 22)

这是由共轭辛正交归一关系确定的# 这些一般理论对于波导分析很有用# 

4  Hamilton体系下的辛半解析法

以上的推导是用了解析的方法,但对横截面形状复杂的波导,解析求解是无望的# 对波导

横截面域 8 离散,采用有限元半解析法是很自然的# 但 Hamilton型有对偶场 q( x , y ) , p ( x ,

y ) 二类独立变量,其半解析离散有本身的特点# 

将波导横截面全域 8 划分为共ne 个子区域 8 i , 划分单元后变分原理( 11)成为

  

02( q, p) = Q
z
b

z
a

6
n
e

i= 1
ReQQ8

i

p
TÛq + 1

2LX
5 q1
5y -

5 q2
5x

2

-
1
2
Xq

T
Eq +

      1
2EX

5p 1
5x +

5p 2
5 y

2

-
1
2
LXp

T
p dxdy dz ,

D0 2 = 0,

( 23)

边界条件预先满足# ( 23)无非是将横截面全域 8 的积分改为各个单元 8i 的积分之和# 离散

方法与力学有限元是一样的# 重要的是离散时要保持体系辛结构# 有限元离散采用节点的场

量为未知数# 每个节点 j 有未知数qj1、qj 2、pj 1、pj2即 exj、eyj、hyj、- hxj# 设 Nd为横截面上的节

点个数,则全体电场向量 qdg与全体磁场向量p dg的维数同为2Nd# 泛函 02( q, p )的被积分函

数中只出现一阶微商,因此只有 C0 连续的要求# 

泛函 02( q, p ) 中的被积函数,离散后用全体向量表示为

  p
T
dg WgÛqdg +

1
2
q
T
dgBg qdg -

1
2
p
T
dgDg pdg , ( 24)

其中, ( 23)式中Hamilton函数离散后有 q
T
dgBg qdg / 2, Bg , p

T
dgDgpdg / 2和 Dg是对称矩阵# ( 23) 式

中的 p
TÛq项离散后有p

T
dg WgÛqdg ,其中 Wg矩阵是对称正定矩阵,类似于结构动力学中的质量阵,

因此对 Wg阵的处理可以有/一致质量阵0或/集中质量0 两种处理方式# 以上的结果是按常

规有限元法推导的# 全体向量 qdg与p dg的维数相同, 但他们的分量并不全是未知数,因此未知

电场与磁场的维数可能是不同的# 这需要做正则化处理,这样才能保持离散体系的辛结构# 

设经辛正则化处理后, qd与 pd已具有相同的维数 n# 离散后的变分原理成为

  0d( qd, p d) = Q[ pTdWÛq d- H d( qd, p d) ] dz , D0 d = 0, ( 25)

  H d( qd, pd) = -
1
2 q

T
dBdqd+

1
2 p

T
dDdpd, ( 25a)

其中 W是n @ n对称正定矩阵, Bd、Dd是 n @ n的对称矩阵# 保持离散体系辛结构就是使 W、

Bd、Dd具有以上所述性质# 

由于 W对称正定, 必可作Cholesky三角分解

  W= LL
T
,且令 qh = L

T
qd, ph = L

T
p d, ( 26)

于是离散后的变分原理( 25)成为
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  0h( qh, p h) = Q
z
b

z
a

[ p
T
hÛqh- H h( qh, ph) ] dz , D0h = 0, ( 25)c

  Hh( qh, ph) = -
1
2
q
T
hBhqh +

1
2
p
T
hDhph, ( 25a)c

  Bh = L
- 1
BdL

- T
, Dh = L

- 1
DdL

- T
, ( 27)

将离散的基底与变换( 26)一起考虑,这就是基底的辛正交归一关系# 显然 Bh、Dh仍为 n @ n

对称矩阵# ( 25)c已经是最常见的Hamilton 体系变分原理了# H h( qh, ph) 在结构力学中称为

混合能密度[ 6]# 

从( 25)c可导出对偶方程为

  Ûqh = Dhph, Ûph = Bhqh, ( 28a, b)

方程( 28a, b)即为波导问题辛半解析半离散的控制方程# 分离变量后导出的的本征方程为

  Hh vh = Cvh, Hh =
0 Dh

Bh 0
, vh =

qh

ph
, ( 29)

求解该问题的本征值 C, 找出纯虚数的解,即得传输波的波数# 

5  非均匀波导的数值算例

考虑部分填充介质的矩形波导,如图1所示# 取空气的介电常数 E0= 8. 854 @ 10- 12F/ m,

磁常数 L0 = 4P@ 10- 7H/ m,取 k
2
0 = X2 L0E0# 取电介质的的相对介电常数 Er = E/ E0 = 4,相

对磁导率 Lr = L/ L0= 1,取 k
2
= X2 LE# 计算时,利用对称性取一半横截面# 在对(24) 中 Wg

的处理中,本文采用/集中质量法0的模式# 横截面的有限单元选用最普通的三角形单元,本例

中,共划分了 45个节点、64个单元, 网格划分如图 2所示# 前 2个主模的色散曲线用图 3表

示,对应的计算结果列于表 1和表 2中# 

  表 1 半填充矩形波导波数的计算结果

与解析解的比较(第一阶主模)

k0a 解析解 本文解

4. 0 0. 254 78 0. 252 26

4. 4 0. 726 66 0. 731 96

4. 5 0. 827 59 0. 855 09

4. 6 0. 922 89 0. 956 00

5. 0 1. 256 48 1. 263 38

5. 2 1. 399 71 1. 429 40

5. 4 1. 530 22 1. 555 65

5. 6 1. 649 75 1. 678 97

5. 8 1. 759 72 1. 762 76

6. 0 1. 861 33 1. 866 05

6. 2 1. 955 56 1. 960 72

6. 6 2. 125 06 2. 126 74

6. 8 2. 201 63 2. 201 99

7. 0 2. 273 43 2. 272 17

 图 1 半填充矩形波导( a = 2b , b = 2d )

图 2  按对称性横截面取一半时的

三角形单元网格划分
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  表 2 半填充矩形波导波数的计算结

果与解析解的比较(第二阶主模)

k0a 解析解 本文解

5. 6 0. 390 87 0. 504 65

6. 0 0. 764 71 0. 840 00

6. 2 0. 928 55 0. 987 84

6. 4 1. 079 41 1. 157 57

6. 8 1. 218 76 1. 294 07

7. 0 1. 347 85 1. 442 91

  图 3  将对称面看成导电壁获得的色散曲线

  图 3中表示的结果是将对称面看成是导电壁得到的# 图中实线表示解析解[ 2] , 圆圈表示

本文解# 由图 3、表 1和表 2可以看出,用Hamilton体系的辛半解析法得出的结果与解析解符

合得很好# 

6  结 束语

计算电磁学是近几十年来随着计算机发展起来的一门新学科, 涌现了一大批优秀的科研

成果# 近年来, 计算电磁学正着重于与其他学科相结合,拓宽计算电磁学的研究领域# 将力学

中的Hamilton体系应用于电磁学,把电磁波导问题导向 Hamilton体系、辛几何# 辛体系可以用

于任意的各向异性材料, 而且便于处理不同介质的界面条件# 辛本征解展开定理对于不同介

质的波导、不同截面的波导连接、共振腔等,提供了很大方便# 对复杂截面波导,在变分原理的

控制下,采用半解析离散是有效的数值方法# 辛体系在应用力学中已经取得了很大成功,对于

辛本征解的求解已经发展了有效的算法
[ 7]
,这些对于电磁波导的分析是很有利的# 本文中对

非均匀波导问题的应用, 证明离散求解是有效的# 

致谢  在本文的研究工作过程中, 作者得到了钟万勰院士悉心的指导和热情的鼓励# 在

此表示衷心的感谢# 
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Hamiltonian Symplectic Semi_Analytical Method

and Its Application in Inhomogeneous

Electromagnetic Waveguides

SUN Yan,  XIE Jun

( Depa rtm ent of En gineer ing Mechan ics , Shan gha i Jia oton g Univer sity ,

Shan ghai 200030, P . R . China )

Abstract: Dual vectors are applied in Hamilton system of applied mechanics. Electric and magnetic

field vectors are the dual vectors in electromagnetic field. The Hamilton system method is introduced

into the analysis of electromagnetism waveguide with inhomogeneous materials. The transverse elec-

tric and magnetic fields are regarded as the dual. The basic equations are solved in Hamilton system

and symplectic geometry. With the Hamilton variational principle, the symplectic semi- analytical e-

quations are derived and preserve their symplectic structures. The given numerical example demon-

strates the solution of LSE mode in a dielectric waveguide.

Key words: Hamilton system; symplectic geometry; semi- analytical solution; inhomogeneous elec-

tromagnetic waveguide

362 Hamilton 体系辛半解析法及在非均匀电磁波导中的应用


