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摘要 : � 度量空间的压缩映射的一个集合称为一个迭代函数系统�� 凝聚迭代函数系统可以被看成

无穷迭代函数系统�� 研究了紧度量空间上的无穷迭代函数系统�� 利用 Banach 极限的特性和均匀

压缩性, 证明了紧度量空间上无穷迭代函数系统的随机迭代算法满足遍历性�� 于是, 凝聚迭代函

数系统的随机迭代算法也满足遍历性��
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1 �引言及问题的提出

可以说,迭代函数系统( IFS)理论是动力系统理论的继续和发展�� 动力系统理论研究一

个映射的迭代, 可是 IFS理论研究多个映射的迭代��

IFS理论的根源是很早的, 可是其积极的发展从 Hutchinson 的研究开始��他用 R
n 的有限

个相似压缩映射的组来研究分形集合的自相似性�� Barnsley 把有限个压缩映射的组称为迭代

函数系统, 将迭代函数系统理论系统化并将它应用到分形的研究, 分形图像压缩和分形插值

等��

现在迭代函数系统不仅是分形理论研究和应用的重要工具之一,而且迭代函数系统的思

想对复动力系统理论等很多领域影响很大��

最近从复动力系统理论等很多领域的重要性出发, 对无穷迭代函数系统���即由无穷个

映射组成的迭代函数系统进行了广泛研究��凝聚迭代函数系统[ 1]也可以看成为无穷迭代函数

系统[ 2]��

在这篇文章中,我们证明了无穷迭代函数系统的遍历定理��文献[ 1, 3~ 5]研究了有穷迭

代函数系统的遍历定理��在文献[ 6, 2]中研究了无穷迭代函数系统和其符号动力系统、无穷概

率迭代函数系统和其不变测度��在这篇论文中, 我们研究了紧度量空间上无穷迭代函数系统

的遍历性��利用 Banach极限的特性和均匀压缩性,证明了紧度量空间上无穷迭代函数系统的

随机迭代算法满足遍历性��于是, 凝聚迭代函数系统的随机迭代算法也满足遍历性��
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令 �和X 是紧度量空间��X 是我们的主要状态空间, �是参数空间��

令 w : � � X � X 是关于两个变量x 和�连续映象,记为 w ( �, x ) = w �( x )�� 令 p 是 �上

的 Borel概率测度�� 以 M(X ) 表示 X 上的 Borel概率测度的集合��M (X ) 关于Hutchinson度

量 dH是个紧度量空间
[ 1]��

定义 Tw, p : M (X ) � M (X ) 为

� � Tw, p ( �) ( B ) = ���( w- 1
� ( B) ) dp ( �) , � � � � M(X ) ,

其中 B 是X 的 Borel集合��

w : � � X � X 和 p � M(X ) 固定时,简写为 Tw , p = T��

组 ( w , p ) 或者映射 Tw, p 称为(无穷)概率迭代函数系统��

由于 Riesz表现定理, T( �) 被看作 C (X ) 上的线性泛函,即

� ��X f ( x )dT( �) ( x ) = ���X f ( w�( x ) )d�( x )dp ( �) , � � �f � C (X )��

设 w�, � � � 是均匀压缩映射组,则对于 �上的任何一个 Borel概率测度 p , Tw, p 关于

Hutchinson度量dH是压缩的
[ 2]�� 如果( w , p ) 是平均压缩的,那么 Tw, p 关于Hutchinson度量 dH

也是压缩的[ 6]��

Tw, p 的不动点 �w, p � M(X ) 被称为( w , p ) 的不变测度��

假定对所有的 � � �, w�是压缩的�� 对给定的 p � M( �) ,令 �p 是测度p 的紧支集��

那么 w�, � � �p 是均匀压缩的,于是 w�, � � �p 是在[ 2] 的意义下的无穷迭代函数系统,

如果以 Aw, p 表示其不变集,那么( w , p ) 的不变测度 �w, p 的紧支集就是Aw, p ,即 supp( �w, p) =

Aw, p
[ 6, 2]��

2 �基 本结 果

令 ( w , p ) 是一个无穷概率迭代函数系统�� � x 0 � X ,定义 xn 如下:

� � x n = w�
n
� w�

n- 1
� � � w�

1
( x 0) , ( 1)

其中 �n � �按照概率p 被选择�� 算式(1) 称为概率迭代函数系统( w , p ) 的随机迭代算法��

因为 �n 按照概率 p 被选择,我们可以假定 �n � �p = supp( p ) , 于是随机迭代算法(1) 的

每个轨道 xn 都对应于一个地址

� � ( �1, �2, � , �n, � ) � � = �
�

n= 1
�p = ( �1, �2, � , �n , � ) | �n � �p ,

�称为( w , p ) 的代码空间或者地址空间��

因为 �p是一个紧度量空间, �的Tzihkonov弱拓扑是可度量化的,于是 �可以被看作紧度

量空间��

令 P 是由 �p 上的测度 p 诱导出的 �上的乘积测度, 那么 P 是 �的概率测度��

定义推移变换 S : � � �为

� � S( �1, �2, � , �n, � ) = ( �2, �3, � , �n+ 1, � ) , �= ( �1, �2, � , �n, � ) � ���

S 是连续满射的而且满足遍历性��

射影 �n : � � �n: �n( �) = ( �n, �n- 1, � , �1) , � � � 是连续的 �� 我们表示为 �n( �) =

�n��
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这篇文章的基本结果是:

定理(无穷迭代函数系统的遍历性) �令 ( w , p ) 是个无穷概率迭代函数系统, w 是均匀压

缩的, �是( w , p ) 的不变测度�� 设 f 是X 上的任意连续函数, � x � X ,则对于 P几乎所有的

地址 � � �, 有

� � l im
n� �

1
n �1� m � nf ( w�m �w�m- 1

� � � w�
1
( x ) ) = �X f ( y )d�( y )�� ( 2)

证明 �为了简单,记为 w�
n
� � �w�

1
( x ) = w�n ( x )��

令 �f � C (X ) 和 � x � X�� 对于给定的地址 � � �, 考察下面实数列的收敛性:

� � an =
1
n �1� m� n

f ( w�m ( x ) ) ,

an 是个有界实数列��

在实数的所有有界序列的 Banach空间 ( l
�
) 内, 存在一个连续线性泛函 L , 被称为Banach

极限�� L 满足下列性质:

( � ) L ( a1, a2, � ) = L ( a2, a3, � ) , 即 Banach极限与前有限个项无关��

( � ) lim infan � ( L an ) � lim supan, 因此如果 an 收敛, 则 liman = L( an )��

l
� 上有许多 Banach极限泛函��对于一个有界实数列 an ,如果所有的 Banach极限泛函

的值相同(等于 a) ,则 an 收敛且 liman = a��

我们会证明,数列 an 的两个 Banach极限关于 P 几乎所有的地址� � �一致,于是极限

几乎处处存在��

令 L 是 l
� 上任何一个 Banach极限泛函��

函数

� � f | � L
1
n �1� m � nf ( w�

m ( x ) )

是 C (X ) 上的连续线性泛函��于是由 Riesz表现定理,存在 X 上的 Borel概率测度 �L , 使得

� � L
1
n �1� m � nf ( w�

m ( x ) ) = �X f ( y ) d�L ( y ) , � � � f � C(X )�� ( 3)

如果我们证明 �L = �, 则从式( 3)和上述的 Banach极限的性质我们可以说极限等式( 2)

满足��

以下我们的目标是证明对于 P 几乎所有的� � �满足 �L = ���

首先我们证明, 对于 P 几乎所有的� � �, Banach极限

� � L
1
n �1� m � nf ( w�

m ( x ) )

是常数��

令 S : � � �是 �的推移变换�� 由于 w�, � � �p 均匀压缩且X 是紧度量空间,则

� � 1
n �1� m� n

f ( w�m( x ) ) -
1
n �1� m � nf ( wS( �)

m ( x ) ) � 0, � � n � �� 

由 Banach极限的性质( � ) , 有

� � L
1
n �1� m � nf ( w�

m ( x ) ) = L
1
n �1� m � nf ( wS( �)

m ( x ) ) ,

所以我们定义函数 g: � � R如下
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� � g( �) = L
1
n �1� m � n

f ( w�m ( x ) ) , � � � � �,

g 是S_不变函数�� �的推移变换拥有遍历性, S_不变函数几乎处处是常数,于是对于 P 几乎

所有的 � � �,

� � L
1
n �1� m � nf ( w�

m ( x ) ) = 常数�� ( 4)

为了证明 �= �L, 我们只要证明 �L 是T 的不变测度,即

� ��X f ( y )d�L ( y ) = ���X f ( w �( y ) )d�L ( y )dp ( �) , � � � f � C(X )�� ( 5)

由式( 3) ,对于 � � �,

� ��X f ( w�( y ) )d�L ( y ) = L
1
n �1� m � nf ( w�� w�

m ( x ) ) ,

于是用式( 4) ,对于 P 几乎所有的 � � �, 适合下列式

( 5)的右边=��L 1
n �1� m � nf ( w�� w�

m ( x ) ) dp ( �) =

����L 1
n �1� m � nf ( w�� w�

m ( x ) ) dP ( �)dp ( �) =

��L 1
n �2� m� n+ 1

f ( w �m( x ) ) dP ( �) =

��L 1
n �1� m� n

f ( w�m( x ) ) dP( �) =

L
1
n �1� m� n

f ( w �m( x ) ) = �X f ( y )d�L ( y ) ,
于是,对于 P 几乎所有的� � �, �L = ���
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Abst ra ct : A set of contraction maps of a metric space is called an iterated function systems. Iterated

function systems with condensation can be considered infinite iterated function systems. Infinite iterat-

ed function systems on compact metric spaces were studied. Using the properties of Banach limit and

uniform contractiveness it was proved that the random iterating algorithms for infinite iterated function

systems on compact metric spaces satisfy ergodicity. So the random iterating algorithms for iterated

function systems with condensation satisfy ergodicity, too.

Key words: iterated function system; invariant measure; ergodic theorem; random iterating algorithm
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