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摘要 :  利用具某一松弛时间的广义热弹性方程求解了带球形空腔的无限大材料问题# 该材料的

弹性模量和传热系数是可变的# 空腔的内表面没有力作用, 但有热冲击作用# 利用 Laplace变换求

得直接逼近解# 数值求解了 Laplace逆变换# 给出了温度、位移和应力的分布图# 

关  键  词:  热弹性材料;  广义热弹性材料;  弹性模量;  传热系数

中图分类号:  O343. 6    文献标识码:  A

引   言

基于修正的 Fourier热传导定律, 具有某一松弛时间的广义热弹性理论,是由 Lord和 Shu-l

man[ 1]于 1967年提出的# 这一理论可以方便地处理固体中所谓的次声效应, 从而可以处理有

限波速下热扰动传播问题# 

广义热弹性理论的数学模型十分复杂,难于导出其解析解# 许多处理该方程组的尝试都

是基于某个短期解[ 2~ 4]# 

现代结构物常常受到温度变化的作用,以至其材料性质不能在较长期间认为是常值,甚至

在近似意义上也不行# 材料的热性能和力学性质随温度改变而变化,因此,在这些结构物的热

应力分析中,必须考虑材料性质与温度的相关性[ 5]# 1918年 Suhara求解了一个仅考虑其剪切

模量与温度相关性的空心圆柱的热弹性问题# 从此以后, 许多研究者处理了具有温度相关性

的弹性和无弹性材料的热应力问题
[ 6]# 

在本文中, 利用带某一松弛时间的广义热弹性方程,求解了带有球形空腔的无限大材料问

题,该材料的弹性模量和传热系数与材料的参考温度相关# 
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1  问题的基本方程

用 ( r , W, <) 分别表示球坐标系的径向坐标,余纬度和经度# 我们考虑在域 R [ r < ]

中,满足方程(3)、(5)、(6) 的均匀、各向同性、热弹性介质,其中 r 为壳的半径# 

由于球对称性, 位移分量可记为

  ur = u( r , t ) , uW= u< = 0# 

应变张量分量也可表示为

  err =
5 u
5r , e<< = eWW=

u
r
, er< = erW = e<W= 0# ( 1)

三次膨胀系数为

  e =
5 u
5 r +

2u
r

=
1

r
2
5( r2u)
5 r # ( 2)

热方程为

  K ¨2H=
5
5S+ S0

52

5S2 [ QC EH+ CT 0 e] ,

其中   ¨2
=

1

r
2
5
5r r

2 5
5r # 

我们可以将热方程写为如下形式

  K ¨2H=
5
5S+ S0

52

5S2
KH
J

+ CT 0 e , ( 3)

其中   T - T 0 = H, QCE =
K
J

[ 4]

,

参数 K 称为传热系数, J称为扩散系数(设为常数) [ 7]# 

运动方程为

  Q&u = ( K+ 2L) 5 e5 r - C5H5 r# ( 4)

本构方程为

  Rrr = Ke + 2L5 u5 r - CH, ( 5)

  RWW = R<< = Ke + 2L
u
r

- CH, ( 6)

  Rr< = RrW= RW< = 0, ( 7)

其中 Q为密度, t为时间, T 为绝对温度, K、L为Lam�常数, S0为松弛时间, CE为常变形时的比

热容,且 C= (3K+ 2L) At , At 为线热膨胀系数# 
假定

  K= K0(1- A* T 0) , L = L0(1- A* T 0) ,

  K = K 0(1- A* T 0) , C= C0(1- A* T 0) ,

其中 K0、L0、K 0和 C0为常数, A
*
为经验材料常数,当参考温度与弹性模量和传热系数无关时,

取 A* = 0[ 8]# 

方程( 3) ~ ( 6)取如下形式:

  K 0¨2
H=

5
5S+ S0

52

5S2
K 0H
J

+ C0T 0 e , ( 8)

  Q&u = (1 - A
*
T 0) ( K0 + 2L0)

5e
5r - C0

5H
5 r , ( 9)
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  Rrr = (1- A* T 0) K0 e + 2L0
5u
5r - C0H , ( 10)

  RWW = R<< = (1 - A
*
T 0) K0 e + 2L0

u
r
- C0H # ( 11)

为简便计,取如下无量纲变量
[ 9]

:

  C=
K0+ 2L0

Q

1/ 2
rc
J , u =

K0+ 2L0
Q

1/ 2
uc
J , t =

K0+ 2L0
Q

tc
J ,

  R =
Rc
L0

, H=
Hc
T 0

, S0 =
K0+ 2L0

Q
Sc
0

J
# 

为方便,将上述方程组简化为

  ¨2H=
5
5 t + S0

52

5 t 2
[ H+ ge] , ( 12)

  ¨2
e - a¨2H= A&e, ( 13)

  ARrr = B2e - 4
u
r

- bH, ( 14)

  ARWW= AR<< = ( B
2
- 2) e + 2

u
r
- bH, ( 15)

其中

  b =
C0T 0

L0
, g =

C0J
K 0

, B=
K0+ 2L0
L0

1/ 2

, a =
b

B2
, A=

1

1 - A* T 0
# 

2  Laplace变换域中的公式

取如下Laplace 变换

  �f ( s ) = Q
]

0
f ( t ) e- stdt ,

得

  ¨2
�e - a¨2

�H= As
2
�e, ( 16)

  ¨2�H= [ s + S0s
2
] [�H+ g�e] , ( 17)

  A�Rrr = B2�e - 4
�u
r

- b�H, ( 18)

  A�RWW= A�R<< = ( B
2
- 2)�e + 2

�u
r
b�H# ( 19)

方程( 16)和( 17)取如下形式

  ( ¨2
- As2)�e = A¨2�H, ( 20)

  [ ¨2
- ( s + S0 s

2
) ]�H= g( s + S0s

2
)�e# ( 21)

在上述方程中消去�e, 得到

  [ ¨4
- [ As2 + ( s + S0 s

2
) + ag( s + S0s

2
) ] ¨2

+ As2( s + S0 s
2
) ]�H= 0, ( 22)

或有

  ( ¨2
- k

2
1) ( ¨2

- k
2
2)�H= 0,

其中 k
2
1 和 k

2
2为如下方程的根,

  ¨4
- [ As2+ ( s + S0s

2
) + ag ( s + S0s

2
) ] ¨2

+ As 2( s + S0 s
2
) = 0# ( 23)

满足方程( 22)的解,为

  �H= A 1( k
2
1- As

2
)
e- k

1
r

r
+ A 2( k

2
1- As

2
)
e- k

2
r

r
, ( 24)
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利用方程( 20) ,有

  �e = a A 1 k
2
1
e- k

1
r

r
+ A 2k

2
2
e- k

2
r

r
, ( 25)

因此

  �u = - a A 1 k1+
1
r

e- k
1
r

r
+ A 2 k2+

1
r

e- k
2
r

r
# ( 26)

3  边 界条 件

为了求得未知参数, 我们将用到空腔内表面的边界条件, r = R 由以下条件给出:

1) 热边界条件

内表面 r = R 上作用一热冲击

  H( R , t ) = H0H ( t) , ( 27a)

或

  �H( R , s) =
H0
s

# ( 27b)

2) 力学边界条件

内表面 r = R 上没有力作用,即

  Rrr( R , t ) = 0, ( 28a)

或

  �Rrr( R , s) = 0# ( 28b)

利用方程( 24) ~ ( 28) , 可得如下线性方程组:

  A 1( k
2
1 - As2) e

- k
1
R

R
+ A 2( k

2
1- As2) e

- k
2
R

R
=
H0
s
, ( 29)

  A 1 k
2
1 +

4
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1
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e
- k

1
R

R
+ A 2 k

2
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4

RB2
k2 +

1
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e
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2
R

R
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s

# ( 30)

则有

  A 1 =
H0R ( AB2R2

s
2
+ 4k2R + 4) ek 1R

s ( k1- k2) [ AB
2
R

2
s
2
( k 1+ k 2) + 4k 1k 2R + 4( k 1+ k 2+ ARs 2) ]

, ( 31)

  A 2 =
H0R ( AB2R2

s
2
+ 4k1R + 4) ek 2R

s ( k2- k1) [ AB
2
R

2
s
2
( k 1+ k 2) + 4k 1k 2R + 4( k 1+ k 2+ ARs 2) ]

, ( 32)

这就是Lapace变换域中的完全解# 

4  Laplace变换的数值反演

为了反演 Laplace变换,我们采用基于Fourier级数展开式的数值反演方法[ 10, 11]# 

应用此方法, Laplace变换�f ( s) 的逆 f ( t ) 可近似表示为

  f ( t ) U ect

t 1

1
2
�f ( c) + Rl 6

N

k= 1
�f c +

ikP
t 1

exp
ikPt
t 1

,   0 < t1 < 2t ,

这里 N 为足够大的整数,表示 Fourier级数中截断的项数,可通过下式选取:

  exp( ct ) Rl �f c +
iNP
t 1

exp
iNPt
t1

[ E1,

其中 E1为按要求精度确定的小正数# c必须是大于�f ( s )的所有奇点实部的自由正参数# c的

优化选取可按照文献[ 10]提供的判据得到# 
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5  数 值结 果

我们选择铜材进行数值计算# 有关常数取为

k 0 = 386, AT = 1. 78 @ 10- 5
, CE = 3. 831, L= 3.86 @ 1010, K= 7.76 @ 1010,

Q= 8 954, B2 = 4, T 0 = 273, b = 0. 042, g = 1. 61, S0 = 0. 02# 

对 t = 0. 2 s , H0 = 1, R = 1和 A* = 0. 000 5K- 1[ 12] 进行了计算# 温度、位移和应力的分布示

于图 1~ 4# 

 图 1 温度分布                图 2  位移分布  

 图 3 径向应力分布             图 4  横向应力分布
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Dependence of the Modulus of Elasticity and the Thermal

Conductivity on the Reference Temperature in

Generalized Thermoelasticity for an Infinite

Material With a Spherical Cavity

Hamdy M. Youssef

( Mathema tica l Depa rtm ent , Faculty of En gineer ing , Umm Al_Qura Univer sity ,

Makkah Al_Mokaram ah P . 5555, Saudi Arabia )

Abstract: The equations of generalized thermoelasticity with one relaxation time with variable modu-

lus of elasticity and the thermal conductivity were used to solve a problem of an infinite material with

a spherical cavity. The inner surface of the cavity was taken to be traction free and acted upon by a

thermal shock to the surface. Laplace transforms techniques were used to obtain the solution by a d-i

rect approach. The inverse Laplace tranforms was obtained numerically. The temperature, displacement

and stress distributions are represented graphically.

Key words: thermoelasticity; generalized thermoelasticity; modulus of elasticity; thermal conductivi-

ty
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