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摘要 :  将 Cheng氏精化理论和 Gregory 分解定理联系起来, 获得了两者的等价性( Cheng 利用算子

矩阵行列式求解多元偏微方程组的方法, 得到了一个方程 ,他认为这个方程的解是 3 个微分方程

的解的和,没有证明这种分解的合理性) # 从 Papkovich_Neuber通解出发给出一个完整的精化理论

的证明# 首先将板内的位移利用中面上位移及其沿板厚方向的梯度表示出来,并获得板内应力张

量# 再利用附录中给出的定理,由边界条件和 Lur. e算子方法获得精化理论# 最后利用基本的数

学工具分别证明了, Cheng氏精化理论中的 3 个方程分别与 Gregory 分解定理的三个应力状态的等

价性# 即: Cheng氏精化理论的双调和方程、剪切方程、超越方程与 Gregory 分解定理的内应力状

态、剪切应力状态、Papkovich_Fadle应力状态一一等价# 

关  键  词:  弹性板;  各向同性;  精化理论;  分解定理;  Papkovich_Neuber通解
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引   言

当研究对象是一个表面无外力,厚度为 h 的各向同性板时,其研究区域为

  8 = ( x 1, x2, x 3) | ( x1, x 2) I D, | x 3 | [ h/ 2 , ( 1)

这里的 D 是板的中面,假定 x 3 = ? h/ 2, ( x 1, x 2) I D 为自由表面# 

若作用在板的边界上的力关于 x 3 = 0反对称,我们称之为/弯曲0# 此时, R11、R22、R33和

R12是关于 x 3 的奇函数,而 R31和 R23是关于 x 3 的偶函数# 

很多学者给出了各种板的理论,其中最著名的是经典板理论和 Reissner板理论,本文所讨

论的则是 Cheng氏精化理论和Gregory 分解定理# 

Cheng[ 1]利用 Boussinesq_Galerkin通解和 Lur. e方法[ 2] , 在没有任何预先假定的情况下, 推

导出三维板的精化理论,该精化理论包括 3部分: 双调和方程、剪切方程和超越方程# 王飞

跃[ 3]将 Cheng 氏精化理论推广到了横观各向同性板中, 得到了横观各向同性板的精化理论# 

1992年, Gregory
[ 4]
给出了板的分解定理,并给出严格证明, Gregory 分解定理认为板内应力可以
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分解成 3部分:内应力状态、剪切应力状态和 Papkovich_Fadle应力状态# 该证明利用了双解析

函数的Papkovich_Fadle本征函数展开[ 5, 6]# 2003年Wang 和Zhao[ 7]给出分解定理的一个不依赖

于Papkovich_Fadle 本征函数展开的简洁证明# 2004年, 赵宝生和王敏中[ 8]给出了横观各向同

性板的分解定理# 

本文将证明 Cheng氏精化理论和 Gregory 分解定理具有等价性# 在下一节中首先介绍板

弯曲状态的 Gregory分解定理# 第 2节中利用 Papkovich_Neuber 通解得到 Cheng 氏精化理论# 
在最后 3节中,分别证明双调和方程、剪切方程、超越方程与内应力状态、剪切应力状态、Pap-

kovich_Fadle 应力状态的等价性# 
本文还参考了文献[ 9, 10]的工作,在这些工作中,仅仅利用了一些基本的数学工具# 

1  Gregory分解定理

在给出分解定理之前,先介绍几个关于应力状态的定义# 

定义 1  内应力状态 RIij 的分量为,
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其中, M是 Poisson比, L为弹性剪切模量,

  ¨
~ 2¨
~ 2
w ( x1, x 2) = 0, ¨

~ 2
=

52

5x 21
+

52

5x 22
# ( 3)

定义 2  剪切应力状态 RSij 的分量为,

  
RS11 = 2S , 12, R

S
22 = - 2S , 12, R

S
12 = S , 22- S , 11,

R
S
31 = S , 23, R

S
23 = - S , 13, R

S
33 = 0,

( 4)

其中, S( x 1, x 2, x 3) 是关于 x 3的奇函数,且满足

  ¨2S = 0   (在 8 内) , S , 3 = 0   ( x 3 = ? h/ 2) , ( 5)

  ¨2 = ¨
~ 2
+

52

5x 23
# ( 6)

定义 3  Papkovich_Fadle应力状态(以下简称 P_F 应力状态) R
PF
ij 的分量为,

  

RPF11 = 5 , 1133+ M̈
2 5 , 22, R

PF
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PF
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2 5,

( 7)

其中, 5( x 1, x 2, x 3) 是关于 x 3的奇函数,且满足

  ¨2¨2 5 = 0   (在 8 内) , 5 = 5 , 3 = 0   ( x 3 = ? h/ 2)# ( 8)

448 赵   宝   生    王   敏   中



不难验证 RIij , R
S
ij 和RPFij 满足平衡方程和 Beltrami应力协调方程# 

Gregory分解定理  一个均匀的各向同性板

  8 = ( x 1, x2, x 3) | ( x1, x 2) I D, | x 3 | [ h/ 2 ,

其中, D 是厚度为h 的板的中面, 假设应力 Rij 满足下列条件:

1. Rij 满足无体力的平衡方程和 Beltrami应力协调方程# 

2. Rij 关于中面x 3 = 0反对称# 

3. 在板面 x 3 = ? h / 2, ( x 1, x2) I D,满足 R13 = R23 = R33 = 0# 

那么存在内应力状态 RIij、剪切应力状态 RSij 和Papkovich_Fadle应力状态 RPFij , 使应力可以分解

为

  Rij = R
I
ij + R

S
ij + R

PF
ij # ( 9)

2  Cheng 氏精化理论

Cheng 在文献[ 1]中,将 Boussinesq_Galerkin 通解中的双调和函数利用算子函数表出,由于

一个双调和函数需要由 2个二变量函数表示, 而位移只有 3个分量, Cheng 直接定义了其中部

分函数,但没有说明这种表示的合理性# 另外, Cheng 利用算子矩阵行列式求解多元偏微方程

组的方法, 得到了一个方程,他认为这个方程的解是 3个微分方程的解的和, 没有证明这种分

解的合理性# 在本节中将弥补这些内容,利用 P_N通解给出一个完整的证明# 

直角坐标系下的三维弹性力学 Papkovich_Neuber 通解为

u = P-
1

4(1 - M)
(̈ P0+ r#P) , ¨2P0 = 0, ¨2P = 0, r = ( x 1, x2, x 3)# ( 10)

由于板弯曲时, 应力关于 x 3 反对称,利用 Lur. e[ 2]方法, 可以知道( 10)式的解可以写成下

列形式,

P 0( x 1, x 2, x 3) =
sin( x 3¨

~

)

¨
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~
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~
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( 11)

其中

  ( P1, P2, P 3) = P ,
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根据文献[ 11]中的附录 A,可以令

  P0+ r#P = -
x 3cos( x 3¨

~

)

¨
~ 2
e, e = g1, 1 + g2, 2- ¨

~ 2
g3, ( 13)

通解( 10)不失一般性,其中 1/ ¨
~ 2 表示对数位势# 并令

  W1 = -
5 u1
5x 3 x

3
= 0
, W2 = -

5u2
5x 3 x

3
= 0
, W = u3 | x

3
= 0# ( 14)

可以得到利用( 14)中的记号表示的位移场
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  e = - W1, 1- W2, 2- ¨2W# ( 16)

将位移场( 15)代入各向同性本构方程

  

R11 =
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( 17)

  R12 = L( u1, 2+ u2, 1) , R23 = L( u2, 3+ u3, 2) , R31 = L( u3, 1+ u1, 3) , ( 18)

得到应力场

  
R33
L
=

1
2(1- M)
x 3cos( x 3¨

~

) + (1- 2M)
sin( x 3¨

~

)

¨
~ ( W1, 1+ W2, 2) +

    1
2(1 - M)
x 3cos( x 3¨

~

) - (3 - 2M)
sin( x 3¨

~

)

¨
~ ¨

~
2
w , ( 19)

  
R31
L
= - cos( x 3¨

~

) -
x 3sin( x3¨

~

)

2(1- M) ¨
~

52

5x 21 W1+
x 3sin( x 3¨

~

)

2(1- M) ¨
~ W2, 12 +

    
x 3sin( x3¨

~

)

2(1- M) ¨
~ ¨
~ 2
+ cos( x 3¨

~

) W , 1, ( 20)

  
R23
L
=
x 3sin( x 3¨

~

)

2(1 - M) ¨
~ W1, 12- cos( x 3¨

~

) -
x 3sin( x 3¨

~

)

2(1- M) ¨
~

52

5x 22
W2+

    
x 3sin( x3¨

~

)

2(1- M) ¨
~ ¨
~ 2
+ cos( x 3¨

~

) W , 2# ( 21)

自由表面板的边界条件为

  R13 = R23 = R33 = 0,   当( x 1, x 2) I D, x 3 = ? h/ 2时# ( 22)

根据Wang 和 Shi
[ 11]
的文章中附录 B中的第一个引理,我们可以设

  W1 = F , 1+ f , 2, W2 = F , 2- f , 1# ( 23)

把( 23)式代入应力场( 20)、( 21) 中, 并利用板的上下表面的边界条件 ( 22) , 可以得到一对

Cauchy_Riemann方程,其特解对 W、W1和 W2 没有影响,可以忽略# 所以有

  - cos h ¨
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  cos
h¨
~

2 f = 0# ( 25)

把( 23)式代入应力场( 19)中,并利用板的上下表面的边界条件( 22) ,可以得到:

  
h
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可以将( 24)式和( 26)式改写成算子矩阵的形式:

  
L 11 L12
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F
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0
, ( 27)

其中,
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算子矩阵 [ L ij ] 的/行列式0为

  T = h 1 -
sin( h¨
~

)

h¨
~ ¨

~ 2# 

按Lur. e算子方法,设( 27)式的解为

  
F

W
=
L 22 - L 12

- L 21 L11

N1

N1
, ( 29)

其中   T Ni = 0   ( i = 1, 2)# ( 30)

根据附录中的定理, 可以知道满足下列方程的两个函数 N( 1)i 和N(2)i 存在,

  Ni = N
(1)
i + N
(2)
i   ( i = 1, 2) ( 31)

及

  ¨
~
2¨
~
2N(1)i = 0, ( 32)

  1

¨
~ 2

1-
sin( h¨
~

)

h ¨
~ N(2)i = 0# ( 33)

从而得到 Cheng 氏精化理论的 3个方程:双调和方程( 32) ,剪切方程(25)和超越方程(33)# 

3  双调和方程与内应力状态的等价性

由( 29)可以知道 W和F 由两部分构成,即

  W = W1+ W2, F = F1+ F2, ( 34)

其中

  W1 = - L 21N( 1)1 , W2 = L11N(1)2 , F1 = L22N( 1)1 , F2 = - L12N(1)2 # ( 35)

451弹性板中精化理论与分解定理的等价性



利用条件( 32)以及定义( 28) ,得

  ¨
~
2N(1)1 = -

1
(1- M) h
W1, N
( 1)
2 = 1+

2- M
8(1- M)
h
2¨
~
2
W2, ( 36)

  F1 = W1, F2 = 1+
h
2

4(1- M)
¨
~
2
W2, ( 37)

其中

  ¨
~ 2
W1 = 0, ¨

~ 2¨
~ 2
W2 = 0# ( 38)

由于有条件( 38)所以 F1 可以化成与 F 2类似的形式, 最后得

  F = 1+ h
2

4(1 - M)
¨2 W# ( 39)

利用前面的公式( 15)、( 16)、( 23)以及本构关系( 17)、( 18)可以得到满足双调和方程对应

的内应力状态的应力场( 2)且满足条件( 3)# 

而根据( 36)的第 2个式子,当内应力状态存在时,总可以找到双调和函数 N, 即: Cheng 氏

精化理论的双调和方程部分与 Gregory分解定理的内应力状态等价# 

4  剪切方程与剪切应力状态的等价性

根据 F = W = 0可以得到位移场为

  u1 =
1
L
S , 2, u2 = -

1
L
S , 1, u3 = 0, ( 40)

其中

  S = - L
sin( x 3¨

~

)

¨
~ f# ( 41)

根据方程( 25) , S 满足条件( 5)# 

将位移场( 40)代入本构方程( 17)和( 18) , 得到 Gregory 分解定理剪切应力状态的应力场

( 4)# 同时根据Lur. e方法,式( 5)的第1个方程的解可以设为( 41)的形式,再由( 5)的第 2个方

程,可以知道 f 满足 Cheng 氏精化理论的剪切方程( 25) ,所以 Cheng 氏精化理论的剪切方程部

分与 Gregory 分解定理的剪切应力状态等价# 

5  超越方程与 P_F 应力状态的等价性

根据附录中的引理, 总可以找到满足下面方程的 G2, 使得

  1

¨
~
2
1-

sin( h¨
~

)

h ¨
~ G2 = 0, ( 42)

  ¨
~
2G2 =

1
2(1 - M)

N(2)2 # ( 43)

将超越方程的解代回到( 29)得

  F =
h
2
cos
h¨
~

2
-
(3 - 2M)

¨
~ sin
h¨
~

2 ¨
~
2N(2)1 -

    h
2
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h¨
~

2
¨
~

+ 2(1- M) cos
h ¨
~

2
¨
~
2G2, ( 44)

  W = -
h
2
cos
h¨
~

2
+
(1- 2M)

¨
~ sin
h¨
~

2 ¨
~
2N(2)1 -
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    2(1- M) cos
h¨
~

2 -
h
2 sin
h¨
~

2 ¨
~

¨
~ 2
G2# ( 45)

令

  L5
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x3cos( x 3¨
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)

¨
~ sin

h¨
~

2
N( 2)1 +
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2

sin( x 3¨
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)
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2
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G2# ( 46)

将( 44)、( 45)式和关系式( 23)代入本构方程( 17)和( 18) ,可以得到 Gregory 分解定理的 P_F

应力状态( 7)# 根据式( 46)和式( 33)可以知道 5 满足方程( 8)# 

同时,根据 Lur. e方法, ( 8)式的第一个方程的解为

  L5
2
=
sin( x 3¨

~

)

¨
~ F1( x 1, x2) + x 3cos( x 3¨

~

) F2( x 1, x 2) , ( 47)

这里 F1 和 F2 待定# 

将( 47)式代入( 8)式的第 2个方程中, 得到

  
cos
h¨
~

2
cos
h ¨
~

2
-
h
2
sin
h¨
~

2
¨
~

1

¨
~ sin
h¨
~

2
h
2
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~

2

F1

F2
=

0

0
, ( 48)

利用 Lur. e算子方法,可知方程组( 48)的解为:

  F1 =
h
2
cos
h¨
~

2
N
~

1- cos
h ¨
~

2
-
h
2
sin
h¨
~

2
¨
~

N
~

2, ( 49)

  F2 = -
1

¨
~ sin
h¨
~

2
N
~

1+ cos
h¨
~

2
N
~

2, ( 50)

其中   1

¨
~ 2

1- sin( h¨
~

)

h ¨
~ N
~

i = 0   ( i = 1, 2)# 

将( 49)式和( 50)式带回( 47)式可以得到 ( 46)式,所以只要满足式( 8)的 5( x 1, x 2, x 3) 存

在,都可以找到满足(33) 式的 N(2)1 和 N(2)2 , 使得它可以写成 ( 46)式的形式# 

所以: Cheng 氏精化理论的超越方程部分与Gregory分解定理的 P_F 应力状态等价# 

6  结   论

本文首先完善了 Cheng 氏精化理论的证明, 严格证明了 3个方程的产生,随后分别证明了

Cheng 氏精化理论中的3个方程分别与Gregory分解定理的 3个应力状态等价, 从而证明了,精

化理论和分解定理的等价性# 

附   录
引理  假设 f 满足下面的方程

  1

¨
~ 2

1-
sin( h¨
~
)

h¨
~ f = 0, ( A1)

那么一定存在一个函数 A 满足下面两个方程,

  ¨
~ 2¨
~ 2A = f ,

1

¨
~ 2

1-
sin( h¨
~

)

h¨
~ A = 0# ( A2)
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证明  在板内可以找到一个满足下面方程的函数 B

  ¨
~ 2B = f , ( A3)

令

  A 1 = B -
6

h2
1

¨
~ 2

1-
sin( h¨
~
)

h¨
~ B# ( A4)

根据( A1)和( A3)两式,可知

  ¨
~ 2A 1 = ¨

~ 2B = f ,
1

¨
~ 2

1 -
sin( h¨
~
)

h¨
~ A 1 = 0# ( A5)

由于 A 1与 f 满足相同的条件,用 A 1代替 f , 重复( A3)到( A5) , 可以找到满足( A2)的 A# 证毕# 

定理  如果 F是下面方程的解

  1

¨
~
2
1-

sin( h¨
~
)

h¨
~ ¨

~ 2¨
~ 2F= 0, ( A6)

一定存在 F( 1) 和 F( 2) 可以将 F分解为

  F= F( 1) + F( 2) , ( A7)

并满足条件

  ¨
~ 2¨
~ 2F( 1) = 0,

1

¨
~ 2

1 -
sin( h¨
~
)

h¨
~ F( 2) = 0# ( A8)

证明  令

  B = ¨
~ 2¨
~ 2F, ( A9)

有

  1

¨
~ 2

1-
sin( h¨
~
)

h¨
~ B = 0# ( A10)

根据引理,存在函数 F( 2) , 满足

  ¨
~ 2¨
~ 2F( 2) = B ,

1

¨
~ 2

1-
sin( h¨
~

)

h¨
~ F( 2) = 0# ( A11)

由( A9)式和( A11)的第 1 个方程,得到

  ¨
~ 2¨
~ 2F( 2) = B = ¨

~ 2¨
~ 2F, ( A12)

令

  F
( 1)
= F- F

( 2)
, ( A13)

( A12)式变为( A9)的第 1 个方程,证毕# 
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Decomposed Theorem of an Elastic Plate
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Abstract: A connection between Cheng. s refined theory and Gregory. s decomposed theorem is ana-

lyzed. The equivalence of the refined theory and the decomposed theorem is given. Using operator

matrix determinant of partial differential equation, Cheng gained one equation, and he substituted the

sum of the general integrals of three differential equations for the equation. s solution. But he didn. t

prove the rationality of substitute. There, a whole proof for the refined theory from Papkovich _Neu-

ber solution was given. At first expressions were obtained for all the displacements and stress compo-

nents in term of the mid_plane displacement and its derivatives. Using Lur. e method and the theorem

of appendix, the refined theory was given. At last, using basic mathematic method, the equivalence

between Cheng. s refined theory and Gregory. s decomposed theorem was proved, i. e. , Cheng. s bi_

harmonic equation, shear equation and transcendental equation are equivalent to Gregory. s interior

state, shear state and Papkovich_Fadle state, respectively.

Key words: elastic plate; isotropic plate; refined theory; decomposed theorem; Papkovich_Neuber

general solution
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