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摘要:  研究了大型汽轮发电机定子端部固定绕组的压板松动时, 位于两侧压板间某段绕组的振

动问题# 首先,采用分离变量法, 给出了发电机运行时定子端部绕组区域的磁感应强度表达式, 并

给出了绕组所受电磁力及与松动压板间摩擦力的计算式# 其次, 建立了研究绕组非线性振动问题

的力学分析模型,采用多尺度法对主共振情形进行了解析求解, 推得了稳态运动下的幅频响应方

程,并对定常解的稳定性及分岔奇异性进行了研究, 得到了稳定性的判定条件及分岔方程的转迁

集# 最后,针对工程实际问题进行了计算, 给出了相应的幅频响应曲线图, 并进行了分析讨论# 
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引   言

大型汽轮发电机运行时, 端部绕组在所受电磁力的作用下将产生相应的振动# 由于制造

工艺及实际运行等多种因素的影响,这种电磁振动有时会引起端部绕组绝缘磨损和疲劳断裂

破坏,严重时会使线圈短路,导致事故, 带来巨大的经济损失,这也是困扰工程界的一大难题# 

例如:某些电厂曾发生过因压板松动而使端区绕组绝缘磨损,发生短路;引线夹件处磨损破坏;

鼻端因长期振动而使绝缘盒、水电接头松动, 导致短路事故等现象# 因此, 在理论上对端部绕

组及相应构件的振动问题进行分析计算,以便为工程实际提供更加合理的设计方案,减少事故

的发生,具有非常重要的意义[ 1~ 3]# 由于端部绕组结构复杂及影响振动的因素很多,对这方面

问题的理论研究工作不是很多,尤其运行中多种因素作用下绕组的非线性振动问题研究,尚未

见到有关资料# 

针对某型汽轮发电机的结构特点, 本文研究了定子端部固定绕组的压板松动时,位于两侧

压板间某段绕组的振动问题# 此时,端部绕组将在电磁力与摩擦力共同作用下,组成带自持振

动的非线性系统,而当导致共振时, 是很危险的# 本文在建立了绕组非线性振动的力学模型
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后,对主共振及分岔情况进行了研究# 并针对工程实际问题,进行了数值计算分析# 

1  端区磁感应强度的确定

研究端部绕组为篮式双层压板结构的两极大型汽轮发电机, 当稳态运行时, 在文[ 4]、[ 5]

的基础上,将端部上下层绕组的电流密度进行基波富氏展开# 为导出端区磁场的计算式,采用

基本假设: 1) 考虑定子铁心压板、机座壁、转轴、端盖等结构件对磁场的影响,并认为其形状是

规则的平面; 2) 忽略这些结构件中的涡流; 3) 铁磁介质中的磁导率 Le = ] ,电导率 Re = 0;

4) 以气隙回转电流代替气隙的影响, 使气隙和定转子端面构成一个理想磁镜面# 这样, 在直

角坐标系下(图 1)可给出如下求解端区磁场的电磁场基本方程:

  ¨2
A = - L0J, B = ¨@ A ( 1)

及磁位满足的边界条件:

  
z = 0, T 时,   5Ax / 5z = 0, 5Ay /5z = 0, Az = 0,

y = 0, H 时,   5Ax /5y = 0, Ay = 0, 5Az / 5y = 0,
( 2)

式中: A( Ax , A y , A z) 为向量磁位, J( Jx , J y , J z) 为电流密度矢量, B( Bx , By , Bz) 为磁感应强度

矢量, L0为真空磁导率, ¨2为拉普拉斯微分算子, ¨为哈密顿算子# 

( a)                ( b)

图 1  汽轮发电机端部绕组坐标系的建立

采用分离变量法对式( 1)、( 2)进行求解,并将端部各层电流在相应位置产生的磁场进行叠

加,推得发电机端区各段绕组磁感应强度的表达式为

  B
k
x = Uk1sin Xt - P

S
x + Uk2sin Xt - P

S
x + H0 + Uk3cos Xt - P

S
x , ( 3)

  B
k
y = Uk4cos Xt -

P
S
x + Uk5cos Xt -

P
S
x + H0 , ( 4)

  B
k
z = Uk6cos Xt -

P
S
x + Uk7cos Xt -

P
S
x + H0 + Uk8sin Xt -

P
S
x , ( 5)

式中

  U
k
1 =

4L0
T 6

]

n= 1
( an1k + an2k + an3k ) sin

nPz
T

, U
k
2 =

4L0
T 6

]

n= 1
( an4k + an5k) sin

nPz
T

,

  Uk3 =
4L0
H 6

]

n= 1

an6ksin
nPy
H

, Uk4 =
4L0
T 6

]

n= 1

( bn1k + bn2k + bn3k) sin
nPz
T

,

  Uk5 =
4L0
T 6

]

n= 1

( bn4k + bn5k) sin
nPz
T

, Uk6 =
4L0
T 6

]

n= 1

( cn1k + cn2k + cn3k) cos
nPz
T

,
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  Uk7 =
4L0
T 6

]

n= 1

( cn4k + cn5k + cn6k) cos
nPz
T

, Uk8 =
4L0
H 6

]

n= 1

cn7ksin
nPy
H

,

系数 anmk (m = 1, ,, 6)、bnmk( m = 1, ,, 5)、cnmk( m = 1, ,, 7)分别是坐标 y、z 的函数[ 3]
, k =

1, ,, 5代表图1中的5段绕组(下同) , X为电网频率, t为时间, S为极距, H0为定转子基波磁势

间夹角,尺寸 T、H 如图 1所示# 

为求绕组内的电磁力,将磁感应强度( 3) ~ ( 5)式在相应位置分别向单根绕组线棒的局部

坐标系 ( N, G, C) 投影,整理后得到各段绕组中磁感应强度的统一表达式为

  B
k
N( N, t ) = G 1( N) sinXt + G2( N) cosXt , ( 6)

  B
k
G( N, t ) = G3( N) sinXt + G4( N) cosXt , ( 7)

  B
k
C( N, t ) = G5( N) sinXt + G6( N) cosXt , ( 8)

式中 Gl ( N) ( l = 1, ,, 6) 分别为投影后得到的关于坐标 N的表达式[ 3]# 

2  运动方程的建立

当大型汽轮发电机端部绕组斜线段( 2、3段)受若干压板 C向约束时, 压板的固定程度及

松动情况对绕组的振动有很大影响# 本文研究当端部某一压板松动时,位于其两侧压板间某

段绕组的振动问题,并将其简化成在压板处受干摩擦作用的 G向运动简支梁# 由此,可得电磁

力与摩擦力共同作用下绕组梁的非线性振动方程:

  EI
54

wG

5N4
+ QA 0

52
wG

5t 2
= FG( N, t ) - Fm( ÛwG) D( N- N0) , ( 9)

式中 EI 为抗弯刚度, Q为材料密度, A 0为绕组的横截面积, FG( N, t )、F m( Ûw G) 分别为 G向电磁

力和 N= N0处的摩擦力, D为单位脉冲函数# 

因端部单根绕组由许多匝铜线绝缘后绑扎成矩形截面的良导电体,故在略去磁化因素影

响的情况下,载流绕组所受的洛仑兹体力矢量表达式为
[ 6]

  f = ( J1+ J2) @ B, ( 10)

式中 J1( J
k
N, 0, 0) 为线棒传导的电流密度矢量, J2= R0( e+ 5 u/ 5t @ B) 为感应电流密度矢量,

B( B
k
N, B

k
G , B

k
C) 为磁感应强度矢量, e( eN, eG, eC) 为感应电场强度矢量, u( wN, wG , wC) 为绕组线

棒运动时的位移矢量, R0 为电导率# 

在分析绕组的主共振问题时, 若只求到一次近似解,则可暂略去感应电流引起电磁力分量

的影响# 这样, 由式( 6) ~ ( 8)及式( 10) ,可得方程( 9)中电磁力 FG( N, t ) 的表达式为:

  FG( N, t ) = ? I bsin( Xt + U0) [ G 5( N) sinXt + G6( N) cosXt ] , ( 11)

式中 I b 为线棒电流的幅值, U0 = 0b、120b、240b分别对应于三相电流 A、B、C的相角, ? 号分别
代表 2、3段绕组# 

方程( 9)中的摩擦力 F m( Ûw G) 可近似地表示为如下非线性关系式
[ 7, 8] :

  Fm( Ûw G) = f dN n = N n[ f d 0sgn( ÛwG) - f d 1ÛwG + f d 2Ûw 3
G] , ( 12)

这里, N n为法向正压力, f d 为当量摩擦因数# 

现将方程( 9)的解表示为模态的线性组合:

  wG = 6
n

i= 1
Wi ( N) Ti ( t ) , ( 13)

这里, Wi 为相应于特征值问题的各阶模态# 
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这样,将式( 11) ~ ( 13)代入方程( 9)中, 由伽辽金法沿梁长 l 进行积分, 并利用模态的正交

性,可得到如下绕组振动的非线性运动微分方程:

  
d2T i

dt 2
+ X2iT i = a3i + a4icos2Xt + a5isin2Xt -

    Wi 0 N0sgn 6
n

i= 1

Wi 0ÛT i - N1 6
n

i = 1

Wi0ÛT i + N 2 6
n

i= 1

W i0ÛT i

3
, ( 14)

式中 Wi 0= Wi ( N0) , N0 = N nf d 0/ a1i , N1= N nf d 1/ a1i , N 2= Nnf d 2/ a1i , X
2
i = a2i / a1i ; ami (m =

1, ,, 5) 分别为沿梁长的积分表达式# 

3  主共振问题求解

因汽轮发电机端部绕组是由许多匝铜线绝缘后绑扎成的导电体,由于长期运行及工艺等

方面因素的影响,绕组的固有振动频率会在一定范围内变化# 运用本文给出的模型分析时,会

出现接近激励频率的固有频率范围,此时将激发非常危险的主共振现象,下面采用多尺度法[ 9]

对绕组的这种振动现象进行分析# 

令式( 14)的右端为 E阶小项, 并只考虑最低阶模态情况, 则绕组的非线性振动方程可写

为:

  &T 1+ X
2
1T 1 = E a31+ a41cos 8t + a51sin 8t -

    W10[ N0f ( W10ÛT 1) - N1W10ÛT 1+ N2( W10ÛT )
3
] , ( 15)

这里令  f ( W10ÛT 1) = sgn( W10ÛT 1) , 8 = 2X# 

为求解需要,引进调谐参数 R,使得 8 = X1- ER, 并在方程( 15)中令

  T 1( t , E) = T 10( T 0t , T 1t ) + ET 11( T 0t , T 1t ) + , ( 16)

这里,新的自变量 T 0t = t , T 1t = Et# 

将式( 16)代入( 15)中, 并令 E的同次幂项系数相等,得

E0:  D
2
0T 10+ X21T 10 = 0, ( 17)

E1:  D
2
0T 11+ X21T 11 = - 2D0D1T 10+ a31+ a41cos 8t + a51sin 8t -

    W10N0f ( W10D0T 10) + W
2
10N1D0T 10- N2W

4
10(D0T 10)

3
, ( 18)

这里   D0 = 5/ 5T 0t , D1 = 5/ 5T 1t , D
2
0 = 52/ 52T 0t# 

令式( 17)的解为:

  T 10 = A( T 1t ) exp( i0 X1T 0t ) + c. c. , ( 19)

式中: i0为复常数( i
2
0= - 1) , c. c.代表前面项的共轭复数项# 

将式 ( 19)代入式( 18)中, 并将 f ( ,) 进行傅氏级数展开, 将 A 表示成极式A (T 1t ) =

a ( T 1t ) exp[ i0B( T 1t ) ] / 2的形式# 最终,由消除永年项的条件, 并进行实部和虚部分离后得

  ac= -
3
8
N 2W

4
10 X

2
1a

3
+

1
2
W

2
10N1a -

2W10N 0

PX1
-

a41sinC+ a51cosC
2X1

, ( 20)

  aCc = Ra -
a41cosC- a51sinC

2X1
  ( C= RT 1t + B)# ( 21)

为确定稳态运动情况,在式( 20)、( 21)中令 ac= Cc = 0,消去 C后得到幅频响应方程为:

  b1a
6
+ b2a

4
+ b3a

3
+ b4a

2
+ b5a + b6 = 0, ( 22)

式中

  b1 = 9N 2
2W

8
10 X

6
1P

2
/ 16, b2 = - 3N1N 2W

6
10X

4
1P

2
/ 2,
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  b3 = 6N 0N 2W
5
10 X

3
1P, b 4 = N

2
1W

4
10X

2
1P

2
+ 4X21P

2R2,

  b5 = - 8N 0N 1W
3
10 X1P, b6 = 16N 2

0W
2
10- P2( a2

41+ a
2
51)# 

4  定常解的稳定性与分岔

4. 1  稳定性分析

与式( 20)、( 21)相对应,分别令 ac = Y1、Cc = Z1# 则由雅可比矩阵的特征方程得:

  K
2
+ c1K+ c2 = 0, ( 23)

式中   c1 = -
5 Y1

5 a
+

5Z1

5 C , c2 =
5 Y1

5a
5Z1

5 C-
5 Y1

5C
5Z1

5a # 

通过分析方程( 23)的解可知:

1) 当 c1 > 0,且 c
2
1- 4c2 < 0时,奇点为稳定焦点, 解是稳定的;当 c1 < 0,且 c

2
1- 4c2 < 0

时,奇点为不稳定焦点,解是不稳定的# 

2) 当 c1 > 0,且 c
2
1- 4c2 > 0, c2 > 0时,奇点为稳定结点,解是稳定的; 当 c1 < 0, 且 c

2
1-

4c2 > 0, c2 > 0时,奇点为不稳定结点,解是不稳定的# 

3) 当 c2 < 0时,奇点为鞍点# 

4) 当 c2 = 0时,具有零特征值, 将产生高阶平衡点分岔# 

5) 当 c1 = 0, c2 > 0时, 特征值为一对纯虚根,奇点为中心,有可能产生Hopf分岔# 

4. 2  分岔与奇异性

由于实际运行中,定子及其端部绕组系统参数的可变性,有可能导致系统的动力学特征发

生变化,甚至突变,即产生分岔# 这种突变可能会影响系统的安全稳定性, 导致事故的发生# 

因此,有必要对定常解的奇异性进行分析# 

若在方程( 12)中令系数 f d 0 = 0,则( 14) 中的 N0 = 0, 于是由式( 22)可得分岔方程

  b1a
6
+ b2a

4
+ b4a

2
+ b6 = 0# ( 24)

在上式两端同乘 a , 得静态分岔方程

  G( a, L, B1, B2) = a
7
- La + B1a

3
+ B2a

5
= 0, ( 25)

式中   B1 = b4/ b1, B2 = b2/ b1, L = P2( a2
41+ a

2
51) / b1# 

根据奇异性理论[ 10] , 可以证明分岔方程( 25)是规范形 g ( a, L) = a
7
- La 的具有开折参

数B1、B2的普适开折,且是余维 2的具有 Z2对称性# 并可求出如下普适开折的转迁集:

1) 分岔集: B0( Z2) = B1( Z2) = ª (空集) ;

2) 滞后集: H 0( Z2) = B1 = 0 ; H 1( Z2) = B1 = B22/ 3, B2 [ 0 ;

3) 双极限集: D( Z2) = B1 = B22/ 3, B2 [ 0 ;

则转迁集为:

  2 = B0 G B1 G H 0 G H 1 G D# 

与所研究的系统相对应, 可得物理参数平面上的转迁集:

1) 分岔集: B0( Z2) = B1( Z2) = ª ;

2) 滞后集: H 0( Z2) : b4 = 0; H 1( Z2) : 3b1 b4 = b
2
2, b2 [ 0;

3) 双极限集: D( Z2) : 3b1b 4 = b
2
2, b2 [ 0# 

图2、3分别给出了分岔方程( 25)的转迁集和分岔图以及物理参数平面上的转迁集# 由图

2可见,转迁集将开折平面 B1_B2分为 3个区域, 在不同区域, 解的拓扑结构是不同的, 但在同
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一区域所有点具有相同的拓扑结构, 分岔图是持久的# 在转迁集上,当参数变化穿越交界线

时,解的拓扑结构将发生变化, 分岔图是非持久的# 与本文的研究系统相对应, 开折参数 B1、

B2是与绕组结构的频率参数、压板的压力等有关的量# 从图 2、3可看出,当系统参数变化并使

之落在区域º时,系统将发生小幅振动,不会出现跳跃现象;而当落在区域 ¹和 »时,将发生大

幅振动和跳跃, 实际中应尽量避免此类现象的发生; 对于实际系统,因 N n > 0, 固只存在 º和

»区域# 

   图 2  分岔方程的转迁集和分岔图       图 3  物理参数平面上的转迁集

若在式( 22)中仅取 b6 = 0, 则在非零解的情况下,可得分岔方程

  G( a, L, B1, B2, B3) = a
5
- L+ B1a + B2a

2
+ B3a

3
= 0, ( 26)

式中   L= - b5/ b1, B1 = b 4/ b1, B2 = b3/ b1, B3 = b2/ b1# 

同样可以证明, 分岔方程( 26)是规范形 g ( a, L) = a
5
- L的具有开折参数B1、B2、B3的

余维 3普适开折, 该普适开折的转迁集为: 1) 分岔集: B = ª(空集) ; 2) 滞后集: H =

B1 = 15a4
+ 3B3a

2
, B2 = - 10a3

- 3B3a # 各区域所对应的分岔图特性可参阅文献[ 10]# 

5  数值算例分析

下面通过算例对绕组的共振特性做进一步数值计算分析# 针对实际中的某大型汽轮发电

机,研究端部内层中的某段绕组,所需主要参数见文献[ 3]# 

图4中给出了定子电流为额定值 I b 0 = 8 625A时,幅频特性随松动压板对绕组的正压力

   ( a) f d 0 = 0, f d 1 = 0. 3, f d 2 = 0. 3          ( b) f d 0 = 0, f d 1 = 0. 3, f d 2 = 0. 6
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   ( c) f d 0 = 0. 3, f d 1 = 0. 6, f d 2 = 0. 9        ( d) f d 0 = 0. 3, f d 1 = 0. 1, f d 2 = 0. 2

图 4 压力变化时的幅频特性曲线

   ( a) f d 0 = 0, f d 1 = 0. 3, f d 2 = 0. 3        ( b) f d 0 = 0, f d 1 = 0. 3, f d 2 = 0. 6

  ( c) f d 0 = 0. 3, f d 1 = 0. 6, f d 2 = 0. 9       ( d) f d 0 = 0. 3, f d 1 = 0. 1, f d 2 = 0. 2

图 5 定子电流变化时的幅频特性曲线

变化曲线# 因实际运行时,摩擦因数受很多因素的影响,取值不定, 故图 4( a) ~ ( d)中分别对

应取不同摩擦因数的情况# 由图 4( a)、( b)可见,当压力 Nn 在一定范围内不断增大时, 在共振

区域振幅逐渐减小, 并出现缩颈现象# 当 Nn 达到一定值时, 曲线分出两部分, 一部分接近 R

轴,另一部分是卵形闭曲线# 显然,此时在 R = 0附近对应 R有3个幅值, 通过式( 23)可判断

各解的稳定性# 由图 4( c)、( d)可见, 当压力 Nn 增大到一定值时, 随幅值的减小, 曲线合并为

一钟形闭曲线,并逐渐缩为卵形,出现对应 R的两个幅值# 图 5中给出了在不同摩擦因数情况

下,幅频曲线随定子电流的变化趋势# 由图中可见,电流增大时, 幅值随之增大, 并在图 5( c)

中出现了钟形、卵形闭曲线# 
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6  结   论

1) 研究了电磁力与摩擦力共同作用下大型汽轮发电机定子端部绕组的非线性振动问题,

并对定常解的稳定性及分岔特性进行了研究# 从而,对寻求更深入地研究电机构件复杂动力

学特性问题的求解方法上将有所启迪# 

2) 针对汽轮发电机的实际情况,对本文给出的振动方程及幅频响应方程等进行了数值计

算,并得到如下主要结果:

a) 通过给出的幅频特性曲线可发现, 在发电机长期运行下,若固定及绑扎绕组的构件振

松,绕组刚度会逐渐下降# 当进入共振区时, 幅值明显增大,且随压板的松动(压力的下降)、定

子电流值的增加,幅值逐渐加大# 

b) 在幅频曲线中, 有时伴随缩颈现象及卵形、钟形曲线的出现, 会有多幅值现象发生# 

c) 绕组与压板间接触表面粗糙度及周围环境的变化将引起摩擦系数的变化# 由图中可

见,摩擦系数减小时,幅值增大,反之幅值下降# 

由此可见, 当绕组进入共振区时,因幅值的加大及数值的不确定性,将给生产带来安全的

隐患,严重时会使线圈短路,导致事故的发生# 因此,工程中应尽量避免此类现象的发生,优化

结构,合理安装;而本文给出的结果亦可为此提供理论依据# 
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Abstract: Vibration problems of a segment of winding between two clamping plates are studied when

the clamping plates, which are used to fix stator end winding, are loose. First, magnetic induction

expressions of the winding when the generator was running were given by using separation of variables

method. Also, the expressions of the winding electromagnetic force and dry friction force between

loosing clamping plates were gotten. Secondly, a mechanical model, which was used to study nonlin-

ear vibration problem of the winding, was set up. Fundamental resonance was analyzed by using mu-l

tiple scales method, and a resonance equation of amplitude and frequency in steady state was given.

Then stability, bifurcation and singularity of the steady solution were studied. Criterions of stability

and transition set of the bifurcation equation were obtained. At last, through numerical calculations,

resonance curves were obtained. The results are helpful for analysis and protection of generator acc-i

dents.

Key words: turbo_generator; end winding; electromagnetic force; fundamental resonance; bifurca-

tion; multiple scales
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