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摘要 :  在一定的假设条件下, 将气体燃烧的物理模型简化为层焰系统# 借助于热力学理论和相

关的守恒定律建立了层焰系统的数学模型并对其进行了深入地分析# 利用常微分方程的定性理

论和方法, 结合燃烧的实际需要, 对应于参数的不同取值, 研究了位于瑞利线上奇点的个数和位

置,确定了暴燃区和爆炸区内不同奇点的定性结构及其稳定性,给出了在反应速度_滞止焓平面及

燃烧速度_滞止焓平面内层焰系统轨线的相图# 
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引   言

一般的燃烧装置和燃烧过程是比较复杂的,为了便于研究并不失一般性,在一定的假设条

件下,将其物理模型简化为层焰系统# 由热力学理论(见文献[ 1]和文献[ 2] )可知, 层焰系统可

由下述方程描述:

  dU
dN
= FU( U, S) =

     U- 1 +
1

CM 20
1
U

1+ AcS- C- 1
2
M

2
0( U

2
- 1) - 1 , ( 1)

  dE
dN
= FE( U, S) =

KQB1T
A
1

m
2
cp
(1 - S) e- E1/ ( RT ) , ( 2)

  dS
dN
= S- E, ( 3)

其中方程( 1)、( 2)、( 3)分别为动量守恒方程、质量守恒方程和滞止温度的无量纲形式, 式中

0 [ S [ 1为滞止焓, U是无量纲化燃烧速度, E为标准化质量通量分数, N为无量纲化距离变

量, C、M0、A1、Ac、m、Q、B1、cp、E1、R、T 为热力学参数(见文献[ 1] )# 

从方程( 1)、( 2)中消去 dN, 得
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  dU
dS =
FU( U, S)
S- E , ( 4)

  dE
dS =
FE( U, S)
S- E , ( 5)

图 1  层焰系统解的图示

且当 S = 0时, E= 0, U= 1;当 S = 1时, E= 1, U=

U] ( U] 是由 F U( U, 1) = 0所确定的一个常数)# 

理论上,如果我们可以得到方程( 4)和( 5)的解 U=

U( S)、E= E( S) , 那么对方程( 3)积分,得

  N=Q
S

S
1

dS
S- E

# 

在解空间 ( U, S, E) 中, U= U( S)、E= E( S) 表示一条

在如图 1所示的区域中连接(1, 0, 0) 和( U] , 1, 1) 的

曲线# 

1  奇点的位置

由方程( 1)、( 2)和( 3)可知,系统的所有奇点都位于平面 S = E中,并且满足

  FU( U, S) = 0, FE( U, S) = 0,
在燃烧模型中, 重要的是在直线 S = E= 0和 S = E= 1上的奇点# 令 FU( U, S) = 0, 得

  AcS= - C+ 1
2
M

2
0U

2
+ (1+ CM20) U- 1 +

C- 1
2
M

2
0 , ( 6)

由此解得

  U= U? ( S) =
1+ CM

2
0 ? [ (M 20- 1) 2- 2( C+ 1) M20AcS] 1/ 2

( C+ 1) M20
# 

由( 6)式定义的曲线为水平等倾线 ) ) ) 瑞利线, 不论式中参数取何值, 在 ( U, S) 平面上,瑞利

线总是穿过点( 1, 0)# 由( 6)式,得

  5( AcS)
5U = - ( C+ 1) M

2
0U+ 1+ CM

2
0# 

令5( AcS) / 5U= 0, 得

  U=
1+ CM 20
( C+ 1) M20
=

C
C+ 1
+

1
C+ 1
M
- 2
0 ,

  52( AcS)
5U2
= - ( C+ 1)M

2
0 < 0,

从而 AcS在 N= C/ ( C+ 1) + [ 1/ ( C+ 1) ] M- 20 取得一最大值:

  Smax =
(M

2
0- 1)

2

2( C+ 1)M
2
0
# 

如图 2所示,瑞利线关于 U凸,交 U轴于U= 1和 U= ( C- 1) / ( C+ 1) + [ 2/ ( C+ 1) ] M- 20 两

点,曲线在这两点的斜率分别为 M20- 1和 1- M20# 如分别取 M0 = 0. 2、M0 = 3,由于 Smax >

1, 所以,每一条水平等倾线在 U_AcS平面内交 S= E= 1于两点# 因而, 对每一个 M0,系统有

4个奇点,分别对应于瑞利线和直线 S= E= 0、S = E= 1的交点: ( U+ (0) , 0, 0) , ( U- (0) , 0,

0) , ( U+ (1) , 1, 1) , ( U- (1) , 1, 1)# 

由物理意义知, 水平等倾线在 M 0> 1时位于爆炸区内, f 点代表爆炸的冷边界点,而 a( b )

则为强(弱) 爆炸的热边界点;当M 0< 1时,水平等倾线位于暴燃区中, f 表示暴燃的冷边界点,
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( a) M 0 > 1               ( b) M 0 < 1

图 2  奇点的位置

而 c( d ) 表示强(弱)暴燃的热边界点# 

2  奇点的类型

利用文献[ 3]提供的方法讨论奇点的类型# 为简单起见, 将 ( U, S, E) 投影到 S_E、U_S平面

内# 我们首先讨论在( S, E) = (0, 0) 和( S, E) = (1, 1) 附近轨线的性态# 

图 3  ( 0, 0)附近轨线的结构

由方程( 2)、( 3)知:若( 0, 0)为奇点,则 FE( U, S) = 0# 为了简

化冷边界的困难,我们假设在( 0, 0) 附近, FE( U, S) = 0, 所以, 在

此区域中有

  dE
dN
= 0,

dS
dN
= S- E,

因而在( 0, 0)的一个小邻域中, E= 0, S单调增, ( 0, 0)附近的轨线

结构见图 3# 

对奇点( 1, 1) , 令�E= E- 1, �S = S- 1, 则一次近似的系数行列式为

  
0 -

KQB1T
A
1

m
2
cp

e- E1/ ( RT )

- 1 1

= -
KQB1T

A
1

m
2
cp

e- E1/ ( RT ) < 0,

可见( 1, 1)是鞍点, 只有一条轨线从 E [ 1, S [ 1的区域趋近于( 1, 1)# 为了确定这一特征方

向,将一次近似方程改写为

  

d�E
dN
= - lim

S y 1

FE( U, S) - FE( U, 1)
1- S

�S = - lim
S y1

FE( U, S)
1 - S

�S,

d�S
dN
= �S- �E,

图 4  ( 1, 1)附近轨线的结构

令�E= r cosH,�S = rsinH,则此特征方向对应的 H满足

  G( H) = cosH( sinH- cosH) + Asin2H=

      sin2H( cotH- cot2H+ A) = 0,

其中 A = lim
S y 1
[ FE( U, S) / (1- S) ] , 由此得

  cotH=
1 + 1+ 4A

2 ,

即特征方向为
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dE
dN
=

1 + 4 lim
S y 1
[ FE( U, S) / (1- S) ]

2
\ 1# 

所以, 在位于 S > E内(1, 1) 点的邻域中, E比S增加的快# 因此, 在 S_E平面内, ( 1, 1)点附

近的轨线结构如图 4所示# 

下面讨论 U_S平面内奇点附近的轨线分布 # 在该平面内, 奇点为( U+ (0) , 0) , ( U- (0) ,

0) , ( U+ (1) , 1) , ( U- (1) , 1)# 对奇点( U+ (0) , 0) , ( U- (0) , 0) , 令�U= U- U? ( 0) ,�S= S, 则

一次近似方程为

  

d�U
dN
= 1+

1

CM20

(1- C) M20 U
2
? (0) - 1+ [ ( C- 1) / 2] M

2
0( U

2
? ( 0) - 1)

U2? (0)
�U+

   Ac
CM 20U? (0)

�S,

d�S
dN
= �S# 

由 F ( U? (0) , 0) = 0, 得

  d�U
dN
= 1 +

1
C
-

1

CM
2
0 U? (0)
-

1
U? (0) �U+

Ac
CM20U? (0)

�S# 

当 U? (0) = 1时,

  d�U
dN
=

1
C

1-
1

M
2
0
�U+ Ac

CM20
�S# 

当 U? (0) X 1时,

  d�U
dN
=

1
CU? (0)

U? (0) + CU? (0) - C-
1
M

2
0
�U+

Ac
CM

2
0 U? (0)

�S# 

^  (1 + C) U? (0) = C- 1+
2

M
2
0
,

_  d�U
dN
= -

1
CU? (0)

1 -
1

M
2
0
�U+ Ac

CM20U? (0)
�S# 

一般地,记

  d�U
dN
=
(- 1)
a

CU? (0)
1-

1

M
2
0
�U+ Ac

CM20 U? (0)
�S# 

则当 U? (0) = 1时, a = 0;当 U? (0) X 1时, a = 1# 于是一阶近似的系数行列式为

  
(- 1) a

CU? (0)
1-

1

M
2
0

Ac
CM20U? ( 0)

0 1

=
(- 1)
a

CU? (0)
1-

1

M
2
0
,

所以, 当 (- 1)
a
(1- 1/ M

2
0) > 0时, ( U? (0) , 0) 为不稳定结点; 当(- 1)

a
(1- 1/ M

2
0) < 0时,

( U? (0) , 0) 为鞍点# 

对奇点 ( U? (1) , 1) , 令 Û= U- U? (1) , Ŝ = 1- S, 对应的一次近似方程为

  

dÛ
dS
=

1
CU? (1)
( C+ 1) U? (1) - C-

1

M
2
0
Û- Ac

CM20 U? (1)
Ŝ,

dŜ
dN
= - Ŝ# 

由图 2知
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  U+ (1) >
1

C+ 1
C+

1

M
2
0
,

  U- (1) <
1

C+ 1
C+ 1
M

2
0
,

_  1
CU+ (1)
( C+ 1) U+ (1) - C-

1

M
2
0
> 0,

  1
CU- (1)
( C+ 1) U- (1) - C-

1

M
2
0
< 0# 

因而特征方程

  
K- 1

CU+ (1)
( C+ 1) U+ (1) - C-

1

M
2
0

Ac
CM 20U+ (1)

0 K+ 1

= 0

有2个根: - 1和

  1
CU+ (1)
( C+ 1) U+ (1) - C-

1

M
2
0
> 0,

即 ( U+ (1) , 1) 是鞍点# 而( U- (1) , 1) 对应的 2个特征根分别为- 1和

  1
CU- (1)
( C+ 1) U- (1) - C-

1
M

2
0
< 0,

从而 ( U- (1) , 1) 是渐近稳定结点# 

( a) M 0 > 1             ( b) M0 < 1

图 5  ( U? (0) , 0) , ( U? (1) , 1) 附近系统的相图

综上所述, 我们得到 U_S平面内奇点的类型如图 5所示# 
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Study on the Structure of Singular Points

of Laminar Flame System

WANG Xiu_e1,  YIN Xian_jun2
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Beijing 100037, P . R . China ;
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Beijing 100081, P . R . China )

Abstract: Under some certain assumptions, the physical model of the air combustion system was

simplified to a laminar flame system. The mathematical model of the laminar flame system, which

was built according to thermodynamics theory and the corresponding conservative laws, was studied.

With the aid of qualitative theory and method of ordinary differential equations, the location of singular

points on the Rayleigh curves is determined, the qualitative structure and the stability of the singular

points of the laminar flame system, which are located in the areas of deflagration and detonation, are

given for different parameter values and uses of combustion. The phase portraits of the laminar flame

system in the reaction_stagnation enthalpy and combustion velocity_stagnation enthalpy planes are

shown in the corresponding figures.

Key words: laminar flame system; Rayleigh curve; singular point; orbit; phase portrait
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