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摘要:  以三维弹性体的 Hellinger_Reissner( H_R)混合变分原理为基础, 建立了三维磁电弹性体修正

后的H_R混合变分原理,通过变分运算得到了磁电弹性板的状态向量方程, 并应用该原理导出了

平面内离散元素的状态向量方程,为半解析法在磁电弹性板问题上的应用奠定了理论基础# 最后

指出:纯弹性体、单一压电体或单一压磁体修正后的H_R混合变分原理都是目前原理的特例# 
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引   言

磁电弹性材料是一种新型的智能材料,有复杂的机_电_磁耦合效应# 近年来,有关单一压

电材料或单一压磁材料问题的文献很多,但是研究磁电弹性层合板壳问题的文献相对较少# 

刘金喜等研究了横观各向同性磁电弹性材料的通解[ 1]# 丁皓江和江爱民是磁电弹性体问题边

界元法的开拓者
[ 2]# Wang 和Fang等应用状态空间方法分析了四边简支磁电弹性层合板在静

载荷作用下的变形问题[ 3]# Pan和Heyliger等采用扩展的 Stroh公式研究了四边简支磁电弹性

层合板的变形和自由振动问题[ 4, 5]# 

状态空间方法[ 3]和Stroh公式[ 4, 5]解析法共有的特点之一是控制方程中包含了广义位移和

广义应力变量# 状态空间方法和 Stroh公式的优越性表现为:不需引入任何有关位移和应力模

式的假设;状态空间方法与传递矩阵法联合求解板壳问题时,不限制板或壳的厚度# 

新的半解析法[ 6, 7]继承了状态空间解析法和传统有限元法的诸多优点: 适宜求解层合板

壳复杂的边界问题; 沿板的厚度方向不需引入任何有关位移和应力模式的假设,不限板壳的厚

度;未知量少并能保证层间应力的连续性# 

姚伟岸首次开展了磁电弹性体变分原理研究[ 8] , 为磁电弹性体提出了以所有变量为自变

量的最一般的广义变分原理# 本文根据三维弹性体的H_R混合变分原理, 建立了磁电弹性体
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修正后的H_R混合变分原理,该原理是应用半解析法[ 6, 7]分析磁电弹性板壳问题的理论基础# 

1  基 本方 程

假设磁电弹性体是各向异性的,则其本构关系可由下面的方程给出[ 4] :

  

Ri = C ikCk - ekiEk - qkiH k ,

Di = eikCk + EkiEk + dkiH k ,

B i = qikCk + dkiEk + LkiH k ,

( 1)

其中 Rij、Di 和B i分别为应力、电位移和磁感应强度分量, Cij、E i 和H i 分别为应变、电场强度和

磁场强度分量, Cij、Eij 和 Lij 分别为弹性刚度系数、介电常数和磁导率, eij、qij 和dij 分别是压电、

压磁和磁电常数# 

磁电弹性体广义的应变_位移关系为:

  Cij = ( ui , j + uj, i ) / 2, E i = - <, i , H i = - W, i , ( 2)

其中 ui 为位移, <和 W分别为标量电势和标量磁势# 

2  H_R混合变分原理

根据弹性体的H_R混合变分原理[ 9~ 11] ,磁电弹性体相应的变分公式可表示为:

  D0 = DQ
z
2

z
1
QQ8

LRdxdy dz - DQQ#
u

T
T
( Q - �Q) d # - DQQ#

R

T
T
Qd # = 0, ( 3)

式中

  Q = u v w < W T
, �Q = �u �v �w �< �W T

,

  T = Tx Ty Tz T e Tm
T
, �T = �T x �T y �T z �T e �T m

T
,

LR 是广义的 Reissner能密度函数

  L R = P
T
( D1+ 5 T

21D2) +
1
2
D

T
2 5 22D2-

1
2
P
T 5 11P -

1
2
Q
T 8Q- Q

T
F , ( 4)

其中

  P = Rxz Ryz Rz Dz Bz
T
, D1 = Cxz Cyz Cz - Ez - H z

T
,

  D2 = Cx Cy Cxy - Ex - Ey - H x - H y
T
,

  F = f x f y f z f e f m
T
,

  8 =

QX
2

0 0 0 0

0 QX2 0 0 0

0 0 QX2 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,

Q为材料密度, X是圆频率, 5 ij 是与材料特性相关的常数矩阵# 

3  修正后的H_R混合变分原理

考虑一磁电弹性板, 厚度方向为 z 坐标方向,将应变_位移关系写成向量形式:

  D1 = 5Q/5z + G1Q, D2 = G2Q, ( 5)

其中
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  G1 =

0 0 A 0 0

0 0 B 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

, G2 =

A 0 B 0 0 0 0

0 B A 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 A B 0 0

0 0 0 0 0 A B

,

  A=
5
5x , B=

5
5 y# 

将式( 5)代入式( 4)可得修正后的混合变分原理:

  D0 = DQ
z
2

z
1
QQ8

LMRdxdy dz - DQQ#
u

T
T
( Q - �Q) d # - DQQ#

R

�TT
Qd # = 0, ( 6)

其中

  LMR = P
T 5Q
5z + P

T
( G1Q + 5

T
21G2Q) +

1
2 ( G2Q)

T
5 22G2Q -

     Q
T 8Q) -

1
2
P
T 511P - Q

T
F# 

将 LMR 表达为Hamilton原理形式
[ 10]

,有

  LMR = P
T5Q/ 5z - H , ( 7)

其中 H 为 Hamilton能密度函数

  H = - P
T
( G1Q+ 5T21G2Q) -

1
2
( ( G2Q)

T 5 22G2Q - Q
T 8Q) +

    1
2
P
T 5 11P + Q

T
F# 

4  状态向量方程和Hamilton正则方程

以 P和 Q为相互独立的变量对式( 6)进行变分和分部积分可得状态向量方程

  

5Q
5z + ( G1 + 5 T

21G2) Q- 511P = 0,

-
5P
5z + ( G

T
1 + G

T
2 5 21) P+ ( G

T
2 5 22G2- 8 ) Q- F = 0

( 8a)

或Hamilton正则方程:

  5Q
5z =

5H
5P,

5P
5z = -

5H
5Q# ( 8b)

对应于板上下表面的广义位移和广义应力边界条件分别为:

  Q = �Q = �u �v �w �< �W T
,

  T = �T = nz�Rxz nz�Ryz �Rz nez �Dz nmz �Bz
T# 

在板的侧面边界上:

  Q = �Q = �u �v �w �< �W T
,

  Tx = nxRx + nyRxy + nzRxz + nexDx + nmxBx = �T x ,

  T y = nxRxy + nyRy + nzRyz + neyDy + nmyBy = �T y ,

  Tz = nxRxz + nyRyz + nzRz + nezDz + nmyBz = �T z ,

  T e = nexDx + neyD y + nezD z = �T e ,

  Tm = nmxBx + nmyBy + nmzBz = �Tm ,

式中 ni、nei 和nmi ( i = x , y , z ) 分别为应力、电位移和磁感应强度的方向余弦# 
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5  离散元素的状态向量方程

考虑一极化方向为 z 方向的正交异性磁电弹性层合板(图 1) , 用Hamilton等参元[ 6, 7] (图

2)离散任一层的 x_y 平面,场函数和形函数分别为:

u = N ( x , y ) u( z ) , v = N ( x , y ) v( z ) , w = N ( x , y ) w( z ) ,

< = N( x , y ) U( z ) , W= N ( x , y ) W( z ) ,

Sxz = N ( x , y ) Sxz ( z ) , Syz = N( x , y ) Syz ( z ) , Rz = N( x , y ) R( z ) ,

Dz = N( x , y ) Dz( z ) , Bz = N( x , y ) Bz ( z ) ,

Ni ( N, G) =
1
4
(1+ NiN) (1+ GiG) ,   i = 1, 2, 3, 4# 

( 9)

 图 1  磁电弹性层合板            图 2  元素的局部坐标

假设应力边界条件和位移边界条件满足 T = �T, Q = �Q, 将式( 9)代入式( 6) ,执行变分操

作,有元素的状态向量方程

M
e

0

0 M
e

d
dz
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e
( z )
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e
( z )

=
K

e
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e
12
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e
21 K
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P
e
(0)

Q
e
(0)

-
F

e
( z )

0
, ( 10)

其中

M
e
= QQdiag( NT

N) | J | dNdG,

P
e
( z ) = Sxz ( z ) Syz ( z ) Rz ( z ) Dz ( z ) Bz ( z )

T
,

Q
e
( z ) = u( z ) v( z ) w( z ) U( z ) W( z ) T

,
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a = k19AN
TAN + k22BN

TBN, b = k20AN
T BN + k 22BN

TAN,

c = k 20BN
TAN+ k22AN

T BN, d = k 21BN
TBN + k 22AN

TAN,

e = k 24AN
TAN + k26BN

T BN, s = - QX2NT
N,

K
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21 = QQ
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= J
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5
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,

其中 ki ( i = 1, 2, 3, ,, 28) 是与材料参数相关的常数# 

6  结   论

本文建立了磁电弹性体修正后的H_R混合变分原理, 通过变分运算推导了磁电弹性板的

状态向量方程和 Hamilton正则方程,并根据文献[ 6, 7]中的方法导出了 x_y 平面内离散元的状

态向量方程,该原理是应用半解析法分析复杂几何形状和复杂边界条件的磁电弹性层合板问

题的理论基础# 

很容易注意到, 如果设材料参数 eij = qij = d ij = Eij = Lij = 0, 式( 6)就是通常的弹性体修

正后的H_R原理[ 9~ 11] ;若材料参数 qij = d ij = Lij = 0或 eij = Eij = Lij = 0, 式( 6)就是单一压

电体或压磁体修正后的 H_R原理# 所以纯弹性体、单一压电体或压磁体修正后的混合变分原

理都是磁电弹性体修正后的混合变分原理的特例# 

关于数值实例及其工程应用和详细的讨论将在后继的文章中给出# 
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Abstract: Based upon the Hellinger_Reissner ( H_R) mixed variational principle for three_dimensional

elastic bodies, the modified H_R mixed variational theorem for magnetoelectroelastic bodies was es-

tablished. The state_vector equation of magnetoelectroelastic plates was derived from the proposed

theorem by performing the variational operations. To lay a theoretical basis of the semi_analytical so-

lution applied with the magnetoelectroelastic plates, the state_vector equation for the discrete element

in plane was proposed through the use of the proposed principle. Finally, it is pointed out that the

modified H_R mixed variational principle for pure elastic, single piezoelectric or single piezomagnetic

bodies are the special cases of the present variational theorem.

Key words: magnetoelectroelastic body; variational principle; laminated plates; state_vector equa-

tion; semi_analytical solution
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