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摘要 :  对密闭的一维有限长管道里的等温相变, 研究了松弛模型中液气共存平衡态的稳定性# 

使用匹配渐近展开形式上推出了一阶扰动满足的线性系统# 理论分析发现, 初始小扰动通常会被

耗散掉,然而在一些特殊情况下, 它们会维持在一定的水平上# 数值计算也表明了松弛机制对相

变演化具有稳定作用# 
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引   言

范德瓦(Van der Waals)流体中的等温液气相变的控制方程是不适定的, 其核心问题是稳

定性# 要解决这个问题, 我们需要引入耗散机制,比如质量粘性项和动量粘性项[ 1] , 或者粘性

项和张力项[ 2]# 这些模型以及相关问题的广泛研究极大地丰富了我们关于相变各个方面的知

识[ 1, 3~ 6]# 例如,用粘性项和张力项, Chen和Wang 研究了在一维有限长密闭管道中液气共存

平衡态附近小扰动的影响
[ 7]# 他们发现液气交界面以振动方式趋近于它的最终位置(由质量

守恒决定)# 在相变过程中,通常初始小扰动的动能会逐渐耗散掉,系统趋于平衡态;但在一些

特殊情况下,初始小扰动的动能不会耗散掉, 并且线性化系统有无穷多个线性独立的周期解# 

另一方面, 自从松弛模型提出以来[ 8] ,低阶耗散也被广泛地研究# 理论分析和数值计算都

表明了合适的低阶耗散能使相变过程稳定下来, 文献[ 9]中提出了一系列离散 BGK模型# 对

一个特定的模型,文献[ 10]给出了严格的稳定性结果,文献[ 11]中给出了二维的波斑图# 

1  模   型

范德瓦流体中的等温液气相变的控制方程为

  5 tS- 5xu = 0, 5 tu + 5xp ( S) = 0, ( 1)
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其中 S、u、t、x 分别为比体积、速度、时间和空间坐标# 

存在特定比体积 S0 < S
-
< S1 < S2 < S

+
, 压力函数 p ( S) 在液相 S I ( S0, S1) 和气相 S

I ( S2, + ] ) 中单调递减,而在 S I ( S1, S2) 区间内单调递增
[ 12]# S+ 和 S- 称为麦克斯韦态,

由 p ( S+ ) = p ( S- ) 和Q
S
+

S
- [ p ( S) - p ( S- ) ] dS = 0决定# 

我们用以下松弛模型研究密闭的一维管道中液气共存平衡态的稳定性

  
5 tS+ 5xv = 0, 5 tv + K25xS = -

1
E
( v + u) ,

5 tu + 5xw = 0, 5 tw + K25xu = -
1
E
[ w - p ( S) ] ,

( 2)

这里 E n 1和 K是参数, v、w 是引入的新变量# 假设管道的坐标为 x I [ a, b] , 则边界条件

为

  5xS( a, t ) = 5xS( b , t ) = 0, u( a, t ) = u( b, t ) = 0# ( 3)

对于在液气共存平衡态上加一个小扰动的问题, 用我们的模型得到了和文献[ 7]中的粘

性_张力模型相似的结果,这进一步证明了低阶耗散机制的稳定作用# 

2  匹配渐近展开

为了叙述的方便,我们定义 u = u ( x , t ) = ( S( x , t ) , v( x , t ) , u ( x , t ) , w ( x , t ) )T# 管道

的坐标区间记为[ a, b ] , 它被分成 5个区域, 其上的解分别记为

  u ( x , t ) =

u
A
( x , t ) ,   当 x I [ a, a + 2E

L
] (边界层区) ,

u
-
( x , t ) ,   当 x I [ a + E

L
, s - E

L
] (气相区) ,

u
I
( x , t ) ,   当 x I [ s - 2EL, s + 2EL] (交界面区) ,

u
+
( x , t ) ,   当 x I [ s + EL, b - EL] (液相区) ,

u
B
( x , t ) ,   当 x I [ b - 2EL, b ] (边界层区) ,

这里我们假设气相在边界层的左面# 边界层的位置 s = s( t ) 将会在后面决定, L I (0, 1) 是

对交界面和边界层厚度的一个粗略的估计# 

在两个边界层区和交界面区分别作变量替换 z = ( x - a) / E, z = ( x - b ) / E和z = ( x -

s ) / E# 为简单起见,我们在不同的区间仍使用同一符号 z

  u ( x , t ) =

u
A
( z , t ) ,   当 z I [ 0, + ] ) ,

u
-
( x , t ) ,   当 x I [ a + E

L
, s - E

L
] ,

u
I
( z , t ) ,   当 z I (- ] , + ] ) ,

u
+
( x , t ) ,   当 x I [ s + EL, b - EL] ,

u
B
( z , t ) ,   当 z I (- ] , 0]# 

现在将 u 和 s 展成E的级数,也就是

  

u
A
= 6

]

j= 0
EjuAj , u

-
= 6

]

j= 0
Eju-j , u

I
= 6

]

j= 0
EjuIj ,

u
+
= 6

]

j= 0
Eju+j , u

B
= 6

]

j= 0
EjuBj , s = 6

]

j= 0
Ejs j# 

( 4)

一个 O( E) 阶的扰动将会被加到液气共存平衡态上,将(4) 式代入(2) 式, 我们可以得到

u
A
j 、u

-
j 、u

I
j、u

+
j 、u

B
j 的一组常微分方程# 通过匹配重叠区间的渐近展开式, 我们可以得到这组
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常微分方程的初始条件和边界条件# 

2. 1  气相和液相区

在气相区, 我们将 u
-
= 6

]

j = 0
E
j
u
-
j 代入( 2)式进行求解,其首阶方程是

  5 tS-0 + 5xv-0 = 0, v
-
0 + u

-
0 = 0, 5 tu-0 + 5xw-

0 = 0, w
-
0 - p ( S-0 ) = 0# ( 5)

它的解为 ( S
-
0 ( x , t ) , v

-
0 ( x , t ) , u

-
0 ( x , t ) , w

-
0 ( x , t ) ) = ( S

-
, 0, 0, p ( S

-
) )# 

从其一阶方程我们可能直接得到 v
-
1 = - u

-
1 , w

-
1 = - ( c

-
)
2S-1 , 以及

  5 tS-1 - 5xu-1 = 0, 5 tu
-
1 - ( c

-
)
25xS-1 = 0# ( 6)

同样在液相区, 我们有 v
+
1 = - u

+
1 , w

+
1 = - ( c

+
)
2S+1 , 以及

  5 tS+1 - 5xu+1 = 0, 5 tu
+
1 - ( c

+
)
25xS+1 = 0# ( 7)

2. 2  边界层区间

注意到
5
5x =

1
E

5
5 z ,将 u

A
= 6

]

j= 0
E
j
u
A
j 代入(2) 式,利用边界条件(3) 和气相区间的结果,从

其首阶展式的方程我们可以直接得到 v
A
0 ( z , t ) = 0, wA0( z , t ) = p ( S- ) , 以及

  
K25 zSA0 = - u

A
0, 5zSA0 (0, t ) = 0, SA0 (+ ] , t ) = S- ,

K
25 zuA0 = p ( S

A
0) - p ( S

-
) , u

A
0(0, t ) = 0, u

A
0(+ ] , t ) = 0# 

( 8)

既然 SA0 在 S- 的附近,仅有的临界点( SA *0 , u
A*
0 ) = ( S- , 0) 是一个鞍点, 相平面分析显示只有

当 SA0(0, t ) = S- 时, ( SA0(0, t ) , 0) 才能位于该鞍点的稳定流型上# 这意味着 SA0( z , t ) = S- ,

u
A
0 ( z , t ) = 0# 

从第二阶方程和边界条件可以得到 v
A
1( z , t ) = - u

-
1 ( a, t ) , w

A
1 ( z , t ) = - ( c

-
)
2
S
-
1 ( a, t ) ,

所以有

  
K
25 zSA1 = u

-
1 ( a, t ) - u

A
1, 5 zSA1(0, t ) = 0, S

A
1(+ ] , t ) = S

-
1 ( a, t ) ,

K25 zuA1 = ( c
-
)
2
[ S-1 ( a, t ) - SA1] , u

A
1(0, t ) = 0, u

A
1(+ ] , t ) = u

-
1 ( a , t )# 

( 9)

用在 x = 0处的边界条件,从方程(9)的第一式我们得到一个兼容性条件, u
-
1 ( a , t ) = 0# 我们

说它是(6) 式的一个边界条件 # 相平面分析同样可以证明方程( 9) 的解只能是( SA1 ( z , t ) ,

v
A
1( z , t ) , u

A
1 ( z , t ) , w

A
1 ( z , t ) ) = ( S-1 ( a, t ) , 0, 0, - ( c

-
)
2S-1 ( a, t ) )# 

同样地,我们得到( 7)式的边界条件 u
+
1 ( b, t ) = 0# 

2. 3  交界面区

对于交界面区我们类似地处理# 从其首阶方程可以得到 Ûs 0( t ) = 0# 于是 s0( t ) = s 0(0)

= 0, v
I
0( z , t ) = 0, w

I
0( z , t ) = p ( S

-
) = p ( S

+
) , 以及

  
K25 zSI0 = - u

I
0, S

I
0( ? ] , t ) = S?

,

K25 zuI0 = p ( SI0) - p ( S- ) , u
I
0( ? ] , t ) = 0# 

( 10)

对于 s0( t ) = 0, 我们可以固定原点处比体积为 SI0(0, t ) = S0,这里 S0 I ( S1, S2) 且满足 p ( S0)

= p ( S- ) = p ( S+ )# 因此我们有 SI0( z , t ) = U( z ) , v
I
0( z , t ) = 0, uI0( z , t ) = - K2Uz , w

I
0( z , t )

= p ( S
-
) = p ( S

+
)# 这里 U( z ) 是静态的波形,它满足

  K452zU+ p ( U) = p ( Q- ) , U( ? ] ) = S?
, U(0) = S0# ( 11)

从一阶方程组和边界条件,我们可以得到

709松弛模型中的液气共存平衡态



  
v
I
1 = Ûs1( SI0 - S

-
) - u

-
1 ( s 0, t ) ,

w
I
1 = Ûs 1uI0- ( c

-
)
2S-1 ( s 0, t ) ;

  
K
25 zSI0 = - u

I
1- Ûs 1( SI0- S

-
) + u

-
1 ( s0, t ) ,

K25 zuI1 = pc( SI0) SI1- Ûs 1u I0 + ( c
-
)
2S-1 ( s0, t )# 

消去 u
I
1得

  K
452zSI1 + pc( U) SI1 = - 2K

25 zUÛs1 - ( c
-
)
2
S
-
1 ( s0, t )# ( 12)

在( 12)式两端乘上 5 zU然后在 R上积分得到

  

Ûs1 = -
( c

-
)
2S-1 ( s0, t ) R

( S+- S- )
, 这里 R =

( S+ - S- ) 2

2K2QR
(5 zU) 2dz

=
( S+- S- ) 2

2Q
S
+

S-
2Q( s) ds

,

Q( u) = Q
u

S
- [ p ( S

-
) - p ( s ) ] ds# 

( 13)

最后我们可以得到相区域展式的两个边界条件:

  u
+
1 ( s0, t ) - u

-
1 ( s0, t ) = R( c- ) 2S-1 ( s0, t ) = R( c+ ) 2S+1 ( s0, t )# ( 14)

( 14)式以及 u
-
1 ( a, t ) = 0和 u

+
1 ( b , t ) = 0, 给出了相区域展式方程( 6)和( 7)足够的边界

条件# 

3  一阶展式的解

我们知道首阶方程的解恰好是液气共存平衡态,我们现在考虑以下一阶扰动方程的解

  

5 tS-1 - 5xu-1 = 0, 5 tS+1 - 5xu+1 = 0,

5 tu-1 - ( c
-
)
25xS-1 = 0, 5 tu+1 - ( c

+
)
25xS+1 = 0,

u
-
1 ( a, t ) = u

+
1 ( b, t ) = 0,

u
+
1 ( s0, t ) - u

-
1 ( s0, t ) = R( c- ) 2S-1 ( s0, t ) = R( c+ ) 2S+1 ( s0, t )# 

( 15)

为了进一步了解扰动的发展, 把解展成 Fourier 模式 S1 = eKt<( x , K) , u1 = eKtW( x , K)# 这

里 <和 W一般来说在 x = s 0( t ) = 0是不连续的,然后我们解关于 <和 W的特征值问题

  
K<- Wc= 0, KW- ( c

?
)
2
<c= 0,

W( a) = W( b ) = 0, W( s0+ ) - W( s0 - ) = R( c ?
)
2<( s0 ? )# 

( 16)

令 T
+
= ( b - s0) / c

+
, T

-
= ( s0- a) / c

- 分别为以音速在各自的相里从交界面 x = s0传到各

自的边界 x = a, x = b 所需的时间# 方程( 16)的通解可以写为

  

W( x , K) =
c
-
A
-
sinh[ K( x - a) / c

-
] ,   若 x I [ a, s ) ,

c
+
A
+ sinh[ K( x - b) / c

+
] ,   若 x I ( s, b ] ,

<( x , K) =
A
- cosh[ K( x - a ) / c

-
] ,    若 x I [ a, s) ,

A
+ cosh[ K( x - b ) / c

+
] ,    若 x I ( s, b ] ,

这里 A
?
是常数并且满足

  R( c
+
)
2
A
+
cosh( KT

+
) = R( c

-
)
2
A
-
cosh( KT

-
) =

    - c
-
A
- sinh( KT -

) - c
+
A
+ sinh( KT+ )# 

既然 ( <, W) 是方程(16) 非奇异的解,我们要求 | A
+
| + | A

-
| > 0# 进一步分析我们发现,所有
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的特征值都有负的实部# 然而,值得注意的是当 T
+
/ T

- 为无理数, 这些特征值的实部没有负

的上界,说明耗散可以是任意小的# 

4  数 值结 果

我们取 p ( S) = 2. 4/ ( S- 1/ 3) - 3/ S2# 下面的每一个例子, 我们都在稳定解( us ) 上加一

个扰动,然后计算它的演化过程# 

例1  令 [ a, b] = [- 0. 4, 0. 4] , 取 E= 10- 3 和 K= 3. 0# 对于一个稳定状态( us) , 我们

用下述初值来计算演化过程

  
S( x , 0) = Ss ( x ) + Esin2[ 10P( x - 0. 2) ] ,

v( x , 0) = v s ( x ) , u( x , 0) = us( x ) , w ( x , 0) = w s( x )# 
( 17)

通过数值计算我们看到扰动在各自的相中以各自的波速传播,当扰动到达边界,它会被反

射然后往回传播# 当扰动到达交界面, 就会被反射,但同时也会被折射# 有部分能量进入另一

个相# 图 1中我们给出这个演化的短时行为# 

 ( a) S( x , t) - Ss( x ) ( t I [ 0, 1] )       ( b) v( x , t ) - vs( x ) ( t I [ 0, 1] )

  ( c) u(x , t) - us( x ) ( t I [ 0, 1] )        ( d) w ( x , t) - w s( x ) ( t I [ 0, 1] )

图 1 例 1中解的演化的短时行为

在图 2中我们画出了 lg | S(- 0. 2, t ) - Sf( - 0. 2) | 来显示演化的长时行为 ( Sf ( x ) 是

S( x , t ) 的渐近状态) ,我们看到系统不断趋向于麦克斯韦态# 

例 2  我们令 [ a, b] = [- 0. 472, 0. 328] , E= 10- 3和 K= 3. 0# 也用初值(17) ,定性地

看,我们得到和例 1一样的演化结果# 然而和例 1对比 lg | S(- 0. 2, t ) - Sf(- 0. 2) | , 我们

观察到在这两个例子里系统以不同的速率趋向平衡态# 这部分地表明了 T
+
/ T

- 的影响# 见

图3# 
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  图 2  例 1解的演化的长时行为         图 3  例 1和例 2中的收敛速度对比

 lg | S(- 0. 2, t) - Sf(- 0. 2) | ( t I [ 0, 10] )    lg | S(- 0. 2, t) - Sf(- 0. 2) | ( t I [ 0, 10] )

5  结   论

在本文中我们研究了密闭管道中范德瓦流体等温液气相变松弛模型的液气共存平衡态的

稳定性# 应用匹配渐近展开形式上推出了扰动所满足的线性方程组# 对这个线性系统我们进

行了理论分析# 一般情况下, 初始小扰动的动能在相变过程中会被耗散掉,系统趋于平衡态# 

然而, 在无穷多个例外情形下, 初始小扰动的动能不会被耗散掉# 实际上, 系统有无穷多个线

性独立的时间周期解# 本研究表明, 跟粘性_张力模型一样, 松弛模型也具有稳定相变系统的

能力# 
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Liquid_Gas Coexistence Equilibrium in a

Relaxation Model

WANG Ping1,  TANG Shao_qiang2

( 1. Stat e Key Labor ator y of Structura l Analysis f or In dustr ial Equipm ent , Depa rtm ent of

En gin eer ing Mechanics , Dalian Univ er sity of Technolo gy , Dalian 116024, P . R . China ;

2. LTCS , Depa rtm ent of Mechani cs and En gineer ing Science ,

Pekin g Univer sity , Beijin g 100871, P . R . China )

Abstract: Stability of liquid_gas coexistence equilibrium in a relaxation model for isothermal phase

transition in a sealed one_dimensional tube was discussed. With matched asymptotic expansion, a lin-

ear system for first order perturbations was derived formally. By solving this system analytically, it is

shown that small initial perturbations are damped out in general; yet they may maintain at certain level

for special cases. Numerical evidence is presented. This manifests the regularization effects of relax-

ation.

Key words: phase transition; relaxation; matched asymptotic expansion
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