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摘要 :  研究具周期边界条件的扰动非线性 SchrÊ dinger方程组的动力性态, 首先, 在常值平面上用

线性算子的谱对扰动和未扰动系统进行动力性态分析,然后利用奇异扰动理论和不动点原理证明

局部不变流形的存在性# 
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引   言

考虑扰动非线性 SchrÊdinger方程组( CNLS)

  
iq1t = q1xx + 2[ | q1 |

2
+ | q2 |

2
- X2

] q1+ iE( D̂1 q1- r 1) ,

iq2t = q2xx + 2[ | q1 |
2
+ | q2 |

2
- X2

] q2+ iE( D̂2 q2- r 2) ,
( 1)

这里 qj 是关于 x 为 2P周期的偶函数, r j 是常数, D̂j 是有界耗散算子,被假设具有形式

  D̂j qj = - Ajqj + BjB̂qj , ( 2)

其中 Aj 和 Bj 是正常数, j = 1, 2, B̂ 是 5xx ( Laplace算子)的 Fourier截断,且满足

  B̂ cos( kx ) =
- k

2cos( kx ) ,   k < K ,

0,       k \K ,
( 3)

常数 X被假定满足条件 X I (1/ 2, 1) , E> 0是一个小扰动参数# 

非线性 SchrÊdinger方程组描述在光纤通讯系统中,两正交脉冲包络线在双折射光纤中的

发展,对于它的研究已有部分结果,见文献[ 1]至文献[ 3] , 特别地,在系统可积时,文献[ 5]至文

献[ 7]给出线性稳定性的数值分析# 

方程( 1)是不可积系统,不能由精确解来分析动力性态,我们将( 1)限制在四维子空间
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  0c = q = ( q1, q 2) | qx = 0

上,用奇异扰动理论对扰动和非扰动 CNLS方程的动力性态分析,然后, 在不动点球 S X的邻域

内建立整个函数空间的方程, 并证明局部不变流形的存在性# 

1  四维不变子空间上的动力性态

设H
1
e, p是由偶的2P周期函数构成的Sobolev空间# 用能量方法易证方程(1) 的Cauchy问

题在 H
1
e, p 上是适定的,在此略去# 

四维子空间 0c 在流( 1)下是不变的, 且方程在 0c 上可写为

iq1t = 2[ | q 1 |
2
+ | q2 |

2
- X

2
] q1- iE( A1 q1+ r1) ,

iq2t = 2[ | q 1 |
2
+ | q2 |

2
- X

2
] q2- iE( A2 q2+ r2) ,

( 4)

取极坐标 qj = I j expHj , ( j = 1, 2) , 方程( 4)变为

I 1t = - 2E( A1 I1+ r1 I 1cosH1) , H1t = - 2[ I 1+ I 2- X2
] + Er1sinH1/ I 1,

I 2t = - 2E( A2 I2+ r2 I 2cosH2) , H2t = - 2[ I 1+ I 2- X2
] + Er2sinH2/ I 2# 

( 5)

当 E= 0时,得到无扰动系统在 0c 上的一般解:它由原点 p = q = 0和三维子流形 SX =

( I 1, I 2, H1, H2) | I1 + I2 = X
2
构成# 

当 E> 0时, 对固定的( D1, D2) ,方程(5) 有3个不动点分别是原点邻域内的焦点 OE, SX邻

域内的焦点 PE和鞍点QE# 

将方程( 5)分别在鞍点 QE( Iq1, Hq1, Iq2, Hq2) 和焦点 PE( Ip1, Hp1, Ip2, Hp2) 线性化, 得到线性

化系统的特征值

K(1, 2)q =
2EX
2

[ ( D1r
2
1- A2

1 X
2E2

1)
1/ 2
+ ( D2r

2
2 - A2

2X
2D2

2)
1/ 2
]

1/ 4
-

E
2
( A1 + A2) + O( E3/ 2

) ,

K(3, 4)q = -
2EX
2

[ ( D1r
2
1- A2

1X
2D2

1)
1/ 2
+ ( D2r

2
2- A2

2 X
2D2

2)
1/ 2
]

1/ 4
-

E
2
( A1+ A2) + O( E3/ 2) ,

K(1, 2)p = i
2EX
2

[ ( D1r
2
1- A2

1 X
2D2

1)
1/ 2
+ ( D2r

2
2- A2

2 X
2D2

2)
1/ 2
]

1/ 4
-

E
2
( A1+ A2) + O( E3/ 2) ,

K
(3, 4)
q = - i

2EX
2 [ ( D1r

2
1- A

2
1 X

2
D

2
1)

1/ 2
+ ( D2r

2
2- A

2
2 X

2
D

2
2)

1/ 2
]

1/ 4
-

E
2 ( A1+ A2) + O( E

3/ 2
) ,

于是,当 E> 0时, SX 附近的 2个不动点:鞍点 QE和焦点PE分别具有增长率Kq 和Kp# 

引入坐标

  S = Mt , Jk = Ik - DkX
2
= Mj k   (M= E, k = 1, 2) ,

方程( 5)化为

  

j 1S = - 2[ A1( D1 X
2
+ Mj 1) + r 1 D1 X

2
+ Mj 1cosH1] ,

H1S = - 2( j 1+ j 2) +
Mr 1

D1X
2
+ Mj 1

sinH1,

j 2S = - 2[ A2( D2 X
2
+ Mj 2) + r 2 D2 X

2
+ Mj 2cosH2] ,

H2S = - 2( j 1+ j 2) +
Mr 2

D2X
2
+ Mj 2

sinH2,

( 6)

将方程( 6)在 yq 处线性化,并令�y = y - yq , 则有
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  �y S = Yc( yq , M)�y + o(�y 2
) ,

其中向量 y = ( j 1, H1, j 2, H2)
T
, yq = ( jq1, Hq1, jq2, Hq2)

T
, Yc( yq , M) 表示 4 @ 4矩阵,具有特征值

K(1, 2) =
2X
2

[ ( D1r
2
1- A2

1 X
2D2

1)
1/ 2
+ ( D2 r

2
2- A2

2 X
2D2

2)
1/ 2
]

1/ 4
-

M
2
( A1+ A2) + O(M2

) ,

K(3, 4) = -
2X
2 [ ( D1r

2
1- A

2
1 X

2
D

2
1)

1/ 2
+ ( D2r

2
2- A

2
2 X

2
D

2
2)

1/ 2
]

1/ 4
-

M
2 ( A1+ A2) + O(M

2
) ,

分别对应特征向量 e1(M)、e2(M)、e3(M) 和 e4(M) ,这些特征向量光滑地依赖于 M,这表明 QE或

yq 是一鞍点# 

注意到 QE是点Q0 = ( j 01, H01, j 02, H02) 的一个 O(M) 阶扰动,其中

j 01 = 0, H01 = arctan
r

2
1- A

2
1 X

2
D1

A1X D1

- P, j 02 = 0, H02 = arctan
r

2
2- A

2
2 X

2
D2

A2X D2

- P, ( 7)

而方程( 6)是下面保守系统的一个 O(M) 阶扰动# 

j 1S = - 2( A1D1 X
2
+ r 1X D1cosH1) , H1S = - 2( j 1+ j 2) ,

j 2S = - 2( A2D2 X
2
+ r 2X D2cosH2) , H2S = - 2( j 1+ j 2) ,

( 8)

这个系统是可积的Hamiltonian系统,具有Hamiltonian量

H = - ( j 1+ j 2)
2
+ 2X2

( D1A1H1+ D2A2H2) + 2X( r 1 D1sinH1+ r2 D2sinH2) ( 9)

的Hamiltonian形式为

j 1S = -
5H
5H1 , H1S =

5H
5 j1 , j 2S = -

5H
5H2 , H2S =

5H
5 j 2 ,

为此,平衡点球 SX上的 4条直线被保持下来,此 4条直线是( 8)的不动点,表示为

j 1 = j 2, H1 = ? arccos -
A1 D1 X

r1
, H2 = ? arccos -

A2 D2 X
r 2

, ( 10)

具有特征值

L1, 2 = ? 2i X( r 1 D1sinH1+ r 2 D2sinH2) , L3, 4 = 0# ( 11)

( 8)的两不动直线在流( 6)的扰动下消失,而另外两直线上的每一点被保持,且变成 PE或

QE# 当 r 1 D1sinH1 + r2 D2sinH2 < 0, (11) 中 L1, 2为实数时, 用 lq 表示(10) 中对应的直线;

当 r1 D1sinH1+ r2 D2sinH2 > 0, L1, 2为纯虚数时,用 l c表示(10) 中所对应的直线# 用 l1和

l 2 表示(10) 中剩余两直线,此时(11) 中 L1, 2 = 0# 用 Q0表示 lq 上使j 1 = j 2 = 0的点, Q0有

坐标( 7)# 由特征值( 11) ,我们用 W
s
0
c
( lq)、W

u
0
c
( lq) 和 W

c
0
c
( l q) 分别表示 0c 上lq的二维稳定流

形,不稳定流形和中心流形# 用 W
cs
0
c
( lq) 和 W

cu
0
c
( l q) 表示 l q的三维中心稳定流形和中心不稳

定流形# 由于 W
c
0
c
( l q) 在流( 8)下是标准双曲型, 它在流( 6)的扰动下不变# 

用 W
( c,E)
0
c
( lq ) 表示二维局部不变的中心流形, 用 W

(cs, E)
0
c

( l q) 和 W
(cu, E)
0
c

( lq) 表示三维局部

不变的中心稳定流形和中心不稳定流形# 用 W
s
0
c
(QE) 表示鞍点 QE的稳定流形, QE的不稳定

流形用 W
u
0
c
(QE) 表示,它是一维的# 

2  SX 邻域的方程

为了研究不动点球 S X的一个邻域内非线性问题解的动力学行为, 利用( J , H, f ) 坐标,这

里 f = (f 1, f 2) 满足
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Ik =
1

2PQ
2P

0
qk�qkdx = Q2

k + 3f k�f k4  ( k = 1, 2) ,

且 f I 0 Xc , 3#4表示一个周期上的空间均值, f 有空间均值零# 再用文献[ 4] 中的规范变换,

SX邻域的方程可写为

J t = - 2E[ A( J + DX2
) + R J + DX2cosH] + k1( J, H, u, E) ,

Ht = - 2CJ + ER
sinH

J + DX2
+ k2( J, H, u, E) ,

ut = �LEu + �VEu + k3( J , H, u, E) ,

( 12)

其中

�LE= �J5xx - E( P + GB̂ ) - 4X2
H , �VE = - 4JIS + EIg( J , H)�J - 4Q1Q2K ,

A=
A1 0

0 A2

, R =
r1 0

0 r 2

, C =
1 1

1 1
, D=

D1 0

0 D2

,

�J =

0 1 0 0

- 1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 - 1 0

, P =

A1 1 0 0

0 A1 0 0

0 0 A2 0

0 0 0 A2

, G =

B1 0 0 0

0 B1 0 0

0 0 B2 0

0 0 0 B2

,

H =

0 0 0 0

D1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 D2 0

, K =

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

, I =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

, S =

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

,

3  不 变流 形

在 SX 的一个邻域内, 方程组( 12)可视为如下线性系统的一个小扰动

  Jt = 0, Ht = - 2CJ, ut = �LEu# ( 13)

为研究方程( 12)解的局部行为,分析算子 �LE的谱# 用 Fourier 展开, 可得到特征值 K的一

个表达式

  [ K+ Ed1( k )
2
+ k

2
( k

2
- 4X2D1) ] [ ( K+ Ed 2( k ) )

2
+ k

2
( k

2
- 4X2D2) ] = 0,

于是

  K(1) = - Ed1( k ) + ik k
2
- 4X2D1, K

(2)
= - Ed2( k ) + ik k

2
- 4X2D2,

其中 k = 1, 2, 3, ,, 且

  di ( k ) =
Ai + k

2Bi ,   k < K

Ai ,      k \ K
  ( i = 1, 2)

表示 D̂ i 的符号,取 D1 = D2 = 1/ 2, X I ( 2/ 2, 1) , 则对 k = 1, 有

  RE1s , u = ? R1- Ed1(1) , R
E
2s , u = ? R2- Ed 2(1) ,

且

  REs , u = ( RE1s , u , R
E
2s , u)

T
, R1 = R2 = 2X2

- 1 > 0# 

当 E= 0时,对应于特征值 REs , u 的特征向量为

  es , u = ( e
1
s , u , e

2
s , u, e

3
s , u, e

4
s , u) =

1

2 PX
(1, ºR1, 1, ºR2)

T# 
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对于 k \ 2特征值是具有负实部的共轭对,

  K(1)k = ? i 8k - Ed1( k) , K
(2)
k = ? i 8k - Ed2( k) ,

其中 8k = k k
2
- 2X2

> 0, k = 2, 3, ,# 

将零均值函数 u 分解为

  u ( x ) = vueu( x ) + vses ( x ) + v0( x ) ,

这里 vu 和 vs 是实的向量,

  v0( x ) I [ span( 0c , eu , es) ]
X# 

采用这组变量, 综合中心变量 vc = ( J , H, v0)
T
, 线性方程组( 13)分解为

  vu, t = REuvu , vs , t = - REsvs, vc, t = Avc , ( 14)

其中 A = (0, - 2C , �LE)
T
由( 13)定义# 

在 SX 的一个 D邻域,非线性系统( 12) 可视为线性方程组(13) 的一个扰动# 在此线性流

下, 对于 E= 0, SX有二维的稳定与不稳定流形, 以及余维数为4的中心流形# 现在,我们的注

意力集中在中心流形 E
c
( SX) ,中心稳定流 E

cs
( SX) 与中心不稳定流 E

cu
( SX) 上,

  E
cs
( SX) = [ span eu ]

X
, E

cu
( S X) = [ span e s ]

X
, E

c
( SX) = [ span es, eu ]

X# 

我们将证明,对于 E> 0,这些不变流形在 SX的一个邻域内被保持下来# 为此,用局部化

函数 WR( s) 局部化方程组( 12) , 有

  

J t = - 2E[ A( JR + DX
2
) + R JR+ DX

2
cosH] + K 1( JR , H, uR, E) ,

Ht = - 2CJR+ ER( JR + DX2
)
- 1/ 2sinH+ K 2( JR, H, uR, E) ,

ut = �LEu + [�VEuR + K 3( JR, H, uR , E) ] ,

( 15)

利用 v = ( vu , vs , vc )
T 作为变量, 则( 15)能写为

  vu, t = REuvu + R
R
u ( v, E) , vs , t = - REuvs + R

R
s ( v, E) , vc, t = Avc + R

R
c ( v, E) , ( 16)

其中 R
R
( v, E) 及其一阶导数是 O( R+ E) 阶的# 

这种局部化方程组有 C
l
不变流形,它们是 E

cs
、E

cu
和 E

c
的光滑变形# 反过来,对原来的

方程组,这些流形将在 SX 的R邻域内局部不变# 

定理 1  存在 SX的一个R邻域UR ,一个 E0( R) > 0和一个整数 l > 3,使得: PEI [ 0, E0] ,

方程组(12) 在 UR中有一个余维数为 2的局部不变流形# 

  W
cs
E = v I H

1
| vu = hu ( vs, vc ; E) ,

这里 hu 关于它的所有标量是C
l 的,且是 H的 2P周期函数# 进而,对于 E= 0, Wcs

0 沿 SX与E
cs

切向相交# 

类似地,有局部不变流形

  W
cu
E = v I H

1
| vs = hs( vu , vc; E) ,

其中 hs 关于它的所有标量是C
l
的, 且是 H的 2P周期函数# 进而,当 E= 0, W

cu
沿 SX与E

cu
切

向相交# 

一个余维数为 4的/慢流形0 ME的存在性由以下推论给出:

推论 2  让 ME表示交集

  ME= W
cs
E H W

cu
E ,

则 ME是一个余维数为 4的局部不变流形# (在 UR内)

  ME= v I H
1
| vu = h

c
u( vc ; E) , vs = h

c
s( vc ; E) ,
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其中函数 h
c
u 和h

c
s 关于它们的标量是C

l 的, 且是 H的 2P周期函数# 进而, 当 E= 0时, M 沿

SX与E
c
切向相交# 

定理 1的证明是用( 16)建立积分方程,应用不动点原理得到,由于证明过程完全类似文献

[ 4]中定理 5. 2的证明# 这里我们不再重复# 
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Dynamicl Character for a Perturbed Coupled Nonlinear

SchrÊ dinger System

YU Pei1,  GAO Ping2,  GUO Bo_ling3

( 1. School of Com puter and Inform ation , Chon gqing Jia oton g Univer sity ,

Chongqin g 400074, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Gu angzhou Univer sity ,

Guangzhou 510405, P . R . China ;

3. In stitute of Applied Phy sics and Com putati ona l Mathem atics ,

P . O . Box 8009, Beijin g 100088, P . R . China )

Abstract: The dynamics for a perturbed coupled nonlinear SchrÊ dinger system with periodic boundary

condition was studiesd. First, the dynamics of perturbed and unperturbed systems on the invariant

plane was analyzed by the spectrum of the linear operator. Then the existence of the locally invariant

manifolds was proved by the sigular perturbation theory and the fixed_point argument.

Key words: coupled nonlinear SchrÊ dinger system; dynamics; invariant manifold
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