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非线性发展方程的小模板简化 Pad�格式
X

刘儒勋,  吴玲玲

(中国科学技术大学 数学系, 合肥 230026)

(我刊原编委戴天民推荐)

摘要:  在有理逼近的紧致格式的理论基础上, 采用特别的统一的 Pad�逼近形式,构造了针对高阶

非线性发展方程的、简单小模板的差商格式# 不仅保持了格式的四阶精度, 而且还可以采用追赶

法求解得到的 3对角矩阵, 或者采用三阶 Runge_Kutta法直接求解积分# 计算效果通过多种算例表

明是十分令人满意的# 相对于其他差分格式,此方法具有模板较小而精度保持四阶的优点# 
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引   言

高阶非线性发展方程具有广泛而深刻的物理背景和现实意义# 发展方程数值解的困难在

于含有高阶导数# 而且人们很看重孤立子守恒数值研究, 历史上有很多有名的数值数学家从

事各种高阶、守恒、保形格式的研究# 尽管有很多成功的算例, 详细可以参考文献[ 1]和文献

[2] ,但是不尽满意的工作也是有的# 问题在于精度难以提高,也在于模板过宽和实施的难度# 

本文在前人有理逼近和紧致格式研究和应用[ 3~ 8]的基础上提出了一种简单有效的 Pad�

格式# 对于方程中不同的各阶导数采用同样分母的Pad�逼近形式, 使节点模板达到尽可能的

压缩,而且又引入了 $型格式求3对角阵的解法# 使精度既保持了四阶的要求,而且可以实现

隐式求解效果, 对稳定性、代数方程组的收敛保证都有很好的效果# 本文里所得到的几组格

式,对 Burgers方程的初边值问题得到了令人满意的结果;对 KdV单孤立子、双孤立子的模拟也

取得了不错的效果, 衰减很小, 守恒性基本得到保证;对 KdV_Burgers耗散、色散实验也很有趣

味,理论结果得到了数值验证# 

第1节我们介绍紧致格式及 Pad�格式,并说明节点模板与各阶导数逼近精度的关系,指

出达到高阶精度与模板的矛盾# 第 2节我们推导简单的、统一的 Pad�逼近,对 Burgers, KdV和

KdV_Burgers方程提出几组可行的简化的小模板 Pad�格式# 第 3节是算例与数值结果分析# 

1  有理逼近格式

可以证明: 为了线性逼近一个函数的 M 阶导数f ( m) ( x ) , 并且要求达到 K 阶精度, 所需要
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的该函数的模板的节点数,至少应当等于最大导数阶与要求的精度阶之和,即 M + K# 但是

如果采用有理逼近或者 Pad�逼近,在同样的要求下,所要求的节点模板则可以大为节省# 

例如在线性差分逼近情况下, 一般地

  ( f x ) i = af i- 2+ bf i- 1+ cf i + df i+ 1+ ef i+ 2+ O( $x 4) ,
其中, u i = u( xi ) 是未知函数在空间网格 x = x i 上的函数近似值, 差分网格空间步长 h =

$x# 利用Taylor展开, 比较系数, 我们可以得到:

  a + b + c + d + e = 0,

  - 2a - b+ d + 2e = 1
$x
,

  4a + b + d + 4e = 0,

  - 8a - b+ d + 8e = 0# 

从上面的式子可以看出为了达到四阶精度,我们至少需要一个 5节点模板# 如此等等,不必赘

述# 但是采用有理逼近的形式,根据Lele等的有理逼近形式[ 3] , 欲达 4阶精度只须

  1
4
f

c
i- 1+ f

c
i +

1
4
f

c
i+ 1 =

3
2

f i+ 1- f i- 1
2h

# 

在本文中, 我们采用一种紧凑的分式Pad�逼近形式代替# 首先引入以下算子符号:

  Eu i = u i+ 1, E- 1u i = u i- 1; L= 12 ( E
1/ 2
+ E
- 1/ 2
) ,

  L̂ =
1
2
( E + E
- 1
) , D= E1/ 2- E- 1/ 2, D̂=

1
2
( E - E
- 1
) ,

它们分别是移位算子, 平均算子和中心差分算子# 利用上述算子符号, 上式又可以转化为

Pad�逼近形式

  ( f x ) i =
1
h

LD
1 + D2
/ 6
f i# 

利用 Pad�逼近,对于守恒方程

  ut + f ( u ) x = 0, ( 1)

我们就有半离散 Pad�型格式

  ut + 1
h

LD
1+ D

2
/ 6
f
n+ 1/ 2
i = 0, ( 2)

这时可以采用 Runge_Kutta方法直接进行积分求解# 或者全离散Pad�型格式

  
u
n+ 1
i - u
n
i

$t +
1
h

LD
1+ D

2
/ 6
f
n+ 1/ 2
i = 0, ( 3)

可以利用-$. 差分方法[ 8]
和 3对角方程组的追赶法计算# 

问题在于当方程中存在多项不同阶的数值导数时# 对于诸如 Burgers, KdV, RLW 和 KdV_

Burgers等非线性方程,如果不能够推导出相同商式的Pad�逼近形式, 则节点模板并不能节省,

甚至可能增大# 

现以下例 Burgers型方程加以说明:

  ut + f ( u ) x =
1
Re
uxx , ( 4)

这是Navier_Stokes方程数值研究中一个很好的模型方程# 如果采用一阶和二阶不同商算子的

Pad�形式,对方程的空间导数进行逼近,则差分方程为

  uit + 1
h

LD
1+ D

2
/ 6
f i =

1

h
2
Re

D
2

1 + D
2
/ 12
ui , ( 5)
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和

  1 +
1
6
D2 1+

1
12
D2
uit +

1
h

1+
1
12
D2 LDf i =

1

h
2
Re

1+
1
6
D2 D2
ui , ( 6)

显然,方程左边模板比较大,需要 5个节点,并没有达到前面所述的减小节点模板的效果, 实际

上仍然是 5节点的模板,需要求解 5对角系数阵的常微分方程组# 或者需要采用分数步方法

  1 +
1
6
D2
v i +

1
h

1+
1
12
D2 LDf i =

1

h
2
Re

1+
1
6
D2 D2
ui , 1+

1
12
D2
uit = v i ,

同样是大为增加了求解的困难# 对于更高阶的发展方程,模板的结点数还要进一步的扩充# 

分析格式, 我们可以发现,模板增大的原因是 Pad�逼近的分式中分母算子不统一,为此我

们试图寻求一种统一的形式以便得到压缩的模板# 

2  Pad�逼近和紧致( Compact)格式

Lele[ 3] , Kobayashi[ 4]等给出了一般情况下的 Compact格式形式:

  B( f
c
i- 2 + f

c
i+ 2) + A(f

c
i- 1+ f

c
i+ 1) + f

c
i = c
f i+ 3- f i- 3

6h
+ b
f i+ 2- f i- 2

4h
+ a

LD
2h
f i , ( 7)

  B( f di- 2 + f
d
i+ 2) + A(f

d
i- 1+ f

d
i+ 1) + f

d
i = �c
f i+ 3- 2f i + f i- 3

9h2
+ �b

D̂2

4h2
f i + �a

D2

h
2f i# ( 8)

一般有理逼近或紧致格式的解法, 是全隐式的方法# 譬如对于守恒方程

  f t + cf x = 0 ( 9)

的求解过程,一般说来,可以分为下面的两个步骤:

1) 在 t = tn 时间层上,根据前面的有理逼近方程, 它可以写成矩阵形式

  AFc= 1
h
BF,

其中 A、B是N @ N 矩阵, N 为t = tn时间层上的未知节点 x = x i 个数, Fc、F分别是相应的

未知函数导数, 及函数值向量# 对于上述简单线性方程情况那是不必预先求解的; 然而在通

常,特别是非线性问题时,就必须预先解出 Fc# 

2) 如果是上述的线性方程情况,可以直接写出有理逼近或者紧致( Compact )格式

  A
dFc
dt
=

1
h
BF# 

即使再进行时间离散,它也是完全隐式型差分格式# 如果采用常微分方程的 Runge_Kutta 方法

求解, 它也是不方便的# 在非线性的情况下, 则根据解出的 Fc或者f ci ( P i ) 代入方程( 9)的差

分格式,得

  un+ 1i = L ( uni , f c( uni ) )# 

根据在第 1节的讨论和分析,我们可以提出以下的小模板简化的 Pad�四阶逼近格式# 

根据文献[ 3]和文献[ 4] ,要求减小节点模板可以选取 B= 0, c = 0# 而且为了保证对于一

阶和二阶微商 f c, f d得到同样分母算子的 Pad�逼近形式,下面取左端相同的系数 A, 右端的

差商系数则分别取 a, b 和�a、�b

  Af ci- 1+ f
c
i + Af

c
i+ 1 = b
f i+ 2- f i- 2

4h
+ a
f i+ 1- f i- 1

2h
, ( 10)

  Af di- 1+ f
d
i + Af

d
i+ 1 = �b
f i+ 2- 2f i + f i- 2

4h2
+ �a
f i+ 1- 2f i + f i- 1

h
2 , ( 11)

又如果仅仅须要达到 4阶逼近精度, 就只要满足下述系数关系
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  a = 2
3
( A+ 2) , b =

1
3
(4A- 1) , �a =

4
3
( 1- A) , �b =

1
3
(10A- 1) ,

可见, A的不同选择能够导致各种不同格式,我们考虑其中两种比较特殊的格式# 

1) 选 b = 0# 则 A= 1/ 4, a = 3/ 2, b = 0, �a = 1, �b = 1/ 2, 就有 Pad�逼近形式

  ux = 1
h

LD
1+ D

2
/ 6
ui , uxx =

1

h
2
D̂

2
/ 3+ 2D

2
/ 3

1 + D
2
/ 6
ui# ( 12)

2) 选 �b = 0# 则 A= 1/ 10, a = 7/ 5, b = - 1/ 5, �a = 6/ 5, �b = 0, 又有另一组Pad�逼近形

式

  ux =
1
h

7D2
/ 6- D̂2
/ 6

1 + D2
/ 12
ui , uxx =

1

h
2

D2

1 + D2
/ 12
ui# ( 13)

由于对于一阶和二阶微商 f c, f d有了相同分母算子的 Pad�逼近形式, 所以可以对方程

( 4)采用上面得到的两组 Pad�逼近进行离散# 考虑到通量函数的复杂性,取第一组, 得

  1 +
1
6
D2
uit +

1
h
LDf i =

1

h
2
Re

1
3
D̂2
+

2
3
D2
ui , ( 14)

这是 3对角的方程组# 也可以采用方程组的 R_K迭代法求解# 

现在,我们介绍一种/ $0方案的全离散解法# 记

  vi = un+ 1i - uni ,
/ $0方法即进行如下两步过程

  1 + 1
6
D2
v i =

$t
h
LDf n+ 1/ 2i +

$t
h

2
Re

1
3
D̂2
+

2
3
D2
u
n+ 1/ 2
i , ( 15)

  un+ 1i = uni + v i , ( 16)

其中

  f n+ 1/ 2i =
1
2
( f ( u
n
i ) + f ( u
n+ 1
i ) ) , u
n+ 1/ 2
i =

1
2
( u
n
i + u
n+ 1
i ) ,

开始的 f ( un+ 1i ) 和u
n+ 1
i 可以用f ( u
n
i ) 和 u
n
i 代替,作为予估值;而后进行迭代校正# 格式是时间

二阶, 空间四阶的# 考虑到方程有二阶微商项,一般要求 $t = O( h2) , 所以可以说是空间四

阶的# 

对于三阶的发展方程,我们依然采用文献[ 3]的形式,选择达到四阶精度 B= 0的 3对角

形式# 同前面( 10)和( 11)一样, 对于三阶微商也取类似形式

  

A( f ci- 1+ f
c
i+ 1) + f

c
i = b
f i+ 2- f i- 2

4h
+ a
f i+ 1 - f i- 1

2h
,

A( f di- 1+ f
d
i+ 1) + f

d
i = �b
f i+ 2- 2f i + f i- 2

4h2
+ �a
f i+ 1- 2f i + f i- 1

h
2 ,

A( f Êi- 1+ f
Ê
i+ 1) + f

Ê
i =

  b̂
f i+ 3- 3f i+ 1+ 3f i- 1- f i- 3

8h3
+ â
f i+ 2- 2f i+ 1+ 2f i- 1- f i- 2

2h3
,

( 17)

显然可以看出, 如果 A取值相同, 在计算中可以缩小模板# 利用 Taylor 展开比较两边系数,为

达到四阶精度, 则需要满足如下关系:

  a = 2
3
(2 + A) , b = 1

3
(- 1 + 4A) ,

  �a = 4
3
(1 - A) , �b =

1
3
(- 1 + 10A) ,

  â = 2, b̂ = 2A- 1# 
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为得到较小的模板, 如果我们选择 b̂ = 0, 代入上式解出相应的各系数得

  A=
1
2
, a =

5
3
, b =

1
3
, �a =

2
3
, �b =

4
3
, â = 2, b̂ = 0, ( 18)

从而可以得到一组 Pad�逼近形式,写成算子形式就是

  f c = 1
h

1

1 + D2
/ 4

1
6
L̂̂D+

5
6
LD f i , ( 19)

  f d = 1
h

2
1

1+ D
2
/ 4

2
3
D̂

2
+

1
3
D

2
f i , ( 20)

  f Ê = 1
h

3
1

1+ D2
/ 4
LD3
f i# ( 21)

3  数值算例与结果分析

3. 1  Burgers方程的初边值问题

首先考虑如下特殊初值的 Burgers方程初边值问题

  ut +
u

2

2 x
=

1
Re
uxx , ( 22)

  u(0, x ) = 1
2

sin(Px ) + sin(2Px ) , ( 23)

  u(0, t ) = u(1, t ) = 0, ( 24)

这是在Navier_Stokes方程数值研究中的一个很好的模型方程, 既有非线性对流项 ( u2/ 2) x , 又

含有扩散项 uxx / Re, Re = 10
4# 由于在上述的初值条件下解将迅速地形成激波,而且随着时间

的进行发展成边界层,所以构造上述 Burgers定解的差分格式要求很高,技巧性很强# 

我们利用上面的 Pad�逼近并采用/ $0方法来进行# 为了保证移项后格式左边是 3对角的

对角优矩阵,我们选择前面提到的格式( 13) ,即选择 A= 1/ 10,保证�b = 0# 令 u it = ( un+ 1i -

u
n
i ) /$t = v i / $t , 方程可以采用两种不同方式求解:

1) 全离散/ $0型紧致( Compact)方式

  1
10
v i- 1+ vi +

1
10
v i+ 1 =

$t
20h
(f
n+ 1/ 2
i+ 2 - f
n+ 1/ 2
i- 2 ) -

    7$t
10h
(f
n+ 1/ 2
i+ 1 - f
n+ 1/ 2
i- 1 ) +

1
Re

6$t
5h

2 ( u
n+ 1/ 2
i+ 1 - 2u
n+ 1/ 2
i + u
n+ 1/ 2
i- 1 ) ,

其中 f = u
2
/ 2# 此时可以通过3对角阵得到 v i# 首先作预估步计算,令 un+ 1/ 2i = uni # 得到予

估值 vi , 计算

  u�n+ 1i = uni + v i ,

再作校正步计算,令

  un+ 1/ 2i =
u
�n+ 1
i + u
n
i

2
,

得到下一时间层的校正值# 

该算例波形的发展趋势是很快就发展成激波,必须要高阶且稳定的格式才可以得到较好

的结果# 如图 1所示,分别显示不同时间的图象,可以看出与实际结果有较好的吻合# 

2) Runge_Kutta型 Pad�方式

同样选择前面提到的格式( 13) ,代入到 Burgers方程的Pad�形式

  1 + 1
12
D2
uit +

1
h

7
6
D2
-

1
6
D̂2 u

2

2

n+ 1/ 2

i
=

1
h

2
Re
D2
u
n+ 1/ 2
i ,
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( a) 初值 t = 0 s       ( b) 初值 t = 0. 5 s

( c) 初值 t = 1. 0 s       ( d) 初值 t = 1. 5 s

图 1  Burgers方程的初边值问题

或者展开为

  1
12
( ui+ 1) t +

5
6
uit +

1
12
( ui- 1) t =

1

h
2
Re
D2
u
n+ 1/ 2
i -

1
6h
(7D2
- D̂2
)
u

2

2

n+ 1/ 2

i
,

显然,这是对角占优的,完全能够保证数值解的稳定性# 

3. 2  KdV方程的单孤立子和双孤立子实验

对于 KdV方程

  ut + uux + Luxxx = 0, ( 25)

可以通过同样的处理得到小模板的格式# 

可以将方程化为

  1
2
v i- 1+ vi +

1
2
v i+ 1 = -

$t
3h
(f i+ 2+ 5f i+ 1- 5f i- 1- f i- 2) +

    L$t
h

3 ( ui+ 2- 2ui+ 1+ 2u i- 1- ui- 2) ,

其中 f i = u
2
i / 2, 特别地,我们也可以取这平方项的线性化形式,并借鉴 Zabusky和Kruskel的系

数平均方式[ 8] , 有的时候效果更好# 下面对于 KdV方程, 取不同的两种初值条件分别进行数

值模拟实验# 

( � ) 单孤立子实验

  u( x , 0) = 12

cosh( x - 15)
2, ( 26)

如图 2所示,表现出单孤立子传播衰减很小# 

( � ) 双孤立子实验
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( a) 初值 t = 0 s       ( b) 初值 t = 6. 0 s

图 2  KdV方程的初边值问题

  u( x , 0) = 48
cosh(2( x - 15) ) 2
+

12
cosh( x - 25)2
, ( 27)

如图 3显示出双孤立子的追赶和碰撞的发展情形, 同样也有较好的守恒性# 

( a) 初值 t = 0 s       ( b) 初值 t = 0. 5 s

( c) 初值 t = 1. 0 s       ( d) 初值 t = 1. 5 s

图 3  KdV方程的初边值问题

3. 3  KdV_Burgers方程的耗散和色散实验

考察如下形式的 KdV_Burgers方程

  ut + 2uux - Muxx + Luxxx = 0, ( 28)

这个方程具有多种模型方程的耦合特征,当 L= 0时是 Burgers方程或者 Convect ion_diffusion方

程,当 M= 0时是KdV方程,是典型的色散型方程# 当 L、M在不同范围内变化时候,将产生色

散、耗散的耦合效应,呈现不同的情况具有不同的性质# 

类似地,利用( 19) ~ ( 21)式,我们有 Pad�型/ $0格式

  1
2
v i- 1+ vi +

1
2
v i+ 1 = -

$t
3h
(f i+ 2+ 5f i+ 1- 5f i- 1- f i- 2) +
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    M$t
3h2
( ui+ 2+ 2ui+ 1- 6u i + 2ui- 1+ u i- 2) -

    L$t
h

3 ($ui+ 2- 2$ui+ 1+ 2$u i- 1- $ui- 2) ,

仍然是采用隐式迭代的/ $0型格式,具体操作步骤如下:

1) 预估步计算# 取

  f n+ 1/ 2i =
1
2
( f
n
i + f
n
i ) , u
n+ 1/ 2
i =

1
2
( u
n
i + u
n
i ) ,   P i ,

利用上述格式, 计算出 v i 的第 1次校正值,代入

  u�n+ 1i = un+ 1i + v i ,

得到 t = tn+ 1时刻的第 1次近似值 u
�n+ 1
i # 

2)校正步计算# 取

  f n+ 1/ 2i = 12 ( f
n
i + f

�n+ 1
i ) , u
n+ 1/ 2
i =

1
2 ( u
n
i + u

�n+ 1
i ) ,   P i ,

再利用上述格式,计算出 vi 的第2次校正值,得校正结果:

  un+ 1i = un+ 1i + v i# 

( a) 初值 t = 0 s        ( b) t = 0. 5 s

( c) t = 0. 6 s       ( d) t = 1. 0 s

图 4  KdV_Burgers方程的色散和耗散实验

如图 4所示, 显示出 KdV_Burgers方程的色散和耗散性质# 当 M2 m 4L, 方程呈现耗散优

势# 其中图4( a) 是耗散实验的初值波形,可以看到仅仅经过0. 5 s的时间,原来波头上的小方

波很快就被抹平了(图 4(b) )# 而当 M2 n 4L的方程色散实验中,我们采用的初值是没有波头

上的小方波的初值# 图 4( c)和图 4( d)分别就是经过 0. 6 s和 1. 0 s后的结果# 表现了方程的

色散优势性质, 由于方程内在的强色散效应, 很快就造成波头上的激烈振荡, 并且在极短的时

间内就向上游发展, 使图形面目全非# 这与理论上的结果是完全吻合的[ 9]# 这对于我们设计
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和构造数值方法是很有借鉴意义的# 也就是说,在设计和构造格式的时候,应当具有适当的数

值耗散和数值色散的效果,就必须控制和调节它的数值余项,特别是偶阶余项和奇阶余项的系

数强度[ 10]# 
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Small_Stencil Pad�Schemes to Solve Nonlinear

Evolution Equations

LIU Ru_xun,  WU Ling_ling

( Depar tm ent of Ma them atics , Univer sity of Scien ce an d Technology of China ,

Hefei 230026, P . R . China )

Abstract: A set of small_stencil new Pad�schemes with the same denominator are presented to solve

high_order non_linear evoltuion equations. Using this scheme, the fourth_order precision cannot only be

kept, but also the final three_diagonal discrete systems are solved by simple Doolittle methods, or ODE

systems by Runge_Kutta technique. Numerical samples show that the schemes are very satisfactory.

And the advantage of the schemes is very clear compared to other finite difference schemes.

Key words: evolution equation; compact scheme; Pad�scheme; node stencil; soliton
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