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摘要 :  提出了基于实测的井深及相应的井斜角和方位角来获得确保井内钻柱参考构形长度不变

的井眼轴线插值方法# 当以空间大位移井的井眼轴线为钻柱的参考构形时, 钻柱内的初始内力可

以由井眼轴线的曲率和挠率确定# 利用基于在空间自然坐标系下的包含所有单元刚体位移和常

应变模式的位移函数,严格地按虚功原理推出了具有初始曲率和挠率的钻柱单元内由初始内力所

引起的等效节点力计算公式,为大位移井钻柱的几何非线性处理提供了理论依据# 澄清了钻柱有

限元分析中的若干基本概念# 为随后进行的以井眼轴线为参考构形的小变形分析, 计算钻柱的自

重和基于自然坐标系下的线性刚度矩阵及一致载荷列阵提供了保证# 
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引   言

在三维曲井井眼内, 钻柱产生大变形,属空间大转动梁(有些位置处的位移的一阶导数绝

对值大于 1)# 但应力和应变仍保持线弹性关系# 钻柱的变形在计算时通常可分为两部分考

虑:一是由于井眼轴线的挠曲,使钻柱由原来的直线状态变到与井眼轴线相一致的状态而发生

的变形,这部分变形称为初始变形,其中包含了较大的转角位移,蕴含了有限转动问题;二是相

对于井眼轴线产生的后续变形,这部分变形属于小变形# 钻柱的变形总量是大变形,属于几何

非线性问题# 国内一些有关钻柱的几何非线性分析方面的文章,个别在概念上有错误,有的与

实际情况相差悬殊, 没有普遍性# 文献[ 1]在推导考虑大位移的非线性应变矩阵时, 曲率表达

式中分母上与位移一阶导数有关的部分进行了Taylor 级数展开# 由于位移的一阶导数在有些

场合可能大于 1,这样关于一阶导数的幂级数就不收敛# 即使小于 1,若不是比 1小得多, 仅取

级数前3项也不能保证精度# 文献[ 2]和文献[ 3]等利用带有动坐标的迭代法来分析三维大挠

度钻柱的受力和变形,但在迭代计算时,把 3个转角自由度看作和 3个线位移自由度一样按矢

量来迭加# 当转角不是无限小时, 或者说大到一定程度时, 角位移就不再可以看作通常意义下
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的矢量[ 4]# 带有动坐标的迭代法中关于空间大转动角的处理方法,文献[ 5]进行了陈述# 

在钻井时, 每钻进一段井深,可测出井深、方位角和井斜角# 有了这些测点数据,就可确定

井眼轴线# 对两测点之间井眼轴线形状假设的不同,导致了不同的插值方法# 若采用 3次样

条插值方法,对井眼轴线参变量函数进行插值,建立井眼轴线插值函数,这样得到的井眼轴线

与实测结果可能不符[ 6, 7]# 特别是当相邻两测点的井斜角和方位角相等或位移的一阶导数相

等时,如果仍用 3次样条曲线来模拟,将在这两测点之间的井眼轴线上或在某平面的投影曲线

上出现拐点# 这种插值方法的致命缺点是不能保证三维曲井的井轴长度不变,这就不能为正

确地计算钻柱的自重、初始内力和在以井眼轴线为参考构形时的结构刚度矩阵及一致载荷列

阵提供可靠的保证# 

鉴于上述情况, 本文提出了根据各测点的井深 s、相应测点处实测的方位角 U和井斜角 H

来获得确保钻柱参考构形长度不变的井眼轴线插值方法# 根据井眼轴线的曲率和挠率, 可得

到钻柱的初始内力# 对于变形成任意空间曲线形状的钻柱,利用基于在自然坐标系下的包含

所有单元刚体位移和常应变模式的位移函数[ 8] ,从理论上说明了在以井眼轴线为参考构形时,

由初始内力引起的等效节点力的计算方法# 实际钻柱的分析除了几何非线性外,还应包含与

井壁的接触非线性# 由于页数限制,这里仅给出了钻柱几何非线性的处理方法,钻柱的双重非

线性问题将在以后发表的文章中讨论# 

1  钻柱参考构形的数学描述

让 h i- 1 = si - si- 1表示两测点间( si- 1 [ s [ si ) ( i = 1, 2, ,, n ) 的距离,井深 s 处的方位

角 U和井斜角H可以用相邻两测点的井斜角( Hi- 1, Hi ) 和方位角( Ui- 1, Ui ) 分别对其进行线性

插值,即

  
H= Hi- 1 + ( Hi - Hi- 1) ( s - si- 1) / hi- 1,

U= Ui- 1 + ( Ui - Ui- 1) ( s - si- 1) / hi- 1,
( 1)

实际的井眼轴线可以看成是一条光滑的连续曲线,因此,在保证位置坐标对井深的一阶导数连

续的前提下,对一阶导数进行积分来分段构造钻柱参考构形轴线的插值函数# 利用位置坐标

对井深 s 的一阶、二阶和三阶导数,由微分几何方法可求得钻柱参考构形轴线上各点处的曲率

和挠率# 

1. 1  问题描述

为了确定井眼轴线在空间的位置, 选取与现场实际一致的地理坐标系 OXYZ, 原点选在地

面上任一点# 对某一特定井,通常选井口作为坐标原点, X、Y、Z 轴分别指向正北、正东和铅

垂向下# 井眼轴线可以用参数方程表示为:

  R( s) = X ( s ) i + Y( s) j + Z( s ) k, ( 2)

式中,弧长参数 s 是井深, X ( s )、Y( s)、Z ( s) 是井眼轴线上点的位置坐标# 

井眼轴线某点处坐标对井深 s 的一阶导数[ 6] :

  

Xc( s) = sinHcosU,

Yc( s ) = sinHsinU,

Zc( s) = cosH,

( 3)

式中(  )c表示的是对弧长 s 的导数# 不同井深位置的方位角 U( s ) 和井斜角 H( s ) 可由实测

数据和式(1) 求得# 这样钻柱参考构形轴线的插值问题可以叙述为: 已知一系列 si、Ui、Hi ( i
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= 0, 1, 2, ,, n) 及井斜起始点处X ( s0) = X0、Y( s0) = Y0、Z( s0) = Z0,在保证位置坐标的一

阶导数连续的前提下,分段求出坐标 X ( s)、Y( s )、Z( s ) 二阶导数 Xd( s )、Y d( s)、Z d( s ) 和三

阶导数, X Ê ( s)、Y Ê ( s )、Z Ê ( s ) 以及曲率 J( s) 和挠率 S( s )# 

1. 2  位置坐标插值函数
由式( 3)可见,

  [ Xc( s) ]
2
+ [ Yc( s) ]

2
+ [ Zc( s) ]

2 S 1, ( 4)

式( 4)的成立与 U和H的值无关# 因此, 对式( 3)的 3个式子积分可以得到长度不变的钻柱参

考构形曲线的插值函数# 插值函数有 2种不同形式# 

1. 2. 1  线性插值函数
若同时有 Ui = Ui- 1和 Hi = Hi- 1, 则将式(3) 在区间 si- 1 [ s [ si上积分得到的应该是线

性插值函数:

  X ( s ) = X i- 1 + Xc( si- 1) ( s - si- 1)# ( 5)

Y( s )、Z( s ) 的表达式与式( 5)类似,不再赘述# 

1. 2. 2  一般螺旋线插值函数
先考虑 Zc( s ) ,由于它只受 H( s ) 的影响# 当 Hi - Hi- 1 = 0时, Z ( s) 是与式(5) 类似的线

性函数# 当有 Hi - Hi- 1 X 0时, 则在区间 si- 1 [ s [ si 上的坐标Z( s ) 的插值函数可表示为

Z ( s) = Zi- 1 +
h i- 1 sin[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1) / h i- 1 + Hi- 1] - sin( Hi- 1)

Hi - Hi- 1
# ( 6)

X ( s) 和 Y( s) 会因相邻 2测点的 H( s )、U( s) 间的关系不同而有 3种不同形式# 若同时

有 Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1 X 0和 Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1 X 0,则区间 si- 1 [ s [ si上的坐标X ( s)、

Y( s ) 的插值函数为:

X ( s) = X i- 1 +
h i- 1[ ( Hi - Hi- 1) cos( Hi- 1) cos( Ui- 1) + ( Ui - Ui- 1) sin( Hi- 1) sin( Ui- 1) ]

( Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1) ( Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1)
-

   
hi- 1

2

cos[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1) / h i- 1 + ( Hi- 1 + Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1
+

   
cos[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1) / hi- 1 + ( Hi- 1 - Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1
, ( 7)

Y( s ) = Yi- 1 +
hi- 1[ ( Hi - Hi- 1) cos( Hi- 1) sin( Ui- 1) - ( Ui - Ui- 1) sin( Hi- 1) cos( Ui- 1) ]

( Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1) ( Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1)
+

   
hi- 1

2

- sin[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1) / hi- 1 + ( Hi- 1 + Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1
+

   
sin[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1) / hi- 1 + ( Hi- 1 - Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1
, ( 8)

若有 Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1 = 0, 则 X ( s) 和 Y( s) 取下列形式

X ( s) = X i- 1 +
1
2

h i- 1cos( Hi- 1 - Ui- 1)

Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1
+ ( s - si- 1) sin( Hi- 1 + Ui- 1) -

   
h i- 1cos[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1) / h i- 1 + ( Hi- 1 - Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1
, ( 9)

Y( s ) = Yi- 1 +
1
2

hi- 1sin( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1) / hi- 1 + ( Hi- 1 - Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1
-

   
h i- 1sin( Hi- 1 - Ui- 1)

Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1
- ( s - si- 1) cos( Hi- 1 + Ui- 1) , ( 10)
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若有 Hi - Hi- 1 - Ui + Ui- 1 = 0, 则 X ( s) 和 Y( s) 分别为

X ( s) = X i- 1 +
1
2

h i- 1cos( Hi- 1 + Ui- 1)

Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1
+ ( s - si- 1) sin( Hi- 1 - Ui- 1) -

   
h i- 1cos[ ( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1) / h i- 1 + ( Hi- 1 + Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1
, ( 11)

Y( s ) = Yi- 1 +
1
2

-
h i- 1[ sin( s - si- 1) ( Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1) / h i- 1 + ( Hi- 1 + Ui- 1) ]

Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1
+

   
h i- 1sin( Hi- 1 + Ui- 1)

Hi - Hi- 1 + Ui - Ui- 1
+ ( s - si- 1) cos( Hi- 1 - Ui- 1) # ( 12)

1. 3  曲率和挠率

将式( 3)再对 s 求二阶、三阶导数,然后由微分几何
[ 9]
所列的曲率 J( s ) 和挠率 S( s ) 计算

公式:

  J( s) = | Rd | , S( s ) = ( Rc RdRÊ ) / | R
d

|
2
, ( 13)

注意到式( 1) ,可得在区间 si- 1 [ s [ si上取一般螺旋线形状的钻柱参考构形的曲率J( s ) 和挠

率 S( s ) :

  

J( s) =
1

hi- 1
( Hi - Hi- 1)

2
+ ( Ui - Ui- 1)

2sin2H,

S( s) =
| ( Ui - Ui- 1) cosH|

hi- 1
1+

( Hi - Hi- 1)
2

( Hi - Hi- 1)
2
+ ( Ui - Ui- 1)

2sin2H

( 14)

有4种特殊情况,曲率 J( s) 和挠率 S( s) 取 4种不同形式:

a. 若同时有 Ui = Ui- 1 和 Hi = Hi- 1, 钻柱参考构形轴线取直线形状:

  J( s) = S( s) = 0; ( 15)

b. 若有 Ui = Ui- 1, 钻柱参考构形轴线取圆弧形状:

  J( s) = | Hi - Hi- 1 | / h i- 1, S( s ) = 0; ( 16)

c. 若有 Hi = Hi- 1 X P/ 2, 钻柱参考构形轴线取圆柱螺旋线形状:

  J( s) =
| ( Ui - Ui- 1) sinHi- 1 |

hi- 1
, S( s ) =

| ( Ui - Ui- 1) cosHi- 1 |

hi- 1
; ( 17)

d. 若有 Hi = Hi- 1 = P/ 2, 钻柱参考构形轴线取圆弧形状:

  J( s) = | Ui - Ui- 1 | / h i- 1, S( s ) = 0# ( 18)

至此,根据实测的井深、井斜角和方位角,得到了光滑的、实际长度不变的钻柱参考构形轴

线的形状# 

2  几何非线性的处理

以井眼轴线为参考构形时, 可认为钻柱内已存在有初始内力 R0; 而相对于井眼轴线的后

续变形为小变形# 在钻柱内产生的附加内力记作 R1,总的内力 R = R0 + R1# 

对于有限长 h i- 1 的处于参考构形位置上的两节点钻柱单元,可用具有基矢量( et , en, eb)

的自然坐标系来描述# 每个节点有 3个线位移[ u  v  w ]
T
,分别沿构形轴线的切线、主法线

和副法线方向; 3个角位移[ H U <] T
,是分别绕切线、主法线和副法线 3轴的转角# 所受的

外力有:沿钻柱轴线的分布力[ qt  qn  q b]
T 和分布力偶矩[ m t  mn  m b]

T
; 作用在两节点上

的集中力[ F t( i- 1)  Fn( i- 1)  F b( i- 1) ]
T
, [ F t i  Fni  F bi ]

T 和集中力偶矩

  [ M t( i- 1)  Mn( i- 1)  Mb( i- 1) ]
T
, [ M ti  Mni  Mbi ]

T
,
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其中包括井壁的约束反力# 在外力作用下,钻柱单元在井眼内的节点位移(小位移)列阵可表

示为

  de = [ u i- 1  v i- 1  w i- 1  Hi- 1  Ui- 1  <i- 1  u i  vi  w i  Hi  Ui  <i ]
T
, ( 19)

内力 R1 = CBde ,其中 B为井眼轴线参考构形下的单元应变矩阵, C是与单元截面形状尺寸和

材料有关的弹性刚度矩阵 # 假定从这一平衡位置对单元施加一组任意的无限小的虚位移

Dde ,相应的虚应变 DE= BDde# 在单元内,相应的内力虚功为

  DWi = Q
s
i

s
i- 1

DE T Rd s = Dd e
T Q

s
i

s
i- 1

B
T R0ds + K ede , ( 20)

式中 K e = Q
s
i

s
i- 1

B
T
CBds 是参考构形下的单元线性刚度矩阵# 外力虚功为

  DWe = Dde
T
F e, ( 21)

式中

  F e = Q
s
i

s
i- 1

N ( s)
T
[ qt  qn  qb  mt  mn  mb]

Tds +

      [ F t( i- 1)  F n( i- 1)  Fb( i- 1)  M t( i- 1)  M n( i- 1)  Mb( i- 1)  

      F t i  Fni  F bi  M ti  Mni  Mbi ]
T
, ( 22)

N ( s) 为形函数矩阵
[ 8]# 据小位移弹性理论中的虚位移原理,DWi = DWe ,由于 Dde

T X 0, 故

有

  K ede = F e+ F0e, ( 23)

这就是以井眼轴线为参考构形时的钻柱单元刚度方程,其中

图 1 羊丛 22井井眼轴线

  F0e = - Q
s
i

s
i- 1

B
T R0ds , ( 24)

力 F0e反映了初始内力 R0的影响,与文献[ 10]中的结果相同# 

对于各向同性线弹性材料的圆截面梁,根据梁的经典理论

和广义/ Bernoulli_Eulerian0理论[ 11]
, 由于不考虑钻柱的横向剪切

变形和截面的翘曲, 在参考构形下假设没有轴向变形# 令曲率

改变量为 Jt = S( s) , Jn = 0, Jb = J( s)# 这样,钻柱内的初始内

力可表示成

  R0( s) = [ F t  M t  Mn  Mb]
T

=

       [ 0  GJS( s)  0  EIJ( s) ]
T
, ( 25)

式中 J 是截面极惯性矩, I 是截面关于中性轴( n或b) 惯性矩# E 和G 分别为材料的弹性模量

和剪切弹性模量# 

3  实 例计 算

例1  定向井羊丛 22井(大港羊三木油田)# 测点间钻柱总长 1 223 m,实测井眼数据参考

文献[ 6]# 

利用全部的测点数据用两种插值方法进行了模拟, 所得结果如图 1所示# 在用样条插值

方法[ 6]得到的曲线上用 82段直线代替曲线,计算所得的长为 1 682. 51 m,比实长长了37. 57%# 

利用式( 14) ~ ( 18)可求得钻柱轴线上各点的曲率和挠率# 在每一测点处,曲率和挠率不
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连续,由式( 25)可知,初始内力 ) ) ) 弯矩和扭矩也会不连续# 但由式( 23)和( 24)知, 作用在整

个单元各截面上的初始内力的影响,最终将表现为单元的等效节点力, 在当前的参考构形下,

某一截面处内力的近似所带来的影响不会太大# 

为了验证本文提出的钻柱几何非线性处理方法的合理性, 只需要验证式( 23)和( 24)的正

确性# 下面的例 2给出的是一个大转动小应变的例子[ 12]# 由于悬臂梁的某一加载步的构形

已知(相当于井眼轴线的测点值已知) , 可利用本文介绍方法进行求解,并与文献[ 12]中的解相

比较来验证本文方法的正确性# 

图 2  端部受集中力的悬臂梁

例 2  图 2所示悬臂梁,取无量纲量 EI = 1, EA = 108
, L =

1, 分 4个单元,每一载荷步 $P = 0. 01,用修正的 Lagrange( U L)

及带有动坐标的迭代法[ 13] 可求得 P = 5. 00时的位置# 已知各

节点处的斜率, 运用本文给出的插值函数重新插值,求得长仍为

1的近似的当前参考构形位置及曲率# 

表1给出了在当前构形下, 一步分别加载 P = 5. 00、P =

5105、P = 5. 10时用曲梁单元[ 8]与用修正的Lagrange(U L)及带有动坐标的迭代法所确定的自

由端位置间的相对误差# 
表 1 自由端的位置误差

载荷 P = 5. 00 P = 5.05 P = 5. 10

坐标 x y x y x y

分步加载 0. 612 55 0. 720 59 0. 609 93 0. 722 42 0. 607 35 0. 724 22

一步加载 0. 613 35 0. 714 13 0. 612 03 0. 715 31 0. 610 82 0. 716 43

百分误差 e / ( % ) 0. 130 6 - 0. 896 5 0. 344 3 - 0. 984 2 0. 571 3 - 1. 075 6

  由表 1数据可见: 误差随着载荷步长的增大而增大# 因此, 为保证计算的精确度, 在用空

间曲梁单元对已有初始变形的杆件进行有限元分析时, 后续变形必须是小变形# 而三维曲井

内的钻柱相对于以井眼轴线这一位置的参考构形所发生的后续变形是小变形, 所以,可以方便

地采用修正的 Lagrange(U L) , 即( 23)和( 24)式, 来近似处理钻柱与井眼轴线相一致时的初始变

形所引起的几何非线性(大位移、大转动)问题# 

4  结   论

本文提出的井眼轴线插值方法,完全基于实测数据,不需要对实测数据做任何光顺处理,

使得到的井眼轴线轨迹能与实际情况相符# 这样,以井眼轴线为参考构形,在进行随后的小变

形分析时,可为计算钻柱的自重、初始内力和基于自然坐标系下的线性刚度矩阵及一致载荷列

阵提供可靠的保证# 严格地按虚功原理推得的初始内力所引起的等效节点力计算公式, 为大

位移井钻柱的几何非线性处理提供了理论依据# 澄清了钻柱有限元分析中的若干基本概念# 

[参  考  文  献]

[1]  刘延强,吕英民. 环空钻柱结构三维非线性分析[ J] .应用数学和力学, 1994, 15(3) : 259) 272.

[2]  于永南,帅健, 吕英民,等. 下部钻具组合的大变形分析 ) ) ) 有限元动坐标迭代法的应用[ J] . 石油

大学学报, 1993, 17(1) : 36 ) 40.

[3]  刘延强,吕英民, 于永南.环空大挠度钻柱力学分析的动坐标迭代法及其简化应用[ J] . 计算结构

力学及其应用, 1998, 19(1) : 110 ) 113.

852 谈   梅   兰    王   鑫   伟



[4]  Argyris J H. An excursion into large rotations[ J] . Comput er M ethods in Applied Mechan ics and En-

gineer in g , 1982, 32( 2/ 3) : 85 ) 155.

[5]  谈梅兰,王鑫伟. 梁的三维空间大转动的有效处理方法[ J] .南京航空航天大学学报, 2004, 36( 6) :

584 ) 588.

[6]  吕英民. 有限元法在钻柱力学中的应用 ) ) ) 井眼轨迹控制理论与实践 [M] . 山东: 石油大学出版

社, 1996, 8 ) 12.

[7]  刘延强,蔡强康, 吕英民. 三维井眼轴线的数值模拟计算[ J] . 石油大学学报, 1990, 14(3): 45) 54.

[8]  谈梅兰,王鑫伟. 一种有效的分析任意空间形状曲杆单元的位移函数[ J] . 工程力学, 2004, 21( 3) :

134 ) 137.

[9]  苏步青,胡和生, 沈纯理,等. 微分几何[M] .北京: 人民教育出版社, 1979, 6) 7.

[10]  刘正兴, 孙雁,王国庆. 计算固体力学[M] .上海: 上海交通大学出版社, 2000.

[11]  Love A E H. A Treatise on the Mathem atical Theor y of Ela sticity [ M] . 4th ed. New York: Dover

Publications, 1927.

[12]  Yang T Y. Finite Elem ent Structu ra l An aly sis [M] . New Jersey: Prentice_Hall, 1986, 247) 249.

[13]  Cook R D. Con cepts and Applicat ion s of Finite Elem ent Analy sis [ M] . New York: John Wiley &

Sons, 1981, 353) 356.

New Method for Geometric Nonlinear Analysis

of Large Displacement Drill Strings
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Abstract: Based on the actual measured well depth, azimuth and oblique angles, a novel interpola-

tion method to obtain the well axis is developed. The initial stress of drill string at the reference state

being consistent with well axis can be obtained from the curvatures and the tortuosity of well axis. By

using the principle of virtual work, formula to compute the equivalent load vector of the initial stress

was derived. In the derivation, natural ( curvilinear) coordinate system was adopted since both the

curvature and the tortuosity were generally not zero. A set of displacement functions fully reflecting

the rigid body modes was used. Some basic concepts in the finite element analysis of drill string have

been clarified. It is hoped that the proposed method would offer a theoretical basis for handling the

geometry nonlinear problem of the drill string in a 3_D large displacement wellbore.

Key words: finite element; geometric nonlinearity; numerical simulation; drill string
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