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摘要:  研究外界场作用下, 激发介质的波前曲率关系和波形变化# 理论分析波前曲率关系, 得到

外界场作用下 ,波前的法向速度与波前平均曲率、平面波速和外界场之间的线性关系# 数值分析

外界场作用下 ,激发介质的 Bar_Eiswirth 模型, 得到外界场作用下激发介质的波形图案# 这里的理

论分析、数值结果与 BZ反应的实验结果完全一致,从而解释了外界场作用下的 BZ现象, 且由数值

结果可知激发介质包含丰富的波形图案# 
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引   言

激发介质的研究涉及 BZ 化学反应、阿米巴细菌的聚集、心脏心肌组织等问题[ 1]# 这类介

质的特点是,当扰动比较小时,介质能很快恢复到原来的静息状态;若刺激超过某一临界值,则

介质会出现长时间的激发状态# 在激发介质的研究中, 心脏的纤维性颤动与心肌组织的性质

有关[ 2]# 一个流行的观点是: 心肌细胞的动作电位可以形成螺旋波及其破碎的图案,而此类动

作电位的波形可影响心脏节律,导致心脏纤维性颤动, 若纤颤不及时治疗, 病人可能在几分钟

内突然死亡# 由于涉及人体的生命,心肌组织的实验研究十分困难, BZ 溶剂和心肌组织都属

于激发介质的范畴, 而 BZ 实验容易操作,实际常常通过 BZ 实验产生的波形图案, 分析理解心

肌组织的特性# 

从已有的 BZ实验或阿米巴细菌聚集的波形图案可知, 平面波形结构有螺旋、双螺旋、超

螺旋和多臂螺旋等[ 2]# 螺旋波的波尖会出现漫游现象, 这种漫游的轨迹呈扭曲的螺旋链或花

瓣形[ 3]# 空间的波形难于观察, 但更加丰富, BZ 实验呈现环形回卷波、扭曲回卷波、楼梯回卷

波等变化,由于波形之间的相互作用, 详细描述这类波形图案的变化相当困难# 数值结果表

明,平面具有螺旋波及其破碎,空间具有回卷波及其组织中心的扭曲、打结和连接等形式
[ 2]# 
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对 BZ 化学反应,其动力学变化可简化为如下模型[ 4]# 

  5 u
5 t = E¨2

u + E- 1
f ( u, v) ,

5v
5t = EL¨2

v + g( u , v ) , ( 1)

式中 u 为快变量, v 为慢变量, E是小参数, L代表扩散系数的比率# 不同形式的反应项 f ( u ,

v) , g ( u, v) , 表示不同的动力学模型,但都具有通常激发介质的特点: f 的零值线f ( u, v) = 0

有 3个分支分别为: u = u- ( v) , u = u0( v) 和 u = u+ ( v) , g 的零值线单调变化# 两者的交

点在 f ( u, v) = 0左边一支 u = u- ( v) 上# 激发介质的激发态存在于空间的某一区域,此区

域包含两个曲面作边界# 用快变量 u来描述:从静息态u = u- ( v )跳跃到激发态 u = u+ ( v )

的边界曲面为波前# 从激发态 u = u+ ( v) 恢复到静息态 u = u- ( v ) 的边界曲面称为波后,

波前和波后的相交区域抽象为空间曲线,称为组织中心 # 在波前的切平面附近, 快变量 u 变

化很小,在法线方向,快变量 u 变化很快# 慢变量 v 变化不明显# 

激发介质中的 BZ反应可以显示丰富的波形图案,影响 BZ 波形变化的因素很多, 如外界

场刺激、周期激励、介质均匀性和边界影响等, 都会对波形图案产生影响# 已有的 BZ 实验表

明,对产生螺旋波的 BZ溶剂施加电场作用时,波形会慢慢向正极移动[ 5]# 在与电场垂直的方

向上,螺旋波形会相互分离# 外加周期电场, 可以得到一个大螺旋和多个小螺旋形同时出现的

超螺旋结构[ 6]# 强光作用时, 溶剂产生了细浪形或破碎形小螺旋波, 破碎的螺旋波形成迷宫似

的立波图案# 当光照频率变化时, 还可以看到外界刺激与螺旋波的共振现象[ 6, 7] # 温度场对

波形也有影响, 当温度变化时, 可得到各种扭曲的回卷波形和对应扭曲的组织中心# 外界温

度场的作用还会使回卷波的组织中心所形成的平面缓慢移动, 最后垂直于温度形成的梯度

场[ 8]# 此外,边界形状、介质不均匀性等因素,也经常作为外界场的作用# 

最近,已有大量的BZ 实验研究外界刺激对BZ 波形的影响,但理论分析和数值结果较少[ 1]# 

本文首先利用摄动方法, 理论分析外界场作用下激发介质的波前曲率关系# 然后数值分析激

发介质的 Bar_Eiswirth模型
[ 9, 10]

,观察外界场作用下的波形变化# 

2  外界场的摄动分析

外界场对激发介质的影响比较复杂,理论描述也不相同,外界场对 BZ 反应的影响是浓度

变化率,具体表现在 BZ反应项的变化, 对固定外界场的影响,有如下 Steinbock的模型[ 7] :

  

5 u
5 t = E¨2

u + E- 1
f ( u , v ) + M1

5u
5x + M2

5 u
5y + M3

5 u
5z ,

5v
5t = EL¨2

v + g( u, v )# 
( 2)

向量M = M1, M2, M3 表示外界场对整个模型的作用,为简单起见,这里研究二维情形# 

利用文献[ 3] 的方法,在波前边界层内建立移动坐标系# 设在任意时刻 t ,波前为一曲线 #, s

为从波尖到波前 #上一点的曲线弧长, r 为波前邻域内一点( x , y ) 到波前 # 的法向距离# 这

样就得到了波前邻域内局部正交的移动坐标系( r , s)# 在任意时刻,波前邻域内的点( x , y )可

用边界层内的局部移动坐标系( r , s) 来表示,且波前 �由点集 ( x , y ) : r ( x , y , t ) = 0 表示# 

不失一般性,可取 | r̈ | = 1, r̈# s̈ = 0# 设移动坐标系和原坐标系的坐标变换为:

  S = t , r = r ( x , y , t ) ; s = s ( x , y , t ) ,

则两个坐标系的变换关系为:
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5
5 t =

5
5S+ rt

5
5 r + st

5
5 s ,

5
5x = rx

5
5r + sx

5
5s ,

52

5x 2 = r
2
x
52

5 r2
+ s

2
x
52

5s 2+ rxx
5
5r + sxx

5
5 s + 2rxsx

52

5 r5 s ,

¨2
=

52

5r 2+ | ¨s |
2 52

5 s2
+ ¨2

r
5
5r + ¨

2
s
5
5 s# 

在新的移动坐标系下,方程( 2)变为:

  

E
5 u
5S +

5 u
5r rt +

5 u
5 sst = E

2 52
u

5r 2 +
52
u

5 s2
| s̈ |

2
+

5u
5 r ¨

2
r +

5 u
5 s ¨

2
s +

  EM 1 rx
5u
5r + sx

5 u
5 s + EM 2 ry

5u
5 r + sy

5 u
5 y + f ( u, v) ,

5 v
5S+

5v
5rrt +

5 v
5 sst = EL

52
v

5r2
+

52
v

5 s2
| s̈ |

2
+

5v
5r ¨

2
r +

5v
5 s ¨

2
s + g( u, v)# 

( 3)

在波前边界层内,快变量 u 沿波前法向的变化很快, 用扩大的法向标度来观察# r = ER ,

得到方程(3) 的 O( E0
) 阶近似:

  

52
u

5R 2+ ( E¨2
r + M1rx + M2ry - rt )

5 u
5R + f ( u, v) = 0,

5v
5Rrt = L

52
v

5R2 ,

( 4)

其中 ¨2
r 刻画波前曲面的平均曲率, 为分析弯曲对波前曲面的影响,这里保留了 E¨2

r 项,由

方程(4) 的第 2式得知,在边界层内可取 v = v0 为常数,则方程( 4)简化为:

  52
u

5R 2+ ( E¨2
r + M 1rx + M 2ry - rt )

5 u
5R + f ( u, v0) = 0, ( 5)

对方程( 5) ,自变量 R 的变化范围是(- ] , + ] )# 在波前的法线两侧, 变量 u 从u- ( v0) 很快

跳跃到 u+ ( v0) , 由一维反应扩散方程的性质可知:

  lim
R y- ]

5 u
5R = 0, lim

R y+ ]

5u
5R = 0,

在方程( 5)的两边分别乘5 u/ 5R ,并对 R 从- ] 到+ ] 积分, 注意到上面的极限条件得:

  rt = E¨2
r + M1rx + M2ry + c, ( 6)

其中常数 c

  c = Q
u
+
( v

0
)

u
-
( v

0
)
f ( u, v0)du Q

+ ]

- ]

5u
5R

2

dR ,

这里表示波前作为平面波形的平面波速;注意到 r( t ) 表示波前邻域内一点( x , y ) 到波前 #的

法向距离; rt 表示波前曲面的法向波速; ¨2
r 刻画波前的平均曲率; M1rx、M2ry 表示外界场对

法向波速的影响# 

方程 ( 6) 表示波前的法向速度与波前平均曲率、外界场的线性关系# 记向量 M =

M1, M 2 , H为波前法向和外界场M 的夹角, K 表示波前的平均曲率,可将方程( 6)写成:

  N = EK + McosH+ c, ( 7)

式中 M = | M | = M
2
1+ M

2
2# 

同理,可得空间情形激发介质的波前曲率关系,它给出波前曲面的法向速度和外界场之间

的线性关系# 从方程( 7)可得如下结论:在外界场作用下, 激发介质波前曲面的法向速度受两

方面影响,一是波前平均曲率, 二是外界场的大小# 这种影响可解释观察到的 BZ实验现象,
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对螺旋波,波前的法向速度大小,受外界场的模和外界场与波前曲面夹角大小两个因素影响# 

当 H= 0时,波前法向与外界场的方向一致,波前法向波速最大;当 H= P时,波前法向与外界

场的方向相反, 波前法向波速最小# 在电场作用下的螺旋波,沿电场方向, 波速最大,反电场方

向最小,由于沿电场方向波速最大,所以整个波形要向沿外界场的方向移动, 这与实验结果[ 5]

完全一致# 对回卷波,仅考虑环形组织中心的回卷波在外界场作用下的变化# 当回卷波受到

外界场的作用时,波形沿外界场方向的速度分量最大, 所以整个回卷波向外界场的方向移动# 

在移动过程中, 从方程( 7)可知, 空间波形各点的移动速度不均匀, 对圆环形组织中心的回卷

波,只有组织中心所在的平面垂直外界场时才能使得整个波形的各向速度均衡,即回卷波达到

稳定状态# 这样就解释了文献中温度场的实验结果[ 8]# 对波形破碎的情形, 由于外界场作用

下的方向波速增加, 上面的理论结果,可以说明破碎波形会出现移动现象# 

3  外界场的数值分析

激发介质产生丰富的波形图案[ 1, 2] ,影响波形图案变化的因素很多, 如外界场、介质不均

匀性和边界形状等# 由于模型的非线性,外界影响的理论分析都比较困难# 上面外界场的理

论结果,比较深刻地描述了波前法向速度、平均曲率和外界场之间的线性关系,下面对外界场

的作用进行数值研究# 计算采用激发介质的 Bar_Eiswirth模型[ 8] , [ 10] ,扩散项采用欧拉隐式格

式,方程组用算子分解方法[ 10] ,矩形边界提出 Neumann边界条件# 

激发介质的 Bar_Eiswirth模型如下:

  

5 u
5 t = E¨2

u + E- 1
u( 1- u ) u -

v + b
a

+ M1
5u
5x + M2

5 u
5y ,

5v
5t = EL¨2

v + u
3
- v# 

( 8)

图 1  (第 1 行图形是没有外界场扰动的波形, 第2 行是外界场 M1 = 1, M2 = 0

作用下的波形,计算时间分别为 t = 20 s、30 s、40 s、50 s、60 s# 

第 3行是外界场作用下, 波形逐渐消失的情形)# 
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若方程( 8)不考虑外界场,其数值分析可采用Linux 下的程序 EZSPIRAL# 这里的计算是在

Windows下进行,并添加外界场影响# 由于模型的非线性,有很多的因素影响计算结果# 首先

采用 5点差分格式,固定在 80 @ 80的正方形中,取参数 a = 0. 75, b = 0. 08, E= 1/ 80, D= 1E

- 4, L= 0# 每个方向取 242个分点,时间步长为 0. 8,图形显示用 v 的等值线度量# 

由图 1的计算结果可以看到,没有外界场时, 方程( 8)显示螺旋波形# 外界场作用下螺旋

波形逐渐移动, 最后消失, 这个数值结果和前面的理论分析或 BZ 的实验现象相同, 从而说明

这里的理论分析、数值结果和 BZ实验结果完全一致,但数值计算的结果比理论分析更深刻# 

若改变参数 E= 1/ 20, 其它条件不变,没有外界场的波形和图 1类似,出现螺旋结构# 但外界

场作用下的波形对应破碎螺旋波, 且长时间的破碎波形, 不仅移动而且包含丰富的图案, 见

图2# 

图 2 (计算时间分别为 t = 1 713 s、1 720 s、1 727 s、1 730 s、1 737 s# 

波形结构的变化出现重复)

由于模型的非线性, 影响激发介质波形变化的因素很多,若仍用图2中的参数,但计算时,

每个边长计算的分点个数取为 121,则得到结果也不相同,见图 3# 

图 3 (第 1行图形是没有外界场的波形,计算时间分别为 t = 30 s、40 s、50 s、

60 s、70 s# 第 2 行是外界场 M 1 = 1, M 2 = 0 影响下的波形,

计算时间分别为 t = 100 s、110 s、130 s、140 s、200 s)# 

计算的分点个数的改变引起波形完全变化, 其主要原因是介质不均匀和边界条件这两个

因素的影响# 当分点密集时, 介质不均匀和边界条件对中间波形的影响没有反映出来,当分点

稀疏时,介质不均匀和边界条件的影响很快体现到波形# 从而出现各类破碎螺旋波形图案,这

类波形破碎现象在 BZ反应中有很多实验结果,但破碎的理论分析十分困难# 

图1至图 3的扩散项计算采用 5点格式, 但有一类螺旋波形,用 9点格式计算扩散项,当

受到外界场影响时, 原来的螺旋图形会逐渐消失# 在 80 @ 80的正方形内, 每个方向取 242个

分点,时间步长取 0. 8,参数 a = 0. 75, b = 0. 06, E= 1/ 14, D= 1E- 4, L = 0, 得到图 4# 

图4中,没有外界场的波形是螺旋波,其波尖显示漫游现象,但受到外界场扰动后,破碎
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图 4 (第 1行是没有外界场的波形 ,计算时间分别为 t = 80 s、120 s、150 s、

1 221 s、1 242 s# 第 2 行是外界场 M1 = 1, M2 = 0作用下,波形很快消失

的波形,计算时间分别为 t = 30 s、40 s、50 s、60 s、70 s)# 

波形很快消失# 比较图 4和图 1, 两个图形的结果说明: 在外界场作用下,有一类螺旋波会逐

渐移动消失,但消失的条件需要研究,只有影响后产生破碎波形,才能保持长时间的变化# 

若扩散项采用 5点格式计算,取参数 a = 0. 75, b = 0. 01, E= 1/ 12, D= 1E- 4, L= 0# 

在正方形 80 @ 80,每个方向取 242个分点,时间步长为 0. 8# 此时,可得到另外一类变化, 在没

有扰动的情况, 波形图案很快消失,添加外界场扰动后产生波形破碎现象, 见图 5# 

图 5  (外界场为 M 1 = 1, M 2 = 0, 计算时间分别为 t = 152 s, 446 s, 511 s,

514 s, 1 314 s# 波形图案出现长时间破碎移动现象# 但没有外界场扰动的

波形却迅速消失)

从上面的数值结果可以看到, 外界场对波形的影响非常明显,由于波前曲面法向波速的变

化,最明显的现象是外界场导致波形整体移动,在外界场和其它因素的共同作用下, 会出现螺

旋波和破碎螺旋波之间的转换,螺旋波形逐渐消失等现象# 若外界场刺激后产生螺旋波形,由

于螺旋波形的移动, 波形会逐渐消失,只有破碎波形才可能长时间变化# 在这种意义下, 破碎

螺旋波是稳定的# 但激发介质螺旋波形的变化,肯定不是一个因素影响的结果,全面分析波形

变化是一个比较困难的问题# 

4  结   论

本文分析了外界场对激发介质波形结构的影响, 这里的理论分析得到激发介质波前曲面

的曲率关系,波前曲面的法向速度和波前平均曲率、平面波速和外界场具有线性关系, 此曲率

关系表明波前的法向速度在外界场的方向会增加,从而可以解释温度场或电场作用下的 BZ

反应实验# 这里的数值计算得到丰富的螺旋波形图案,在外界场作用下,可以看到波形图案整

体不断移动,这个结果和理论分析、BZ实验现象完全一致# 更深入的数值分析表明,外界场的

影响可以产生螺旋波和破碎螺旋波之间的转化# 没有外界场影响时出现的螺旋波, 在外界场
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作用下,螺旋波的移动可能很快消失或产生长时间的破碎# 其中的破碎情形可以看到多螺旋

相互作用波形、条形立波、水纹迷宫波、岛屿连环波等漂亮的图案[ 1, 2]# 对破碎螺旋或很快消

失的波形,在外界场的作用下,同样可以产生丰富的波形图案# 

观察影响波形变化的条件,可以看到,激发介质波形斑图的变化,不仅仅是外界场的影响,

而且也是诸多因素相互作用的结果,特别是边界形状和介质不均匀性,是产生新波形的源泉# 

由于理论模型的复杂性, 这里的分析没有讨论外界周期激励、介质的不均匀性和边界形状等外

界因素,如何综合分析这些影响,是以后需要研究的课题# 
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Curvature Relation of Wave Front and

Wave Changing in External Field

LIU Shen_quan1,  SONG Le2

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , South Chin a Univ er sity of Technolo gy ,

Guangzhou 510640, P . R . China ;

2. School of Informa tion Technology , The Univ er sity of Sydn ey , Austra lia )

Abstract: The changing of wave structure in excitable media in external field is studied and the cur-

vature relation of wave front is analyzed. Under external stimulus the normal velocity of wave front

has linear relation with mean curvature of wave front, plane velocity and external field. The simula-

tion methods have been used to analyze Bar_Eiswirth model with external field and obtain the wave

pattern of excitable media contained external stimulus. These theoretical analysis and simulation re-

sults are identical with experiments of BZ reaction. So the results here theoretically explain the BZ

phenomenon under external field and the simulation results here have rich wave patterns.

Key words: excitable medium; spiral wave; pattern; external field
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