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摘要: � 基于非线性动力学理论, 对一类高维二阶耗散自治动力系统的降维及其对解的长期行为

的影响进行了理论分析�� 该分析将方程的解投影到控制方程的线性算子的特征向量所张成的完

备空间中,并在相空间中引入一距离的概念, 方便地解决了缩减后系统与原始系统解之间的误差

或距离的描述�� 基于此距离定义,首先, 分析了由于高阶模态的截取对解的长期行为的影响, 并推

导出了相应的误差估计,该估计表明由于降维对系统长期行为的影响不仅与系统的高阶子空间中

的固有频率和阻尼比乘积的最小值有关, 并且与高阶子空间中的某一最大固有频率有关�� 然后,

将一般的模态截取视为对原系统的解的一个扰动,对一些文献中由于降维程度的不同而造成解的

拓扑性质发生变化的现象进行了定性的解释��
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引 � � 言

对于一些非线性动力系统,尤其是在机械振动及流_固耦合系统中, 由于结构的复杂性而

难以用解析式表示其结果,因此一般采用有限元等离散方法逼近方程的解,而采用有限元等离

散方法后,系统将成为一高维的动力系统,一般为关于时间的二阶耗散发展方程�� 对于这类方

程的求解已有许多经典的方法,如 Newmark法、Wilson_ �法、Houbelt法, 以及将此二阶方程化

为一阶方程,可以使用的精度较高的Runge_Kutta法等�� 但所有这些方法在分析非线性动力系

统的长期行为时,都是一种非常耗机时的方法,并随着自由度的增加而变得更加突出�� 因此,

很有必要在进行数值分析之前,将离散后的高维系统进行降维或缩减,并使得缩减后系统解的

性质和解的长期行为不发生拓扑性变化�� 虽然对于连续系统,已建立了一些降维方法,但难以

应用于具有多自由度的离散系统中[ 1]�� 基于这种背景, 一些学者相继发展了许多很有实用价

值的算法,并给出了相应的数值分析结果
[ 2~ 5]�� 尽管有许多这方面的数值实验分析结果, 但所

有这些文献都没有对此类二阶非线性耗散动力系统所采用的降维方法进行严格的理论分析或
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对解精度的误差估计�� 而事实上, 由于某些耗散自治动力系统的强非线性(如随着参数变化发

生Hopf分岔,继而发生的系列分岔等) , 对同一问题采用不同的降维方法有时会出现�面目皆

非�的结果,并且降维成功与否主要取决于经验�� 这种对初值或数值分析方法的敏感性表现为

微小的初值变化,或数值扰动将最终导致运动轨迹发生完全变化,即系统解的定性性态(拓扑

结构)发生变化�� 因此,很有必要对此类问题进行严格的数学分析, 以便更加充分合理地使用

上面所列的降维方法,而得到一个满意的近似解��

本文的主要内容就是对这类问题给出一个数学上的证明和解释,以完善该问题�� 根据这

类方程解的性质,将解投影到由控制方程的线性算子的特征向量所张成的完备空间中,并将该

空间分解成分别由低阶模态分量和高阶模态分量所构成的子空间, 其中低阶与高阶模态的定

义是由无阻尼固有频率与相应的阻尼比乘积决定,然后分析了由于高阶模态的截取对解的长

时间行为的影响,进一步给出了误差估计及其证明��

1 � 基 本方 程

不失一般性,本文主要讨论如下形式的二阶高维耗散自治非线性发展方程:

� �
M�x + C�x + Kx = f ( x, �x) ,
�x(0) = �x0, x (0) = x0,

( 1)

其中矩阵 M、C、K 分别为n � n 的质量、阻尼及刚度矩阵,而 f ( x, �x ) 为系统的非线性载荷向
量��

为分析方便,给出下面的一些假设和约定:

设H 为一有限维的内积空间,具有内积(�, �) 和范数 | �| ,并且矩阵M、K都是对称的、正

定的,而阻尼矩阵 C = �M+ �K ,即比例阻尼,载荷向量 | f ( x, �x ) | � M , M 为一有限正数��

对于方程(1) ,其相应的线性算子为 Ax = M�x + Kx,则存在一组构成标准正交基的、完备的特

征向量 �j j � n 和特征值 �j j � n, 即系统的无阻尼固有频率,所有的特征向量将组成 n阶主模

态 �n, 并且满足下面的性质:

� � �TnM �n = I , ) 2)

� � �TnK �n =

�21

�
2
2

�

�
2
n

= �K , ( 3)

� � �TnC �n =

2�1�1

2�2�2

�
2�n�n

= �C , ( 4)

其中 �j 为相应的阻尼比,并且设 �j > 0, �K、�C分别为模态主刚度阵、模态主质量阵��

在此约定:

� � 0 < 2�1�1 � 2�2�2 � � � 2�n�n < + � ,

并且

� � min �1, �2, �, �n � 1, ( 5)

Pm为 Span �1, �2, �, �m 上的正交投影算子, Qm = I - Pm ,即 H = PmH � QmH�� 需要指出
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的是, 本文的模态是按式(5) 排序的, 与一般的排序方式不同, 主要是为了分析方便�� 其中

PmH 称为低阶子空间, 而 QmH 称为高阶子空间��

取 x = �na ,其中 a为模态坐标, 代入方程(1) ,然后左乘 �
T
n得到在模态坐标下的控制方

程,即:

� � �a + �C�a + �Ka = � T
n f , ( 6)

将 Pm、Qm分别作用于方程( 1)上, 将得到如下的方程:

� � �p + �C1�p + �K1p = h (p + q, �p + �q) , ( 7)

� � �q + �C2�q + �K2q = g( p + q, �p + �q ) , ( 8)

其中 � � p = Pma, q = Qma, h = �Tm f , g = �Tn- mf��

在分析非线性动力系统时,由于位形空间的局限性,而引入了相空间的概念�� 本文将在相

空间中分析系统的特性, 因此将引入一距离的概念,用来度量相空间中任意两点间的距离��

定义 1 � 设在模态坐标下的相空间中任意一点为 y ( t ) = a( t ) , �a( t ) , 则两点间距离可

为

� � dist| �| ( y1( t ) , y 2( t ) ) = [ ( | a1( t ) |
2
+

� � � � | �a1( t ) |
2
) - ( | a2( t ) |

2
+ | �a2( t ) |

2
) ]

1/ 2
, ( 9)

可以容易地证明以上定义满足�泛函分析�中距离的定义��

2 � 系统的降维对解长期行为的影响

对于多自由度的非线性耗散动力系统,一般的降维方法是将解投影到 PmH 空间中, 即原

始方程的解由 p 来逼近,从而导致存在一个误差 q,并且在某种程度上被视为小量而不引起大

的误差�� 而实事上,对于一些复杂的强非线性系统,如具有非双曲结构的动力系统,结果并非

如此�� 本文的中心目标就是对误差 q进行估计分析��

下面以定理的形式给出一结果,然后再对其进行详细地证明,该定理描述了降维后系统对

原始系统的逼近程度��

定理 1 � 假设 | a | � �(由于系统的耗散性,这一假设是可行的) , | g | � M0,则当 t �+ �
时,有

� � dist| �| ( a( t ) , PmH ) �
M

2
1

2�m+ 1�m+ 1

1/ 2

, ( 10)

其中 � � M
2
1 =

M
2
0

2�m+ 1�m+ 1
+ 2�m+ 1�m+ 1 �

2
l �

2
,

� � �l = max �m+ 1, �m+ 2, �, �n ��

证明 � 方程( 8)与 �q 作内积得到

� � 1
2

d
dt | �q |

2
+ �qT �C2�q + �qT �K2q = �qT

g , ( 11)

进一步有

� � d
dt

| �q |
2
+ 2�qT �C2�q + 2�qT �K2q =

� � � � d
dt

( | �q |
2
+ | �q |

2
) + 2 | �q |

2 � | �q |
2
+ | �g |

2
, ( 12)

其中

� � �q = �m+ 1q1, �m+ 2q 2, �, �nqn- m
T
,
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� � �q = 2�m+ 1�m+ 1�q 1, 2�m+ 2�m+ 2�q 2, �, 2�n�n�qn- m

T
,

� � �g =
1

2�m+ 1�m+ 1

g1,
1

2�m+ 2�m+ 2

g2, �,
1

2�n�n
gn- m

T

��

根据约定( 5) ,由公式( 12)可得到下列关系式:

� � d
dt

( | �q |
2
+ | �q |

2
) + 2�m+ 1�m+ 1 | �q |

2 � 1
2�m+ 1�m+ 1

| g |
2
, ( 13)

因此,

� � d
dt

( | �q |
2
+ | �q |

2
) + 2�m+ 1�m+ 1( | �q |

2
+ | �q |

2
) �

� � � � 1
2�m+ 1�m+ 1

| g |
2
+ 2�m+ 1�m+ 1 | �q |

2�� ( 14)

因为所研究的动力系统为一非线性的耗散系统, 在模态坐标下存在吸引集 B =

a � D(A ) | | a | � � [ 6]
,即存在 T, 当 t � T 时, a( t ) � B��

所以有:

� � d
dt

( | �q | + | �q |
2
) + 2�m+ 1�m+ 1( | �q |

2
+ | �q |

2
) �

� � � �
M

2
0

2�m+ 1�m+ 1
+ 2�m+ 1�m+ 1 �

2
l �

2
, ( 15)

在此

� � �l = max �m+ 1, �m+ 2, �, �n ��

根据 Gronwall不等式得到:

� � | �q( t ) |
2
+ | �q( t ) |

2 � e- 2�
m+ 1
�
m+ 1

t
( | �q (0) |

2
+ | �q (0) |

2
) +

� � � ��
t

0

M
2
0

2�m+ 1�m+ 1
+ 2�m+ 1�m+ 1�

2
l �

2
e
2�

m+ 1
�
m+ 1

( �- t )
d� =

� � � � e- 2�
m+ 1
�
m+ 1

t
( | �q (0) |

2
+ | �q (0) |

2
) +

� � � �
M

2
1

2�m+ 1�m+ 1
(1 - e- 2�

m+ 1
�
m+ 1

t
) , ( 16)

其中 � � M
2
1 =

M
2
0

2�m+ 1�m+ 1
+ 2�m+ 1�m+ 1 �

2
l �

2
,

进一步根据约定( 5) , 当 t �+ � 时,有:

� � | �q( t ) |
2
+ | q( t ) |

2 � | �q ( t ) |
2
+ | �q ( t ) |

2 �
M

2
1

2�m+ 1�m+ 1
, ( 17)

其中 ( | �q( t ) |
2
+ | q( t ) |

2
)
1/ 2

, 即 a( t ) 与 PmH 之间在相空间中的距离,其正是由于自由度缩

减对原始系统长期行为造成的误差��

即定理1证毕��

定理 1定量地给出了由于降维导致的缩减系统与原始系统解之间的距离或误差, 可以看

出该误差不仅与高阶子空间 QmH 中m + 1阶的固有频率及阻尼比之积有关,还与高阶子空间

中某一最大固有频率的值有关��

3 � 讨论及分析

以上给出了由于模态截取造成的解的误差估计, 基于上面的定理可以进一步解释一些有

关这方面的数值模拟中出现的问题�� 事实上,从数学角度, 模态的截取可以视为对原始问题的
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精确解的一个扰动�� 一方面,如果此类扰动满足数学上的无穷小,并且原始方程的解(如平衡

点、Hopf分岔生成的周期解等)稳定, 则此模态截取不会对解的拓扑性质造成影响, 这也就是

在有些情况下, 模态截取不影响解的性质的原因, 文献[ 2]给出了基于模态分析与综合方法,截

取不同数目的模态,而解的拓扑性质不变的数值实验结果�� 另一方面,如果原始方程的解稳

定,但此由模态截取造成的扰动过大,即过分地缩减系统, 则将导致降维后的系统方程的解与

原始方程的解相比发生拓扑性变化,文献[ 3]中的一些数值算例就可能属于此类问题的反映��

综上所述, 根据定理 1的结果可以看出:多自由度非线性耗散自治动力系统的降维造成的

误差与原始系统的高阶子空间中的固有频率和阻尼比乘积的最小值以及高阶子空间中的某一

最大固有频率有关�� 另外,在进行非线性特性分析时, 由于所研究问题的强非线性以及众所周

知的非线性动力系统对初边值等引起的扰动极端敏感, 因此在研究分析高维非线性动力系统

时,特别是在分析具有多种分岔现象的动力系统时, 在进行降维之前,应对系统的线性算子所

对应的特征向量、特征值以及阻尼比进行详细地分析��

4 � 结 � � 论

对于二阶高维耗散自治非线性动力系统,由于降维对解的长期行为造成的影响进行了理

论分析�� 在分析过程中, 通过在相空间中引入一距离的概念,方便地解决了缩减后系统与原始

系统解之间的误差或距离的描述�� 研究结果表明:该误差估计不仅与高阶子空间中的固有频

率及阻尼比之积的最小值有关,还与高阶子空间中固有频率的某一最大值有关�� 最后,将模态

的截取视为对原始问题精确解的一个数学扰动,基于非线性动力学, 定性地对此扰动对解的拓

扑性质的影响进行了分析和解释��
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Abstract: From viewpoint of nonlinear dynamics, the model reduction and its influence on the long_

term behaviours of a class of nonlinear dissipative autonomous dynamical system with higher dimen�

sion are investigated theoretically under some assumptions. The systemwas analyzed in the state space

with an introduction of a distance definition which can be used to describe the distance between the

full system and the reduced system, and the solution of the full system was then projected onto the

complete space spanned by the eigenvectors of the linear operator of the governing equations. As a re�

sult, the influence of mode series truncation on the long_term behaviours and the error estimate are

derived, showing that the error is dependent on the first products of frequencies and damping ratios in

the subspace spanned by the eigenvectors with higher modal damping. Furthermore, the fundamental

understanding for the topological change of the solution due to the application of different model re�

duction is interpreted in a mathematically precise way, using the qualitative theory of nonlinear dy�

namics.

Key words: nonlinear dynamical system; dissipative system; projection operator; long_term be�

haviour
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