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摘要: � 对于一类以布朗运动和泊松过程为噪声源的正倒向随机微分方程, 在单调性假设下, 给出

了解的存在性和唯一性的结果�� 然后将这些结果应用于带随机跳跃的线性二次非零和微分对策

问题之中,由上述正倒向随机微分方程的解得到了开环Nash 均衡点的显式形式��
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引 � � 言

当我们运用随机最大值原理解决最优控制问题或在金融数学中考虑大户投资者在证券市

场中的作用时, 经常会遇到完全耦合的正倒向随机微分方程�� 对于一个任意的时间区间上的

完全耦合的正倒向随机微分方程,运用偏微分方程的方法, Ma, Protter和 Yong[ 1]得到了存在性

和唯一性的结果�� 运用概率的方法,Hu和 Peng[ 2] , Peng 和Wu [ 3]在适当的单调性假设下, 得到

存在唯一性结果�� Yong[ 4]将这种方法系统化,称之为�连续性方法�� 

Tang和 Li[ 5]首先研究了带泊松过程的倒向随机微分方程, Situ[ 6]在倒向随机微分方程的

系数是非 Lipschitz连续的条件下,得到了一个存在唯一性的结果�� Wu[ 7]在一定的单调性假设

下,得到了泊松过程驱动的正倒向随机微分方程存在唯一性结果,此时方程中的随机过程是带

随机跳跃的不连续过程�� 下一节中,我们在另一种适合于非零和微分对策问题的单调性假设

下,给出另一个存在唯一性的结果��

微分对策问题吸引了很多的学者去研究, 包括 Friedman[ 8] , Bensoussan[ 9] , Eisele[ 10]等�� 对

于不含随机跳跃的随机情形, Hamad�ne
[ 11]
在一定的假设下, 给出Nash均衡点的一个存在性结

果�� 在第 2节中,我们研究带随机跳跃的线性二次非零和随机微分对策问题,运用第 1节的结

果,我们给出这类随机微分对策问题Nash均衡点的显式形式��
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1 � 正倒向随机微分方程的预备结果

令 ( � , F , F t t�0, P) 是一个概率空间, F 0包含F 的所有P_零集, 并且F t+ = � �> 0F t+ �=

F t , t � 0�� 我们假设信息流 F t t�0是由下面的两个相互独立的随机过程产生的:

一个 d_维标准布朗运动 B t t�0和一个R + � Z 上的泊松随机测度N , 其中 Z � R
l
是一

个非空的开集, 其 Borel域为 B ( Z) , 补偿为 N̂ (dz , dt ) = �(dz )dt , 且使得 �N (A � [ 0, t ] ) =

(N - N̂ ) ( A � [ 0, t ] ) t �0是一个鞅,并对 �A � B ( Z ) 满足 �( A ) < � � �假定是( Z , B ( Z) )

上的一个 �_有限测度, 称之为特征测度��

在这一节中,我们研究如下的一类正倒向随机微分方程:

� �

dx t = b( t , xt , p t )dt + �( t , xt , p t )dB t +�Z g( t- , x t
-
, pt

-
) �N ( dzdt ) ,

- dp t = f ( t , x t , p t , qt , k t )dt - qtdB t -�Z k t
-
( z ) �N (dzdt ) ,

x0 = a, pT = � ( xT )��

( 1)

为了记号上的简便,我们假设 d = 1,其中( x, p, q, k) 在 R
n � R

n � R
n � R

n中取值, b、�、

f、g、� 是具有相应维数的映射,且对于固定的( x, p, q, k) , 是 F t_循序可测的, T > 0是一个

固定的数,称为时间区间,我们引入如下的记号:

� � u = ( x , p , q, k)
T
, A( t , u ) = (- f , b, �, g) T( t , u) ,

并使用通常意义下的内积,欧几里得范数,以及下面的空间:

� � M
2
= vt , 0 � t � T, 是循序可测过程,使得: E�

T

0
| v t |

2dt < � ,

� � L
2
= �, �是一个FT 可测的随机变量, 使得: E | �| 2 < � ,

� � F
2
N = kt (�) , 0 � t � T, 是一个F t可料过程, 使得:

� � � � � E�
T

0�Z | kt ( z ) |
2
n(dz ) dt < � � 

我们假设

� �

( � ) A( t , u) , � ( x) 关于各自变量一致 Lipschitz连续;

( � ) 对于任意的 x, � ( x) 属于 L
2
( �, FT , P ) ;

( � ) 任给( �, t ) � � � [ 0, T ] , l ( �, t , 0, 0) � M
2
(0, T ) , � � l = b, �,

� � g( �, t , 0, 0) � F
2
N (0, T ) 以及 f ( �, t , 0, 0, 0, 0) � M

2
(0, T )��

( 2)

以及下面的单调性条件:

� �

�A( t , u) - A( t , �u ) , u - �u� � - �1 | x̂ |
2
- �2 | p̂ |

2
,

�� ( x ) - � ( �x) , x - �x� � �1 | x̂ |
2
, a. s. ,

� û = ( u- �u) = ( x̂, p̂ , q̂, k̂) = ( x - �x, p - �p , q - �q, k - �k) ,

( 3)

其中 �1、�2 和 �1是给定的非负常数,满足 �1+ �2 > 0, �1+ �2 > 0�� 那么,我们有

定理 1 � 我们假设 ( 2) 和 ( 3) , 那么存在唯一的四元组

� � ( x(�) , p(�) , q(�) , k(�) ) � M
2
(0, T ; R

n+ n+ n
) � F

2
N (0, T ; R

n
)

满足正倒向随机微分方程( 1)��

证明方法类似于[ 7]中定理 3. 1,我们略去��
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2 � 带随机跳跃的线性二次非零和随机微分对策问题

在这一节中,我们研究带随机跳跃的线性二次非零和随机微分对策问题�� 为了简化记号,

我们只考虑两个对手时的情况, n个对手时的情况类似�� 控制系统如下:

� �

dxvt = ( Ax
v
t + B

1
v
1
t + B

2
v
2
t + �t ) dt + ( Cx

v
t + �t )d�t +

� ��Z( Exvt- + �t
-
( z ) ) �N (dzdt ) ,

x
v
0 = a,

( 4)

其中 A、C和E是n � n有界矩阵, v
1
t和 v

2
t , t � [ 0, T ] ,是两个容许控制过程,即:取值于 R

k的

F t_适应的平方可积过程�� B
1和 B

2是 n � k有界矩阵�� �t和�t是两个适应的平方可积过程,

�t (�) 是 F
2
N ( 0, T ; R

n
) 中的过程�� 我们用 J

1
( v(�) ) 和 J

2
( v(�) ) , v(�) = ( v

1
(�) , v2(�) ) 记对

手1和对手 2的代价函数如下:

� �
J
1
( v(�) ) =

1
2
E�

T

0
(�R1

x
v
t , x

v
t�+ �N1

v
1
t , v

1
t�)dt + �Q1

x
v
T , x

v
T� ,

J
2
( v(�) ) =

1
2 E�

T

0
(�R2

x
v
t , x

v
t�+ �N2

v
2
t , v

2
t�)dt + �Q2

x
v
T , x

v
T� ,

( 5)

其中 Q
1、Q2、R1和 R

2是 n � n非负定有界对称矩阵, N
1和 N

2是 k � k 正定有界对称矩阵以

及逆矩阵(N
1
)
- 1、( N2

)
- 1 也是有界的��

我们的问题是去寻找所谓的Nash均衡点 ( u
1
(�) , u2(�) ) � R

k � R
k 使得

� �
J
1
( u

1
(�) , u2

(�) ) � J
1
( v

1
(�) , u2

(�) ) , � � � v
1
(�) � R

k
;

J
2
( u

1
(�) , u2

(�) ) � J
2
( u

1
(�) , v2(�) ) , � � � v

2
(�) � R

k��
( 6)

这时两个竞争对手的行为是由带有随机跳跃的随机过程所描述, 最优解是不连续的过程�� 这

种对策问题有很强的实际应用背景�� 我们需要如下的假设:

� �

B
i
( N

i
)
- 1

( B
i
)
T
A

T
= A

T
B

i
( N

i
)
- 1
( B

i
)
T
,

B
i
( N

i
)
- 1

( B
i
)
T
C

T
= C

T
B

i
( N

i
)
- 1
( B

i
)
T
,

B
i
( N

i
)
- 1

( B
i
)
T
E

T
= E

T
B

i
( N

i
)
- 1
( B

i
)
T
,

� � i = 1, 2, a. s. ( 7)

现在,运用第 1节结果,我们能够给出这个问题的Nash均衡点的显式形式��

定理 2 � 函数 ( u
1
t , u

2
t ) = (- ( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t , - ( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
p
2
t ) , t � [ 0, T ] ,是上面对策

问题的一个Nash均衡点, 其中( x t , p
1
t , p

2
t , q

1
t , q

2
t , k

1
t , k

2
t ) 是下面不同维正倒向随机微分方程的

解:

� �

dx t = ( Ax t - B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t - B

2
( N

2
)
- 1
( B

2
)
T
p

2
t + �t )dt +

� � � ( Cx t + �t )dB t +�Z( Ext- + �t
-
( z ) ) �N (dzdt ) ,

- dp
1
t = ( A

T
p

1
t + C

T
q
1
t + E

T
k
1
t + R

1
xt )dt - q

1
tdB t -�Z k1

t ( z ) �N (dzd t ) ,

- dp 2
t = ( A

T
p

2
t + C

T
q
2
t + E

T
k
2
t + R

2
xt )dt - q

2
tdB t -�Z k2

t ( z ) �N (dzd t ) ,

x0 = a, p
1
T = Q

1
xT , p

2
T = Q

2
xT��

( 8)

证明 � 我们首先证明方程( 8)解的存在性�� 考虑如下的正倒向随机微分方程:
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� �

dXt = ( AXt - Pt + �t )dt + ( CX t + �t )dB t +�Z( EXt
-
+ �t

-
( z ) ) �N (dzdt ) ,

- dPt = [ A
T
Pt + ( B

1
(N

1
)
- 1
( B

1
)
T
R

1
+ B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
R

2
) Xt +

� � � � CT
Qt + E

T
K t ] dt - QtdB t -�ZKt

-
( z ) �N (dzdt ) ,

X0 = a, PT = ( B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
Q

1
+ B

2
( N

2
)
- 1
( B

2
)
T
Q

2
) XT��

( 9)

由假设( 7) ,我们注意到如果 ( xt , p
1
t , p

2
t , q

1
t , q

2
t , k

1
t , k

2
t ) 是方程(8) 的解, (X t , Pt , Qt , Kt ) 是正

倒向随机微分方程( 9)的解,这里

� � Xt = x t , Pt = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t + B

2
( N

2
)
- 1
( B

2
)
T
p

2
t ,

� � Qt = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
q
1
t + B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
q
2
t ,

� � Kt = B
1
( N

1
)
- 1
( B

1
)
T
k
1
t + B

2
( N

2
)
- 1
( B

2
)
T
k
2
t��

另一方面,我们能够首先从方程( 9)得到解 Xt , 令方程(8) 中的 x t等于Xt ,然后得到解( p
1
t , q

1
t ,

k
1
t ) 和( p

2
t , q

2
t , k

2
t )�� 很容易验证方程(9) 满足假设(2) 和(3) ,根据定理 1,方程(9) 存在唯一的

解( Xt , Pt , Qt , Kt )�� 现在由倒向随机微分方程解的存在唯一性结果[ 5]
, 我们能够令( p

1
t , q

1
t ,

k
1
t ) 和( p

2
t , q

2
t , k

2
t ) 是如下的倒向方程的解:

� �

- dp 1
t = ( A

T
p

1
t + C

T
q
1
t + E

T
k
1
t + R

1
X t )dt - q

1
tdB t -�Zk1

t
-
( z ) �N (dzdt ) ,

- dp 2
t = ( A

T
p

2
t + C

T
q
2
t + E

T
k
2
t + R

2
X t )dt - q

2
tdB t -�Zk2

t
-
( z ) �N (dzdt ) ,

p
1
T = Q

1
XT , p

2
T = Q

2
XT��

我们令

� � �P t = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t + B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
p
2
t ,

� � �Qt = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
q
1
t + B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
q
2
t ,

� � �K t = B
1
( N

1
)
- 1
( B

1
)
T
k
1
t + B

2
( N

2
)
- 1
( B

2
)
T
k
2
t��

那么我们得到

� �

- d�P t = [ A
T �P t + ( B

1
(N

1
)
- 1
( B

1
)
T
R

1
+ B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
R

2
) Xt +

� � CT �Qt + E
T �K t ] dt - �QtdB t -�Z�K t

-
( z ) �N (dzdt ) ,

�PT = [ B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
Q

1
+ B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
Q

2
] xT��

对于固定的 X t t �0, 因为倒向随机微分方程 解的存在唯一性,我们有

� � P t = �P t = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t + B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
p
2
t ,

� � Qt = �Qt = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
q
1
t + B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
q
2
t ,

� � Kt = �K t = B
1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
k
1
t + B

2
( N

2
)
- 1

( B
2
)
T
k
2
t ,

那么 ( Xt , P t , Qt , Kt ) 是正倒向随机微分方程(9) 的唯一解, 并且(X t , p
1
t , p

2
t , q

1
t , q

2
t , k

1
t , k

2
t ) 是

正倒向随机微分方程(8) 的一个解�� 现在, 我们试图去证明( u
1
(�) , u2

(�) ) 是我们的带有随

机跳跃的非零和微分对策问题的一个Nash均衡点�� 我们只证明

� � J
1
( u

1
(�) , u2

(�) ) � J
1
( v

1
(�) , u2

(�) ) , � � � v
1
(�) � R

k��

( 6)式的另一个不等式可以类似的得到�� 我们用 x
v
1

t 记如下系统的解:
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� �

dxv
1

t = ( Ax
v
1

t + B
1
v
1
t + B

2
u
2
t + �t )dt + ( Cx

v
1

t + �t )dBt +

� � ��Z ( Exv
1

t
-
+ �t

-
( z ) ) �N (dzdt ) ,

x0 = a;

( 10)

� � J
1
( v

1
(�) , u2

(�) ) - J
1
( u

1
(�) , u2

(�) ) =
1
2 E�

T

0
(�R1

x
v
1

t , x
v
1

t �- �R1
x t , xt�+

� � � � �N1
v
1
t , v

1
t�- �N1

u
1
t , u

1
t�)dt + �Q1

x
v
1

T , x
v
1

T�- �Q1
xT , xT� =

� � � � 1
2 E�

T

0
(�R1

( x
v
1

t - x t ) , x
v
1

t - x t�+ �N1
( v

1
t - u

1
t ) , v

1
t - u

1
t�+

� � � � 2�R1
x t , x

v1

t - xt�+ 2�N1
u
1
t , v

1
t - u

1
t�)dt +

� � � � �Q1
( x

v
1

T - xT ) , x
v
1

T - xT�+ 2�Q1
xT , x

v
1

T - xT� ��

由于 Q
1
xT = p

1
T ,我们对( x

v
1

T - xT , p
1
T ) 应用 Itô 公式得到:

� � E�xv
1

T - xT , p
1
T�= E�

T

0
(- �R1

xt , x
v
1

t - xt�+ �B1
( v

1
t - u

1
t ) , p

1
t�) dt��

因为 R
1 和 Q

1是非负定的, N
1 是正定的,故:

� � J
1
( v

1
(�) , u2

(�) ) - J
1
( u

1
(�) , u2

(�) ) �

� � � � E�
T

0
(�N1

u
1
t , v

1
t - u

1
t�+ �B1

( v
1
t - u

1
t ) , p

1
t�)dt =

� � � � E�
T

0
(�- N

1
( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t , v

1
t - u

1
t�+ �( B1

)
T
p
1
t , v

1
t - u

1
t�)dt = 0��

因此 ( u
1
t , u

2
t ) = (- ( N

1
)
- 1

( B
1
)
T
p
1
t , - ( N

2
)
- 1
( B

2
)
T
p

2
t ) 是非零和对策问题的一个 Nash

均衡点��
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Linear Quadratic Nonzero Sum Differential

Games With Random Jumps

WU Zhen, � YU Zhi_yong

( School of Mathema tics an d System Science , Shandon g Un iver sity ,

Jinan 250100, P . R . China )

Abstract: The existence and uniqueness results of the solutions for one kind of forward_backward

stochastic differential equations with Brownian motion and Poisson process as the noise source were

given under the monotone conditions. Then these results were applied to get the explicit form of the

open_loop Nash equilibrium point for nonzero sum differential games problem with random jump by

the solution of the forward_backward stochastic differential equations.

Key words: stochastic differential equation; Poisson process; stochastic differential game
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